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На  современном  этапе 
технической  революции 
все  большее  значение 
приобретают  вопросы 
научной  организации  труда 
и управления, 
экономики 

промышленного  производства, 
автоматизации 
технологических  процессов 
с применением 

электронных  вычислительных  машин, 
психологии  труда  и др. 
Сегодня  каждый  инженер, 
независимо 

от  его  узкой  специализации, 
должен  не  только  владеть 
основами  знаний  в этих  отраслях, 
но  и быть  информированным 
о последних  достижениях  в них. 
Именно  эти  вопросы 
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Глава  I 


ВВЕДЕНИЕ 

Сегодня  трудно  назвать  область  науки, 
промышленности  и народного  хозяйства,  где 
бы  не  использовались  математические  модели. 
Это  стало  возможным  благодаря  совместным 
усилиям  математиков,  работавших  в аб- 
страктных областях,  казавшихся  вне  прило- 
жений, и физиков-инженеров,  и прежде  всего 
радиотехников. 

М.  А.  Лаврентьев 


Эта  глава  начинается  с рассмотрения  общих  вопросов  при- 
менения математики  в инженерном  деле.  Математический  аппа- 
рат инженера  определяется  как  взаимосвязанная  совокупность 
языка,  моделей  и методов  математики,  ориентированная  на 
решение  инженерных  задач.  Цель  настоящей  книги  — помочь 
инженеру  в освоении  некоторых  практически  важных  разде- 
лов математического  аппарата,  пока  еще  не  нашедших  должного 
отражения  в вузовском  курсе  высшей  математики. 

Основное  внимание  уделяется  множествам,  матрицам,  гра- 
фам, логике  и вероятностям.  Все  эти  разделы  тесно  связаны 
между  собой,  поэтому  во  вводной  главе  приведены  краткие 
сведения  по  каждому  из  них,  которые  затем  используются 
при  более  глубоком  изложении  материала.  Внутренние  ссылки 
даются  тремя  цифрами  в скобках,  означающими  соответственно 
номера  главы,  параграфа,  пункта.  При  ссылках  на  материал 
внутри  главы  ее  номер  опускается,  а в пределах  параграфа 
ссылка  содержит  только  номер  пункта. 

При  изучении  вводной  главы  важно  понять  смысл  основ- 
ных определений,  привыкнуть  к соответствующей  символике, 
научиться  выполнять  простейшие  операции  над  математиче- 
скими объектами.  Этой  цели  должны  способствовать  приведен- 
ные в конце  каждого  параграфа  задачи  и упражнения,  решение 
которых  позволит  закрепить  и расширить  изложенный  материал. 
Даже  если  читатель  отложит  изучение  специальных  глав  на  буду- 
щее, то  и тогда  материал  вводной  главы  может  пригодиться  при 
чтении  специальной  литературы  и справочных  пособий.  Разу- 
меется, каждый  читатель  в зависимости  от  его  подготовки  и целей 
наметит  свой  подход  к использованию  книги. 
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В конце  каждой  главы  приведен  краткий  обзор  литературы, 
который  включает  монографии  и учебные  пособия,  использован- 
ные при  подготовке  этой  книги  и рекомендуемые  для  более 
глубокого  изучения  затронутых  в ней  вопросов. 


1.  математика  в инженерном  деле 

1.  Взаимодействие  математики  и техники.  Технические  науки 
развиваются  в тесном  взаимодействии  и сотрудничестве  с мате- 
матикой. Это  проявляется,  с одной  стороны,  в использовании 
математического  аппарата  для  решения  научно-технических 
задач.  С другой  стороны,  инженерная  практика  в значительной 
мере  ориентирует  и стимулирует  развитие  самой  математики. 
Можно  привести  множество  примеров,  иллюстрирующих  это 
положение. 

^Исследование  различных  типов  дифференциальных  уравне- 
ний с самого  начала  тесно  связывалось  с решением  технических 
и физических  проблем.  Метод  наименьших  квадратов,  ставший 
одним  из  эффективных  средств  обработки  результатов  наблю- 
дений, возник  из  потребностей  геодезической  практики.  Начер- 
тательная геометрия  развилась  под  влиянием  строительного 
дела,  архитектуры  и механики.  Огромный  арсенал  численных 
методов  сформировался  и продолжает  развиваться  благодаря 
практическим  потребностям. 

Взаимодействие  математических  и прикладных  дисциплин 
приводит  к их  взаимному  обогащению,  причем  этот  процесс 
носит  двусторонний  характер.  Нередко  идеи  и методы,  разрабо- 
танные для  решения  частных  задач  в какой-либо  конкретной 
области,  приобретают  в процессе  развития  столь  общее  значение, 
что  их  строгое  обоснование  становится  делом  математиков. 
Те  идеи  и методы,  которые  выдерживают  всесторонние  и подчас 
весьма  длительные  испытания,  развиваются  в математические 
теории,  обслуживая  затем  более  широкий  класс  задач,  чем  те, 
из  которых  они  возникли. 

Характерным  примером  в этом  отношении  является  теория 
вероятностей,  для  оформления  которой  как  раздела  математики 
понадобилось  несколько  столетий,  считая  от  первых  попыток 
найти  закономерности  в азартных  играх.  Операционное  исчисле- 
ние, разработанное  на  интуитивном  уровне  в конце  прошлого 
века  для  расчета  электрических  цепей,  испытало  на  себе  все 
превратности  судьбы,  но  затем  получило  строгое  обоснование 
и нашло  свое  место  в теории  интегральных  преобразований. 

Можно  привести  много  других  примеров,  когда  математи- 
ческие теории,  возникающие  и развивающиеся  из  внутренних 
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потребностей  математики,  находят  затем  широкое  практическое 
применение  в других  отраслях  науки  и техники.  Так  обстояло 
дело,  например,  с математической  логикой,  аппарат  которой 
стал  одним  из  основных  средств  проектирования  автоматов 
и моделирования  дискретных  систем.  Неэвклидовы  геометрии, 
служившие  первоначально  целям  аксиоматического  обоснования 
математики,  нашли  применение  при  конструировании  самолетов 
и ракет.  Теория  электромагнитных  волн  была  разработана  за  не- 
сколько десятилетий  до  их  обнаружения  и практического 
использования. 

В результате  взаимодействия  математики  и техники  возникают 
и успешно  развиваются  новые  прикладные  науки.  Так,  на  стыке 
теории  вероятностей  с техникой  связи  и передачи  сообщений  воз- 
никла теория  информации,  методы  которой  используются  не  только 
в технике,  но  и в экономике,  лингвистике,  биологии.  Под  влиянием 
и при  непосредственном  участии  математики  развиваются  такие 
общие  науки  как  кибернетика,  теория  цепей  и систем. 

Одним  из  наиболее  эффективных  результатов  взаимодействия 
математики  и техники  явилось  создание  современных  вычисли- 
тельных машин.  Симбиоз  математических  методов  и технических 
средств  электроники,  магнитной  техники,  прикладной  оптики  и ме- 
ханики уже  весьма  высоко  зарекомендовал  себя  в этом  отношении 
и открывает  необозримые  перспективы  в будущем.  Развитие  вычисли- 
тельной техники  позволяет  привести  в действие  более  мощные  ре- 
сурсы математики  и усиливает  ее  роль  как  непосредственной  про- 
изводительной силы  общества,  способствуя  тем  самым  прогрессу 
самой  математики. 

2.  Современная  математика.  Наиболее  характерной  чертой 
современной  математики  является  чрезвычайно  высокая  степень 
обобщения  и абстракции.  Традиционное  определение  математики  как 
науки  о пространственных  формах  и количественных  отношениях 
уже  не  соответствует  современному  положению  вещей,  оно  при- 
обретает более  глубокое  и широкое  содержание.  Предмет  современ- 
ной математики  составляют  совокупности  объектов  самого  общего 
вида  и любые  возможные  отношения  между  ними. 

Так,  трехмерное  геометрическое  пространство  обобщается  на 
любое  число  измерений,  и в этом  многомерном  пространстве  изу- 
чаются пространственно  подобные  отношения  (длина,  расстояние, 
ортогональность).  Алгебраические  операции  абстрагируются  и рас- 
пространяются на  объекты  любой  природы,  которые  образуют  раз- 
личные структуры  в зависимости  от  приписываемых  им  свойств 
(группа,  кольцо,  тело,  поле).  Под  переменными  понимаются  не 
только  обычные  величины,  но  и функции,  которые  рассматриваются 
как  объекты  функциональных  пространств.  Изучаемые  математикой 
объекты  объединяют  совокупности  величин,  для  представления 
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которых  используются  такие  понятия  как  множества,  матрицы 
графы.  1 

Математика  развивается  как  единая  наука  с присущими  ей 
методами.  Но  в зависимости  от  точки  зрения  на  ее  предмет  матема- 
тику подразделяют  на  содержательную  математику,  формальную 
математику,  метаматематику  и прикладную  математику. 

Содержательная  математика  изучает  системы  абстрактных 
объектов,  наделенных  конкретным  содержанием  и называемых 
конструктами.  Конструкты  являются  результатом  идеализации 
материальных  объектов  и вводятся  путем  определения  их  свойств 
которые  постулируются  или  доказываются  на  основе  принятых 
ранее  определений  других  объектов.  Например,  точка  рассматри- 
вается как  то,  что  не  имеет  частей,  линия  — как  то,  что  имеет  толь- 
ко длину,  параллельность  — как  такое  свойство  прямых,  что,  на- 
ходясь в одной  плоскости  и будучи  продолжены  неограниченно 
в обе  стороны,  они  нигде  не  встречаются.  Содержательный'  смысл 
таких  объектов  вытекает  из  их  описания. 

Формальная  математика  отвлекается  от  конкретной  природы 
объектов  и сосредоточивает  свое  внимание  на  отношениях  в чистом 
видѳ  (например,  отношение  параллельности  не  связывается  с по- 
нятием  линии).  Первоначально  вводится  совокупность  символов 
(алфавит),  которые  различаются  только  по  форме,  а также  задаются 
правила  построения  из  этих  символов  терминов  и предложений. 
Исходные  положения  формальной  теории  (аксиомы)  принимаются 
в виде  предложений,  в которые  входят  определяемые  термины. 
Из  этих  предложений  на  основе  установленных  правил  преобразо- 
вания выводятся  другие  предложения  (теоремы)  данной  теории. 

Метаматематика  изучает  формализованные  теории  как  системы 
терминов  и предложений.  Объектами  исследования  метаматематики 
являются  конечные  последовательности  (строчки)  символов  с опера- 
циями, которые  представляют  термины  и предложения  (в  том  числе 
аксиомы  и теоремы).  Метаматематику  можно  считать  содержательной 
наукой,  если  системы  символов  рассматривать  как  материальные 
объекты. 

Прикладная  математика  включает  математические  теории 
проблемно-ориентированные  на  изучение  явлений  природы  и об- 
щества. Такая  ориентация  осуществляется  путем  истолкования 
объектов  формальных  и содержательных  теорий  в категориях  ре- 
ального мира  (эмпирическая  интерпретация).  Например,  связывая 
понятия  точки,  линии,  параллельности  (или  соответствующие  им 
символы  и термины)  с объектами  и отношениями  физического  про- 
странства, приходим  к прикладной  (эмпирической)  теории,  которая 
обслуживает  проблематику  соответствующей  области.  Одна  и та 
же  математическая  теория,  получая  различные  интерпретации, 
может  явиться  основой  для  построения  многих  прикладных  теорий. 
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Так,  двузначная  логика  интерпретируется  в технике  как  теория 
контактных  и логических  схем,  а в науке  о мышлении  — как  ис- 
числение высказываний. 

В отличие  от  прикладной  математики,  остальные  математиче- 
ские теории  часто  относят  к «чистой»  математике.  Однако  между  чис- 
той и прикладной  математикой  невозможно  провести  четкую  грань, 
да  в этом  и нет  потребности.  Ясно,  что  чисто  математическая  теория 
при  определенных  условиях  может  получить  эмпирическую  интер- 
претацию и стать  основой  для  прикладной  теории.  В то  же  время 
теория,  зародившаяся  в недрах  прикладных  наук,  может  заслу- 
жить право  на  обобщение  до  уровня  чисто  математической  теории. 

3.  Инжене  рное  дело.  Слово  инженер  происходит  от  латинского 
іп§епіит,  что  означает  способность,  изобретательность.  Инженер- 
ное дело  развивалось  из  ремесел,  во  все  времена  инженер  что-то 
изобретал  и сооружал.  В современных  условиях  деятельность  ин- 
женера по  существу  сводится  к тому  же,  но  она  становится  все 
более  разнообразной  по  форме  и содержанию.  В процессе  развития 
и сближения  прикладных  и фундаментальных  наук  высшие  формы 
инженерного  дела  приобретают  характер  научно-исследовательской 
работы. 

Инженерное  дело  характеризуется  чрезвычайно  широкой  сфе- 
рой приложения.  Инженер  может  быть  занят  непосредственно  в про- 
изводстве, в проектной  или  научно-исследовательской  организа- 
ции, в государственных  органах  управления.  Он  может  работать 
на  вычислительном  центре,  на  борту  океанского  лайнера  или  само- 
лета. При  этом  круг  его  обязанностей  в различной  степени  связан 
с производственной,  конструкторской,  исследовательской  или  адми- 
нистративной деятельностью. 

Наряду  с расширением  сферы  приложения  инженерного  дела, 
усиливается  его  специализация.  Вследствие  развития  производства 
и прикладных  наук  происходит  расщепление  традиционных  спе- 
циальностей, появляются  новые.  Так,  перечень  специальностей 
и специализации,  по  которым  ведется  подготовка  инженеров  в ву- 
зах нашей  страны,  содержит  более  500  названий. 

Будучи  специалистом  в узкой  области,  инженер  должен  быть 
подготовлен  к сотрудничеству  и взаимопониманию  с представи- 
телями других  областей  науки  и техники,  что  совершенно  необхо- 
димо в условиях  современного  производства,  при  разработке  слож- 
ных технических  проектов  или  проведении  научных  исследований. 
Ясно,  что  такая  подготовка  может  быть  достигнута  только  на  проч- 
ном фундаменте  естественных  и математических  наук. 

Несмотря  на  большое  разнообразие  конкретных  форм  инженер- 
ной деятельности,  центральное  место  в ней  занимают  процессы 
обработки  данных  и принятия  решений.  В условиях  производства 
такими  данными  являются  сведения  о ходе  технологических 
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процессов,  результаты  контроля  выпускаемой  продукции,  техни- 
ко-экономические показатели  работы  участка,  цеха,  предприятия. 
На  основе  анализа  этих  данных  принимают  решения,  направлен- 
ные на  совершенствование  технологии,  увеличение  производитель- 
ности труда  и повышение  качества  выпускаемой  продукции.  При- 
нятие решений  при  проектировании  основывается  на  анализе  тех- 
нических условий  путем  расщепления  сложной  задачи  на  более 
простые,  использовании  научно-технического  опыта  при  теорети- 
ческой и экспериментальной  проверке  выдвигаемых  гипотез,  всесто- 
роннем учете  возможностей  и ограничений  технологии,  экономи- 
ческих, социальных  и психологических  факторов.  Участие  в науч- 
ных исследованиях  возлагает  на  инженера  принятие  решений,  на- 
правленных на  обеспечение  надежного  функционирования  техни- 
ческих средств  и получение  достоверных  данных  об  исследуемых 
объектах.  Инженеры  участвуют  также  в планировании  экспери- 
мента, обработке  данных  и оформлении  научных  результатов. 

Процессы  обработки  данных  и принятия  решений  требуют  при- 
влечения математических  методов  и вычислительных  средств,  уро- 
вень которых  зависит  от  сложности  решаемых  задач.  Разумеется, 
успех  дела  в значительной  мере  определяется  личными  качествами 
инженера,  его  профессиональной  и теоретической  подготовкой. 
Важнейшую  роль  в этом  отношении  играет  умение  инженера  выбрать 
соответствующий  его  задаче  математический  аппарат  и наиболее 
эффективно  использовать  его  для  получения  требуемого  резуль- 
тата. 

4.  Математический  аппарат  инженера.  По  словам  академика 
А.  Н.  Крылова,  математика  для  инженера  есть  инструмент  такой 
же,  как  штангенциркуль,  зубило,  напильник  для  слесаря.  Инженер 
должен  по  своей  специальности  уметь  владеть  инструментом,  но  он 
вовсе  не  должен  уметь  его  делать,  подобно  тому,  как  слесарь  не 
должен  сам  насекать  напильник,  но  зато  — уметь  выбрать  тот  на- 
пильник, который  ему  нужен. 

К математическому  аппарату  инженера  можно  отнести  все  то 
из  математики,  что  используется  в инженерном  деле.  В каждой 
конкретной  области  основу  математического  аппарата  составляют 
математические  теории,  интерпретированные  на  совокупности  объек- 
тов из  данной  области.  Для  математика  такая  интерпретация  идет 
от  теории  к реальным  системам,  иллюстрирующим  практичность 
теории  и представляющим  интерес  как  область  ее  приложения. 
Для  инженера  исходной  является  реальная  система,  при  проекти- 
ровании или  исследовании  которой  он  должен  найти  и использовать 
подходящую  или,  как  говорят,  адекватную  математическую  теорию. 
После  эмпирической  интерпретации  адекватная  математическая 
теория  приспосабливается  к решению  задач  данной  конкретной 
области  и развивается  как  прикладная. 
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Ясно,  что  для  поиска  и понимания  математических  теорий 
необходимо,  прежде  всего,  знать  язык  математики.  Без  этого 
невозможно  ни  чтение  математической  литературы,  ни  общение 
с математиками.  Более  того,  язык  математики  все  больше  прони- 
кает в прикладные  области  и широко  используется  в специальной 
литературе,  т.  е.  в значительной  мере  становится  и языком  инже- 
нера. 

Необходимым  этапом  на  пути  к адекватной  теории  является 
идеализация  реальной  системы  в соответствии  с поставленной  за- 
дачей исследования  или  проектирования.  Свойства  идеализирован- 
ной системы  абстрагируются  и отождествляются  со  свойствами 
математических  объектов,  в результате  чего  приходим  к тому,  что 
называют  математической  моделью  системы. 

Замена  реальной  системы  соответствующей  моделью  позволяет 
использовать  для  ее  исследования  методы  адекватной  математи- 
ческой теории.  В рамках  прикладной  теории  эти  методы,  как  пра- 
вило, получают  дальнейшее  развитие  в соответствии  с характером 
решаемых  задач  и интерпретируются  в терминах  реальных  объ- 
ектов. 

Итак,  математический  аппарат  инженера  можно  определить  как 
взаимосвязанную  совокупность  языка , моделей  и методов  математики, 
ориентированную  на  решение  инженерных  задач. 

5.  Язык  математики.  В математике,  как  и в других  науках, 
наряду  с естественными  языками,  используются  искусственные 
языки,  формализация  которых  достигает  такого  уровня,  что  при 
некоторых  условиях  саму  математику  рассматривают  как  специально 
организованный  язык  (формальная  математика). 

Естественные  языки  служат  средством  связи  в человеческом 
обществе,  на  них  говорят  и пишут  в повседневной  жизни.  В мире 
существует  несколько  тысяч  различных  языков  и диалектов  и всем 
им  присущи  некоторые  общие  черты.  Такие  сильные  стороны  ес- 
тественных языков,  как  универсальность  и выразительность,  про- 
являются в их  способности  выразить  любые  человеческие  чувства 
и знания.  В то  же  время  фразеологическая  громоздкость,  неодно- 
значность слов  и неточность  грамматики  затрудняют  использование 
естественных  языков  в научных  целях. 

Присущие  естественным  языкам  недостатки  устраняют  построе- 
нием формального  языка,  словарем  которого  служит  система  симво- 
лов, обозначающих  математические  объекты  и переменные,  а также 
операции  над  объектами  и отношения  между  ними.  Формулы  и 
любая  совокупность  символов,  отвечающая  определенным  требова- 
ниям, играют  роль  предложений  такого  языка.  Важнейшая  особен- 
ность формального  языка  математики  состоит  в том,  что  переход 
от  одних  формул  к другим  совершается  по  строго  определенным  пра- 
вилам, не  допускающим  двусмысленного  толкования. 
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Естественные  и формальные  языки  взаимно  дополняют  друг 
друга  и каждый  из  них  используется  по  своему  назначению.  На 
естественных  языках  осуществляется  часть  рассуждений,  даются 
дополнительные  пояснения,  обсуждаются  полученные  результаты 
и т.  п.  Кроме  того,  естественный  язык  играет  роль  метаязыка,  при  по- 
мощи которого  задаются  свойства  и правила  (синтаксис)  формаль- 
ного языка  и вводятся  содержательные  определения  объектов. 

Следует  признать,  что  в специальной  технической  литературе 
элементы  формального  языка  математики  нередко  употребляются 
без  особой  надобности, когда  то  же  самое  можно  выразить  достаточно 
строго  и лаконично  на  естественном  языке.  Это  происходит  либо 
в силу  привычки,  если  автором  является  математик,  либо  из  стрем- 
ления придать  изложению  внешнюю  солидность.  Подобная  мнимая 
математизация,  не  внося  ничего  полезного,  создает  излишние 
барьеры  для  понимания  существа  дела  и обмена  информацией. 

Применение  формального  языка  математики  оправдано  всегда, 
если  речь  идет  о сложных  вещах,  изложение  которых  на  естествен- 
ном языке  требует  синтаксически  сложных  предложений  и может 
привести  к неточному  их  толкованию.  Важно  также  и то,  что  работа 
с формальными  языками  развивает  способности  к логическому  мыш- 
лению в любой  прикладной  области. 

6.  Математические  модели.  Реальные  объекты,  с которыми  имеет 
дело  инженер,  обладают  бесконечным  множеством  свойств  и харак- 
теризуются бесконечным  множеством  связей  как  внутри  самого 
объекта,  так  и вне  его  (связи  с другими  объектами  и окружающей 
средой).  Переход  к соответствующим  моделям  является  наиболее 
сложным  и ответственным  этапом  применения  математического 
аппарата  в инженерном  деле.  В значительной  мере  успешное  реше- 
ние этой  задачи  определяется  опытом  и интуицией  специалиста 
в данной  конкретной  области.  В то  же  время  можно  указать  и ряд 
общих  требований,  которые  обычно  предъявляются  к математической 
модели:  достаточная  точность,  предельная  простота  и стандартная 
форма. 

Обеспечить  достаточную  точность  модели  — это  значит  учесть 
при  идеализации  реального  объекта  все  существенные  свойства 
и связи,  отвлекаясь  от  второстепенных,  несущественных  свойств 
и связей.  Решение  этого  вопроса  зависит  не  только  от  харак- 
тера самого  объекта,  но  и от  поставленной  задачи.  Поэтому  для 
одного  и того  же  объекта  может  потребоваться  не  одна,  а несколько 
моделей,  обслуживающих  различные  задачи  при  его  проектирова- 
нии или  исследовании.  Например,  усилительная  электронная  цепь 
при  определении  начального  режима  описывается  нелинейными 
алгебраическими  уравнениями,  а в режиме  усиления  слабых  сигна- 
лов — линейными  дифференциальными  уравнениями.  Для  опре- 
деления нелинейных  искажений  такой  цепи  в ее  модели  необходимо 
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учесть  нелинейность  характеристик  электронных  ламп  или  тран- 
зисторов. 

Представляя  реальный  объект  с достаточной  точностью,  мате- 
матическая модель  в то  же  время  должна  быть  по  возможности 
проще,  так  как  дальнейшая  работа  со  сложной  моделью  не  только 
затруднительна,  но  может  оказаться  и практически  невозможной. 
Противоречивость  этих  требований  нередко  вынуждает  поступиться 
точностью  в интересах  простоты,  однако  такой  компромисс  допус- 
тим только  в тех  пределах,  при  которых  модель  еще  отражает  су- 
щественные свойства  реального  объекта.  Разработка  методов  упро- 
щения реальных  объектов  и систем  с целью  построения  предельно 
простых  математических  моделей  является  одной  из  центральных 
задач  любой  прикладной  области. 

При  моделировании  реальных  объектов  целесообразно  ориенти- 
роваться на  математические  модели  стандартного  вида,  которые 
обеспечены  соответствующим  аппаратом.  Физические  процессы 
характеризуются  пространственно-временными  соотношениями  и в 
общем  случае  описываются  дифференциальными  уравнениями  в 
частных  производных.  Важным  методом  упрощения  модели  явля- 
ется представление  объекта  или  совокупности  объектов  в виде 
системы  таких  ее  частей  (компонентов),  связь  между  которыми 
можно  с достаточной  точностью  охарактеризовать  функциями  толь- 
ко одной  переменной  (времени).  В одних  случаях  этот  путь  подска- 
зывается самой  структурой  объекта  (например,  электронные  цепи 
или  системы  управления),  в других  случаях  требуется  искусствен- 
ное расчленение  объекта  на  отдельные  части  (например,  балку  с рас- 
пределенной нагрузкой  представляют  в виде  участков  с сосредото- 
ченными нагрузками).  Если  известны  модели  компонентов  в виде 
некоторых  зависимостей  относительно  их  внешних  связей,  то  мо- 
дель системы  можно  представить  обыкновенными  дифференциаль- 
ными уравнениями.  Тем  самым  осуществляется  переход  от  модели 
с распределенными  параметрами  к более  простой  модели  с сосредото- 
ченными параметрами. 

Моделирование  компонентов  системы  само  по  себе  может  пред- 
ставлять серьезные  трудности,  однако  эта  задача  всегда  проще,  чем 
рассмотрение  системы  в целом.  Кроме  того,  несмотря  на  огромное 
разнообразие  систем,  набор  различных  компонентов  весьма  огра- 
ничен, и их  модели,  полученные  один  раз  в стандартной  форме, 
могут  затем  многократно  использоваться  при  моделировании  слож- 
ных систем.  В общем  случае  модели  компонентов  характеризуются 
нелинейными  зависимостями.  Однако  многие  задачи  допускают 
их  линеаризацию,  что  соответственно  сильно  упрощает  и модели 
систем,  которые  в таких  случаях  описываются  линейными  уравне- 
ниями. Если  параметры  компонентов  можно  считать  не  зависящими 
от  времени,  то  система  представляется  стационарной  моделью 
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в виде  дифференциальных  уравнений  с постоянными  коэффициен- 
тами. 

Параметры  системы  и приложенные  к ней  воздействия  можно 
рассматривать  как  детерминированные  или  случайные  величины, 
что  приводит  соответственно  к детерминированным  или  стохасти- 
ческим моделям.  Выбор  той  или  иной  модели  зависит  от  характера 
протекающих  процессов  и поставленной  задачи  исследования. 

Стохастические  модели  имеют  особенно  важное  значение  при 
исследовании  и проектировании  больших  систем  со  сложными  свя- 
зями и трудно  учитываемыми  свойствами.  В подобных  ситуациях 
близость  математической  модели  к исходной  системе  усиливается 
приданием  ей  вероятностного  или  статистического  характера,  учи- 
тывающего существенные  свойства  и связи,  которые  не  поддаются 
детерминированному  описанию. 

Реальные  физические  процессы  протекают  в непрерывно  изме- 
няющемся времени,  которое  является  аргументом  соответствующих 
им  функций.  Роль  непрерывного  аргумента  в различных  задачах 
исследования  или  проектирования  могут  играть  и другие  физичес- 
кие величины  (расстояние,  объем,  масса,  температура  и т.  п.).  При 
этом  математические  модели,  типичными  представителями  которых 
являются  дифференциальные  уравнения,  также  называют  непре- 
рывными. Однако  во  многих  случаях  целесообразно  рассматривать 
состояние  системы  только  для  последовательности  дискретных 
значений  независимой  переменной  (времени),  отвлекаясь  от  харак- 
тера происходящих  процессов  в промежутках  между  этими  зна- 
чениями. Этот  подход  обслуживают  различные  типы  дискретных 
моделей. 

Важным  типом  дискретных  моделей  являются  конечно-разност- 
ные дифференциальные  уравнения,  которые  описывают  процессы 
в исследуемой  системе  относительно  конечных  (не  обязательно  рав- 
ных) приращений  независимой  переменной.  Такая  модель  представ- 
ляет собой  как  бы  моментальные  фотографии  состояний  системы, 
выполненные  последовательно  через  некоторые  промежутки  вре- 
мени (или  другой  независимой  переменной).  Ясно,  что  точность 
моделирования  тем  выше,  чем  меньше  приращения  независимой 
переменной,  но  уменьшение  интервалов  между  дискретными  зна- 
чениями неизбежно  приводит  к увеличению  объема  вычислений. 
Представление  непрерывных  систем  дискретными  моделями  всегда 
связано  с решением  вопроса  об  оптимальном  выборе  шага  дискрет- 
ности как  компромисса  между  точностью  и простотой. 

Для  многих  систем  дискретность  является  основным  свойством 
их  функционирования.  В некоторые  моменты  времени  происходит 
переход  из  одного  состояния  в другое,  последовательность  которых 
представляет  наибольший  интерес,  а процессы  между  этими  состоя- 
ниями либо  отодвигаются  на  второй  план,  либо  и вовсе  не  имеют 
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значения.  В таких  случаях  дискретная  модель  представляет  собой 
естественное  отображение  системы  в том  смысле,  что  дискретные 
моменты  времени  определяются  изменением  ее  состояний.  Более 
того,  вместо  времени  (или  другой  независимой  переменной)  можно 
рассматривать  последовательность  состояний,  различающихся  ка- 
ким-либо признаком.  Типичным  представителем  дискретных  моде- 
лей этого  типа  являются,  например,  конечные  автоматы. 

Для  представления  математических  моделей  широко  исполь- 
зуется аппарат  теории  множеств,  матриц  и графов.  Соответственно 
различают  теоретико-множественные,  матричные  и топологические 
модели.  В последнее  время  в качестве  математических  моделей 
реальных  объектов  находят  применение  различные  алгебраические 
структуры:  группы,  кольца,  поля  и т.  п. 

7.  Математические  методы.  После  того  как  математическая 
модель  построена,  дальнейшая  работа  состоит  в применении  соот- 
ветствующих математических  методов  с целью  получения  необ- 
ходимых характеристик  данной  модели,  а значит,  и исследуемого 
реального  объекта.  Большое  разнообразие  математических  методов 
можно  свести  к трем  основным  видам:  аналитическим,  графическим 
и численным. 

Получение  характеристик  модели  в аналитической  форме  жела- 
тельно во  многих  отношениях.  Прежде  всего,  представляется  воз- 
можным провести  исследование  в общем  виде,  независимо  от  числен- 
ных значений  параметров  системы.  Аналитические  зависимости 
позволяют  использовать  эффективные  методы  оптимизации  и полу- 
чить соотношения,  характеризующие  поведение  системы  при  изме- 
нении ее  параметров.  Не  менее  важно  и то,  что  при  подстановке 
в аналитические  выражения  численных  значений  можно  контроли- 
ровать точность  вычислений.  Однако  аналитические  методы  приме- 
нимы только  для  простейших  моделей.  Так,  общее  разложение 
определителя  системы  шести  линейных  уравнений  содержит  сотни 
членов,  а для  десяти  уравнений  число  членов  определителя  может 
достигать  нескольких  миллионов.  Решения  алгебраических  урав- 
нений выше  четвертой  степени  в общем  случае  не  представимы 
в радикалах.  Из-за  громоздкости  аналитических  выражений  или 
невозможности  их  получения  значение  аналитических  методов 
в инженерной  практике  сильно  ограничивается.  В то  же  время 
аналитическая  форма  является  основной  при  изложении  и развитии 
математического  аппарата  в общем  виде. 

Графические  методы  обладают  наглядностью  и успешно  исполь- 
зуются как  для  иллюстрации  аналитических  методов,  так  и не- 
посредственно в инженерных  расчетах.  Они  особенно  удобны, 
если  не  требуется  высокая  точность  или  если  интерес  представляет 
качественная  картина  происходящих  процессов.  Например,  графи- 
ческие построения  на  фазовой  плоскости  позволяют  судить  о 
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характере  колебаний  в системе,  ее  устойчивости  и т.  п.  Графические 
методы  используются  при  решении  теоретико-множественных  урав- 
нений, минимизации  логических  функций,  статистической  обработке 
результатов  наблюдений  и во  многих  других  случаях.  Инженеры 
привыкли  пользоваться  графиками  нелинейных  характеристик 
компонентов  и протекающих  в системах  процессов,  полученных 
теоретически  или  экспериментально.  К сожалению,  графические 
методы  ограничены  возможностями  построений  на  плоскости  или 
в трехмерном  пространстве,  вследствие  чего  они  применимы  только 
для  простых  моделей.  Особое  место  занимают  методы  теории  графов, 
но  и они  теряют  наглядность  при  усложнении  модели.  В практике 
инженерных  расчетов  графические  методы  часто  используются  сов- 
местно с аналитическими.  В таких  случаях  их  называют  графоана- 
литическими методами. 

Наиболее  общими  являются  численные  методы.  Схема  вычисле- 
ний задается  формулой  или  совокупностью  правил  (алгоритмом), 
выполнение  которых  в определенном  порядке  приводит  к требуе- 
мому результату.  В зависимости  от  характера  вычислительного 
процесса  численные  методы  подразделяются  на  прямые  и итера- 
ционные. 

При  использовании  прямых  методов  результат  получается  путем 
последовательных  операций  над  числами  и его  точность  зависит 
исключительно  от  точности  промежуточных  вычислений.  В итера- 
ционных методах  результат  получается  путем  последовательных 
приближений,  начиная  от  некоторых  начальных  значений.  Каждое 
последующее  значение  (итерация)  вычисляется  по  одной  и той  же 
схеме,  представляющей  собой  цикл  вычислительного  процесса. 
Необходимым  условием  работоспособности  итерационного  метода 
является  сходимость  последовательности  итераций  к искомой  вели- 
чине или  совокупности  величин,  т.  е.  возможность  получения  ре- 
зультата с требуемой  точностью.  Практически  требуется  также  доста- 
точная скорость  сходимости  итерационного  процесса,  г.  е.  достиже- 
ние требуемой  точности  таким  количеством  итераций,  которое 
реализуется  в данных  конкретных  условиях.  Часто  прямые  методы 
называют  точными,  а итерационные  — приближенными.  Однако 
эти  названия  не  связаны  непосредственно  с точностью  получаемых 
результатов.  Нередко,  как  раз  наоборот,  результаты,  полученные 
прямыми  методами,  уточняются  с помощью  итерационных  про- 
цессов. 

В настоящее  время  разработано  огромное  количество  вычисли- 
тельных процедур,  обслуживающих  различные  задачи  исследования 
математических  моделей.  К ним  относятся,  например,  численные 
методы  интегрирования  и дифференцирования,  интерполяции  и 
приближения  функций,  решения  систем  различных  типов  алгебраи- 
ческих и дифференциальных  уравнений,  оптимизации,  исследования 
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устойчивости  и т.  д.  С развитием  вычислительной  техники  числен- 
ные методы  становятся  незаменимым  средством  проектирования, 
организации  производства  и научных  исследований. 

8.  Использование  вычислительных  машин.  Пока  вычислитель- 
ные средства  ограничивались  арифмометром  и логарифмической 
линейкой,  инженер  мог  использовать  в своей  работе  только  сравни- 
тельно простой  математический  аппарат.  В современных  условиях 
все  большее  значение  приобретает  применение  развитого  математи- 
ческого аппарата  в сочетании  с высокопроизводительной  вычисли- 
тельной техникой. 

Возрастающая  роль  математического  моделирования  в инже- 
нерном деле  обусловлена  характерными  особенностями  развития 
техники.  Это,  прежде  всего,  усложнение  технических  проектов,  жест- 
кие технико-экономические  условия,  требования  высокого  качества 
и надежности  в условиях"  массового  производства,  сжатые  сроки 
проектирования  и освоения  новых  изделий.  В то  же  время  матема- 
тическое моделирование  опирается  на  большой  парк  вычислитель- 
ных машин,  отличающихся  принципом  действия  и уровнем  специа- 
лизации, производительностью  и объемом  памяти,  способами  про- 
граммирования и организацией  связей  с внешними  устройствами. 

Области  применения  двух  основных  типов  машин  — аналоговых 
и цифровых  — определяются  их  характерными  особенностями.  Ана- 
логовые машины  имеют  большие  преимущества  по  скорости,  а циф- 
ровые — по  точности  выполнения  математических  операций.  Поло- 
жительные стороны  обоих  типов  машин  объединяются  в гибридных 
вычислительных  комплексах,  включающих  цифровые  и аналоговые 
устройства,  связанные  через  цифроаналоговые  преобразователи. 
Развитию  таких  комплексов  способствуют,  по  крайней  мере,  два 
обстоятельства.  Во-первых,  повышение  точности  и компактности 
аналоговых  устройств  за  счет  совершенствования  решающих  компо- 
нентов (в  частности,  операционных  усилителей)  на  основе  интеграль- 
ной' технологии.  Во-вторых,  снижение  эффективности  применения 
цифровых  устройств  из-за  возможного  уменьшения  точности  при 
очень  большом  количестве  операций. 

Моделирование  на  вычислительных  машинах  может  осуществ- 
ляться двумя  основными  способами:  в режиме  пакетной  обработки 
данных  и в режиме  оперативного  взаимодействия. 

В режиме  пакетной  обработки  общение  с машиной  при  решении 
некоторой  задачи  сводится  к вводу  исходных  данных  и получению 
требуемых  результатов.  Каждый  раз  такое  общение  происходит  по 
однотипной  схеме  и оформляется  как  отдельный  заказ.  Часто  пользо- 
ватель вообще  непосредственно  не  участвует  в вычислительном  про- 
цессе, который  обслуживается  персоналом  вычислительного  центра. 

В режиме  оперативного  взаимодействия  пользователь  может 
вмешиваться  в ход  решения  задачи,  редактировать  исходные  и про- 
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межуточные  данные  в зависимости  от  получаемых  результатов,  уточ- 
нять и изменять  постановку  задачи.  На  практике  такое  взаимо- 
действие (рис.  1)  осуществляется  на  различных  уровнях  техни- 
ческого оснащения  — от  цифропечатающих  устройств  и графопо- 
строителей до  специально  организованных  пультов,  называемых 
терминалами  и дисплеями.  Типичный  дисплей  состоит  из  электронно- 
лучевого индикатора,  на  котором  отображается  информация  в циф- 
ровой и графической  форме,  и клавиатуры  для  ввода  данных  (или 
печатающего  устройства,  которое  также  используется  для  контроля 
и вывода).  Часто  дисплей  снабжается  световым  пером,  позволяю- 
щим осуществлять  операции  ввода  исходных  данных  и команд 


редактирования  и управления  вычислительным  процессом.  В по- 
следнее время  достигнуты  существенные  успехи  в реали  ации  обще- 
ния пользователя  с вычислительной  машиной  с помощью  речевых 
команд. 

Моделирование  в режиме  оперативного  взаимодействия  является 
наиболее  привлекательным  и перспективным  методом  использова- 
ния вычислительных  машин,  позволяет  достигнуть  высокой  степени 
автоматизации  при  проектировании,  организации  производства  и 
научных^  исследованиях.  Это,  однако,  не  умаляет  значения  режима 
пакетной  обработки  данных  при  решении  инженерных  задач  на 
вычислительных  машинах  различной  сложности  — от  малых  с про- 
стейшими методами  программирования  до  больших  универсальных 
с развитым  математическим  обеспечением. 

Многие  инженерные  задачи  могут  решаться  на  машинах  с по- 
мощью стандартных  методов  и программ.  В таких  случаях  инже- 
неру достаточно  быть  осведомленным  о возможностях,  которые 
могут  быть  предоставлены  в его  распоряжение  вычислительным 
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центром  или  персоналом,  эксплуатирующим  и обслуживающим 
конкретную  вычислительную  машину.  Однако  рано  или  поздно 
возникнет  необходимость  написания  программ  для  решения  спе- 
циальных задач  и хорошо,  если  инженер  подготовлен  к этому.  Как 
минимум,  нужно  ознакомиться  хотя  бы  с начальными  сведениями 
по  программированию,  чтобы  иметь  возможность  общаться  с про- 
граммистами и совместно  работать  с ними.  Но  лучше  всего  самому 
овладеть  методами  программирования.  Обретенная  независимость 
в общении  с машиной  и большое  эмоциональное  удовлетворение 
компенсируют  с избытком  сравнительно  небольшую  затрату  вре- 
мени и усилий,  необходимых  для  изучения  подходящего  языка  про- 
граммирования. 

В сложном  процессе  проектирования  математическое  моделиро- 
вание сочетается  с экспериментами  над  реальными  объектами. 
Эксперимент  служит  источником  исходных  данных  и критерием 
правильности  выбранной  модели.  В то  же  время  само  моделиро- 
вание является  как  бы  экспериментом  в чистом  виде,  в котором  пред- 
ставлены наиболее  существенные  свойства  и связи  исследуемых 
объектов. 

9.  Математическое  образование  инженера.  Значение  математи- 
ческого образования  в подготовке  инженеров  за  последние  десяти- 
летия сильно  возросло.  Совершенствованием  содержания  и методики 
преподавания  высшей  математики  в вузах  постоянно  занимаются 
крупнейшие  ученые  и педагоги.  Однако  существующее  положение 
вещей  оставляет  желать  много  лучшего.  «Обучают  ли  наших  сту- 
дентов всему  тому,  что  им  нужно  или  что  им  может  быть  нужно?»  — 
ставит  вопрос  академик  С.  Л.  Соболев  и отвечает:  «Этого  сказать 
нельзя.  Даже  в университетах  программы  не  поспевают  за  жизнью, 
но  особенно  это  заметно  во  втузах.» 

Складывается  необычная  ситуация.  Благодаря  глубокой  ре- 
форме преподавания  математики  в средней  школе  многие  школь- 
ники теперь  изучают  такие  разделы,  о которых  инженеры  даже  не 
слышали  в свои  студенческие  годы.  В школьные  программы  вводят- 
ся важные  разделы  современной  математики  — теория  множеств, 
математическая  логика  и др.  А начальное  знакомство  с некоторыми 
положениями  теории  графов  в порядке  опыта  проводится  даже 
в старших  группах  детских  садиков  (об  этом  свидетельствует  книга 
«Дети  и графы»  супругов  Папи,  перевод  которой  вышел  в 1974  г. 
в издательстве  «Педагогика»), 

Вузовский  курс  высшей  математики  в значительной  мере  допол- 
няется при  изучении  специальных  инженерных  дисциплин,  в кото- 
рых излагается  необходимый  математический  аппарат.  По  существу 
изучение  математики  в вузах  на  различных  уровнях  продолжа- 
ется в течение  всего  периода  учебы  студентов.  Большую  роль  в ма- 
тематической подготовке  инженеров  играют  спецкурсы  и учебные 
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пособия  по  тем  разделам,  которые  не  нашли  должного  отражения 
в основном  курсе  высшей  математики. 

Конечно,  под  влиянием  требований  все  более  усложняющейся 
инженерной  практики  изучение  математики  в вузах  с каждым  годом 
совершенствуется  и углубляется.  Постепенно  видоизменяются  учеб- 
ные программы,  пересматриваются  традиционные  методы  препода- 
вания, изменяется  отношение  к многим  классическим  разделам 
которым  приходится  потесниться,  чтобы  освободить  место  и время 
для  важнейших  разделов  современной  математики.  Но  как  бы  ни 
были  совершенны  программы  и учебники,  каким  бы  мастерством 
ни  владели  преподаватели,  сколько  бы  ни  отводилось  для  матема- 
тических дисциплин  часов  в учебных  планах,  невозможно  изучить 
впрок  все  то,  что  потребуется  из  математики  для  будущей  инженер- 
ной деятельности.  Математическое  образование  инженера  не  закан- 
чивается в вузе,  более  того,  оно  не  заканчивается  никогда. 

Если  бы  даже  кому-нибудь  удалось  достаточно  полно  установить, 
что  может  понадобиться  инженеру  из  математики,  то  такая  обшир- 
ная программа  оказалась  бы  практически  нереализуемой  в рамках 
учебных  планов.  Но  и само  прогнозирование  развития  математичес- 
кого аппарата  инженера  на  несколько  десятилетий  вперед  — дело 
чрезвычайно  трудное.  Опыт  показывает,  что  многие  математичес- 
кие теории,  которые  не  имеют  сегодня  непосредственного  приложе- 
ния в технике,  завтра  могут  оказаться  необходимыми  для  решения 
новых  инженерных  задач  и послужить  основой  для  дальнейшего 
расширения  и обогащения  математического  аппарата  инженера. 

Следует  учитывать  также  и психологические  аспекты  матема- 
тического образования.  Ясно,  что  интерес  к изучению  какого-либо 
раздела  математики  существенно  зависит  от  того,  заготавливаются 
ли  знания  впрок  или  же  они  требуются  для  решения  конкретной 
прикладной  задачи.  В последнем  случае  овладение  знаниями,  навы- 
ками и умением  проходит  значительно  эффективнее  и глубже, 
так  как  процесс  обучения  подогревается  острой  практической  пот- 
ребностью. 

Итак,  постоянное  совершенствование  математических  знаний 
должно  рассматриваться  как  естественный  процесс  в творческой 
деятельности  инженера. 


2.  МНОЖЕСТВА 

1.  Что  такое  множество?  Ответить  на  этот  вопрос  не  так  просто 
как  это  кажется  на  первый  взгляд.  В повседневной  жизни  и практи- 
ческой деятельности  часто  приходится  говорить  о некоторых  соео- 
купностях  различных  объектов:  предметов,  понятий,  чисел,  сим- 
волов и т.  п.  Например,  совокупность  деталей  механизма,  аксиом 
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геометрии,'  чисел  натурального  ряда,  букв  русского  алфавита.  На 
основе  интуитивных  представлений  о подобных  совокупностях 
сформировалось  математическое  понятие  множества  как  объеди- 
нения отдельных  объектов  в единое  целое.  Именно  такой  точки  зре- 
ния придерживался  основатель  теории  множеств  немецкий  мате- 
матик Георг  Кантор. 

Множество  относится  к категории  наиболее  общих,  основопо- 
лагающих понятий  математики.  Поэтому  вместо  строгого  опреде- 
ления обычно  принимается  некоторое  основное  положение  о мно- 
жестве и его  элементах.  Так,  группа  выдающихся  математиков, 
выступающая  под  псевдонимом  Н.  Бурбаки,  исходит  из  следующего 
положения:  «Множество  образуется  из  элементов,  обладающих 
некоторыми  свойствами  и находящихся  в некоторых  отношениях 
между  собой  или  с элементами  других  множеств». 

2.  Множество  и его  элементы.  Утверждение,  что  множество  А 
состоит  из  различимых  элементов  аъ  а2,  ....  ап  (и  только  из  этих 
элементов),  условно  записывается  А = [аь  а2,  ...,  а,,}.  Принад- 
лежность элемента  множеству  (отношение  принадлежности)  обо- 
значается символом  е,  т.  е.  аг  е Л,  а%  € Л,  ...,  ап  € Л,  или  ко- 
роче аъ  а 2,  ...,  ап  6 Л.  Если  Ъ не  является  элементом  Л,  то  пишут 
Ь § А или  Ь е Л. 

Два  множества  Л и В равны  ( тождественны ),  А = В,  тогда 
и только  тогда,  когда  каждый  элемент  Л является  элементом  В 
и обратно.  Это  значит,  что  множество  однозначно  определяется 
своими  элементами. 

Множество  может  содержать  любое  число  элементов  — конеч- 
ное или  бесконечное.  Соответственно  имеем  конечные  (множество 
цифр  0,  1,  ...,  9 или  страниц  в книге)  или  бесконечные  (множество 
натуральных  чисел  или  окружностей  на  плоскости)  множества. 
Не  следует,  однако,  связывать  математическое  понятие  «множество» 
с обыденным  представлением  о множестве  как  о большом  количестве. 
Так,  единичное  ( одноэлементное ) множество  содержит  только  один 
элемент.  Более  того,  вводится  также  понятие  пустого  множества, 
которое  не  содержит  никаких  элементов.  Пустое  множество  обозна- 
чается специальным  символом  0. 

Роль  пустого  множества  0 аналогична  роли  числа  нуль.  Это 
понятие  можно  использовать  для  определения  заведомо  несуще- 
ствующей совокупности  элементов  (например,  множество  зеленых 
слонов,  действительных  корней  уравнения  х2  + 1 =0).  Более  су- 
щественным мотивом  введения  пустого  множества  является  то,  что 
заранее  не  всегда  известно  (или  неизвестно  вовсе),  существуют 
ли  элементы,  определяющие  какое-то  множество.  Например,  мно- 
жество выигрышей  в следующем  тираже  спортлото  на  купленные 
билеты  может  оказаться  пустым.  Никто  еще  не  знает,  является  ли 
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пустыы  иля  нет  множество  всех  решений  в целых  числах  уравнения 

+ У + г3  = 30.  Без  понятия  пустого  множества  во  всех  подоб- 
ных  случаях,  говоря  о каком-нибудь  множестве,  приходилось  бы 
добавлять  оговорку  «если  оно  существует». 

3.  Множество  и подмножества.  Множество  Л,  все  элементы  кото- 
рого принадлежат  и множеству  В,  называется  подмножеством 
(частью)  множества  В.  Это  отношение  между  множествами  назы- 
вают включением  и обозначают  символом  с=,  т.  е.  Л с:  В (А  вклю- 
чено в В)  или  В го  А (В  включает  А).  Например,  множество  кон- 
денсаторов электронной  цепи  является  подмножеством  всех  ее 
компонентов,  множество  положительных  чисел  — это  подмно- 
жество множества  действительных  чисел. 

Отношение  А со  В допускает  и тождественность  (А  — В)  те 
любое  множество  можно  рассматривать  как  подмножество  самого 
себя  (А  а А).  Полагают  также,  что  подмножеством  любого  мно- 
жества является  пустое  множество  0,  т.  е.  0 с о А.  Одновременное 
выполнение  соотношения  Л с:  В и В с:  Л возможно  только  при 
Л = В.  И обратно  Л = В,  если  Л с В и В с Л.  Это  может  слу- 
жить определением  равенства  двух  множеств  через  отношение 
включения. 

Наряду  с Л сп  В,  в литературе  можно  встретить  и другое  обозна- 
чение Л с:  В.  При  этом  под  Л сп  В понимают  такое  отношение 
включения,  которое  не  допускает  равенства  Л и В (строгое  включе- 
ние)  Если  допускается  Л = В,  то  пишут  ЛсВ  (нестрогое  вклю- 
чение). Мы  будем  придерживаться  принятого  ранее  обозначения 
как  для  строгого,  так  и для  нестрогого  включения. 

4.  Множество  подмножеств.  Любое  непустое  множество  Л имеет, 
по  крайней  мере,  два  различных  подмножества:  само  Л и пустое 
множество  0 . Эти  подмножества  называются  несобственными,  а все 
другие  подмножества  Л называют  собственными  (эта  терминология 
связана  со  словами  «собственно  подмножества»,  а не  со  словом  «соб- 
ственность»), Конечные  собственные  подмножества  образуются  все- 
возможными сочетаниями  по  одному,  два,  три  и т.  д.  элементов  дан- 
ного множества. 

Элементы  множества  сами  могут  являться  некоторыми  мно- 
жествами. Например,  книга  из  множества  книг  в шкафу  может 
рассматриваться  как  множество  страниц.  Здесь  следует  обратить 
внимание  на  то,  что  речь  идет  об  элементах  множества,  а не  о под- 
множествах (никакая  совокупность  страниц  не  может  рассматри- 
ваться как  подмножество  множества  книг). 

Множество,  элементами  которого  являются  все  подмножества 
множества  Л,  называют  множеством  подмножеств  (множеством- 
степенью)  А и обозначают  через  9Ь( А ).  Так,  для  трехэлементного 
множества  Л = [а,  Ь,  с)  имеем  5°(Л)  = (0,  {«},  (6),  (с),  [а,  Ь), 
[а,  с),  (о,  с),  (а,  о,  с }}. 
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В случае  конечного  множества  А,  состоящего  из  п элементов, 
множество  подмножеств  5й (Л ) содержит  2"  элементов.  Доказатель- 
ство основывается  на  сумме  всех  коэффициентов  разложения  бинома 
Ньютона  или  на  нредставлении  подмножеств  «-разрядными  двоич- 
ными числами,  в которых  1 (или  0)  соответствует  элементам  под- 
множеств. 

Следует  подчеркнуть  различия  между  отношением  принадлеж- 
ности и отношением  включения.  Как  уже  указывалось,  множество 
А может  быть  своим  подмножеством  (Л  с:  Л),  но  оно  не  может  вхо- 
дить в состав  своих  элементов  (Л  ^ Л).  Даже  в случае  одноэлемент- 
ных подмножеств  следует  различать  множество  А — {а}  и его 
единственный  элемент  а.  Отношение  включения  обладает  свойством 
транзитивности:  если  Л с В и В с С,  то  Л с С,  Отношение  при- 
надлежности этим  свойством  не  обладает.  Например,  множество 
Л = {1,  (2,  3},  4}  в числе  своих  элементов  содержит  множество 
{2,  3},  поэтому  можно  записать:  2,3  е {2,  3}  и {2,  3}  е Л.  Но  из 
этого  вовсе  не  следует,  что  элементы  2 и 3 содержатся  в Л (в  при- 
веденном примере  мы  не  находим  2 и 3 среди  элементов  множества 
Л,  т.  е.  2,  3^  Л). 

5.  Задание  множеств.  Множество  Л = [аь  аъ  ...,  ап } можно 
задать  простым  перечислением  его  элементов.  Например,  специфи- 
кация задает  множество  деталей  изделия,  каталог  — множество 
книг  в библиотеке.  Но  этот  способ  не  пригоден  для  задания  беско- 
нечных множеств  и даже  в случае  конечных  множеств  часто  прак- 
тически нереализуем. 

Рассмотрим  в качестве  примера  фасад  16-этажного  дома  с 38  ок- 
нами в каждом  этаже.  В вечернее  время  каждое  из  окон  дома  может 
быть  освещено  или  затемнено,  т.  е.  находиться  в двух  состояниях. 
Определенные  совокупности  освещенных  окон  можно  рассматривать 
как  некоторые  образы.  Считая  все  окна  (их  число  равно  38  ■ 16  = 
= 608)  различными  по  их  расположению  на  фасаде,  каждый  такой 
образ  можно  связать  с соответствующим  подмножеством  освещен- 
ных окон.  Тогда  количество  всех  образов  равно  количеству  элемен- 
тов множества  подмножеств  всех  окон,  т.  е.  2С0В  ^ ІО183.  Полученное 
число  настолько  большое,  что  его  трудно  даже  представить.  Оно 
несравнимо  больше  числа  атомов  во  всей  видимой  вселенной,  кото- 
рое равно  примерно  ІО73.  Если  бы  каждый  атом  превратился  во 
вселенную,  то  и тогда  на  один  атом  приходилось  бы  ІО37  образов 
(Ю183  = іо73  . 1073  • ІО37).  Поэтому,  хотя  множество  всех  образов 
конечно  и любой  из  них  можно  легко  определить,  о задании  подоб- 
ных множеств  перечислением  их  элементов  не  может  быть  и речи. 

6.  Определяющее  свойство.  Другой  способ  задания  множества 
состоит  в описании  элементов  определяющим  свойством  Р(х)  (фор- 
мой от  х),  общим  для  всех  элементов.  Обычно  Р(х)  — это  высказы- 
вание, в котором  что-то  утверждается  об  х,  или  некоторая  функция 
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переменной  х.  Если  при  замене  х на  а высказывание  Р(а)  стано- 
вится истинным  или  функция  в заданной  области  определения  удо- 
влетворяется, то  а есть  элемент  данного  множества.  Множество 
заданное  с помощью  формы  Р(х),  обозначается  как  X = (х|  Р(у)\ 
или  X = {х:  Р (х>),  причем  а € (х\  Р(х)},  если  Р(а)  истинно.  На- 
пример (х  I х — 2}  множество  чисел,  квадрат  которых  равен  двум 
\х\  х есть  животное  с хоботом}  — множество  слонов. 

Обычно  уже  в самом  определении  конкретного  множества  явно 
или  неявно  ограничивается  совокупность  допустимых  объектов. 
Іак,  множество  слонов  следует  искать  среди  млекопитающих,  а не 
среди  рыб  и тем  более  не  среди  планет.  Если  речь  идет  о множестве 
чисел,  делящихся  на  3,  то  ясно,  что  оно  является  подмножеством 
целых  чисел.  Удобно  совокупность  допустимых  объектов  зафикси- 
ровать явным  образом  и считать,  что  рассматриваемые  множества 
являются  подмножествами  этой  совокупности.  Ее  называют  основным 
множеством  (универсумом)  и обычно  обозначают  через  V Так 
универсумом  арифметики  служат  числа,  зоологии  — мир  животных’ 
лингвистики  — слова  и т.  п. 


Если  множество  выделяется  из  множества  А с помощью  формы 
Р(х),  то  запись  }х|х  € А,  Р(х )}  часто  упрощается:  (х  6 А I Р(х)\. 
•запись  (дх)|  Р(х)}  означает  множество  всех  таких  у = /Ух)  для 
которых  имеется  х,  обладающий  свойством  Р(х).  Например,  {х2’і  х — 
простое  число}  означает  множество  квадратов  простых  чисел. 

7.  Операции  над  множествами.  Множества  можно  определять 
также  при  помощи  операций  над  некоторыми  другими  множествами. 
Пусть  имеются  два  множества  А и В. 

Объединение  (сумма)  А [)  В есть  множество  всех  элементов 
принадлежащих  А или  В.  Например,  {1,  2,  3}  у {2,  3,  4}  = (і’ 
2,  3,  4). 

Пересечение  (произведение)  А |~)  В есть  множество  всех  эле- 
ментов  принадлежащих  одновременно  как  А,  так  и В.  Например, 

’ /іі  о’  = (2.  3}.  Множества,  не  имеющие  общих  эле- 
ментов (А  П В = 0),  называют  непересекающимися  (расчлененными) . 

Разность  Л\  В (или  А — В)  есть  множество,  состоящее  из 
всех  элементов  А , не  входящих  в В,  например,  { 1 , 2,  3}  \ {2,  3,  4}  = 

7Г  а мо*но  Рассматривать  как  относительное  дополнение 
В но  А.  Если  АаѴ,  то  множество  И\Л  называется  абсолют- 
ным дополнением  (или  просто  дополнением ) множества  Л и обозна- 


чается через  Л . Оно  содержит  все  элементы  универсума  Н,  кроме 
элементов  множества  Л.  Дополнение  Л определяется  отрицанием 
свойства  Р(х),  с помощью  которого  определяется  Л.  Очевидно 
Л\Б  = Л П В. 


Дизъюнктивная  сумма  (симметрическая  разность)  А А-  В (или 
Л 0 В)  есть  множество  всех  элементов,  принадлежащих  или  Л,  или 
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В (но  не  обоим  вместе).  Например,  {I,  2,  3}  + (2,  3,  4}  = (1,  4). 
Дизъюнктивная  сумма  получается  объединением  элементов  мно- 
жеств за  исключением  тех,  которые  встречаются  дважды. 

8.  Круги  Эйлера.  Для  наглядного  изображения  соотношений 
между  подмножествами  какого-либо  универсума  V используют  круги 
Эйлера  (рис.  2).  Обычно  универсум  представляется  множеством 
точек  прямоугольника,  а его 
подмножества  изображаются  в 
виде  кругов  или  других  простых 
областей  внутри  этого  прямо- 
угольника. 

Множества,  получаемые  в ре- 
зультате операций  над  множест- 
вами А и В,  изображены  на  рис.  2 
заштрихованными  областями. 

Непересекающиеся  множества 
изображаются  неперекрывающи- 
мися областями,  а включение 
множества  соответствует  обла- 
сти, целиком  располагающейся 
внутри  другой  (рис.  3).  Допол- 
нение множества  А (до  0),  т.  е.  множество  А изображается  той 
частью  прямоугольника,  которая  лежит  за  пределами  круга,  изоб- 
ражающего А. 

9.  Отношения.  В начале  этого  параграфа  речь  шла  о том,  что 
элементы  множества  могут  находиться  в некоторых  отношениях 
между  собой  или  с элементами  других  множеств.  В самом  общем 
смысле  отношение  означает  какую-либо  связь  между  предметами  или 

понятиями.  Отношения 


Щ| 

ѲЭ 

лив 

АІУВ 

А\В 


А+В 


Рис.  2.  Круги  Эйлера  для  основных 
операций  над  множествами. 


ѳ® 

(®) 

4 А Ш 

ѣхЖ 

АПВ=0  А<=В  А 

Ргс.  3.  Круги  Эйлера  для  непересекаюідихся 
множеств,  отношения  включения  и дополнения. 


между  парами  объектов 
называют  бинарными 
(двуместными ) . Выше 
уже  были  рассмотрены 
два  таких  отношения- 
принадлежность  (а  е А) 
и включение  А а В. 

Первое  из  них  опреде- 
ляет связь  между  множеством  и его  элементами,  а второе  — меж- 
ду двумя  множествами.  Примерами  бинарных  отношений  являются 
равенство  (=),  неравенства  (<  или  <),  а также  такие  выражения 
как  «быть  братом»,  «делиться  (на  какое-то  число)»,  «входить  в состав 
(чего-либо)»  и т.  п. 

Для  любого  бинарного  отношения  можно  записать  соответствую- 
щее ему  соотношение  (для  отношения  неравенства  соотношением 
будет  х -<  г/,  для  отношения  «быть  братом»  соотношение  запишется 
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как  чх  брат  г/»).  В общем  виде  соотношение  можно  записать  как 
хАу,  где  А — отношение,  устанавливающее  связь  между  элементом 
а'  из  множества  X (х  ч X)  и элементом  у из  множества  У (у  ^ У) 
Ясно,  что  отношение  полностью  определяется  множеством  всех 
пар  элементов  (а,  у),  для  которых  оно  имеет  место.  Поэтому  любое 
бинарное  отношение  А можно  рассматривать  как  множество  упоря- 
доченных пар  (х,  у). 

Отношения  могут  обладать  некоторыми  общими  свойствами 
(например,  отношение  включения  и отношение  равенства  транзи- 
тивны).  Определяя  эти  свойства  и комбинируя  их,  можно  выделить 
важные  типы  отношений,  изучение  которых  в общем  виде  заменяет 
рассмотрение  огромного  множества  частных  отношений. 

10.  Функции  как  отношения.  Функция  /,  ставящая  каждому 
числу  х (аргументу)  в соответствие  определенное  число  (значение 
функции)  у = /(а),  также  является  бинарным  отношением. 

Обобщая  это  понятие,  можно  считать  функцией  такое  бинарное 
отношение  / , которое  каждому  элементу  а из  множества  X ставит 
в соответствие  один  и только  один  элемент  из  множества  У , т.  е. 
хІу.  При  этом  считают,  что  элементами  множеств  X и У могут  быть 
объекты  любой  природы,  а не  только  числа. 

Ф^  нкцлеи  в таком  общем  понимании  будет,  например,  соответ- 
ствие между  деталями  какого-либо  механизма  и их  массой  (каж- 
дой детали  соответствует  ее  масса),  между  человеком  и его  фами- 
лией и т.  п.  В то  же  время  такие  отношения  как  неравенство  (<) 
или  «быть  братом»  функциями  не  являются,  так  как  для  каждого 
числа  можно  указать  бесконечные  множества  превышающих  его 
чисел,  а человек  может  иметь  несколько  братьев  или  совсем  их  не 
иметь. 

Обобщение  понятия  функции  явилось  одним  из  отправных  мо- 
ментов нового  важного  раздела  современной  математики  — функ- 
ционального анализа.  Это  понятие  имеет  огромное  прикладное  зна- 
чение, так  как  позволяет  рассматривать  функциональные  отноше- 
ния между  объектами  любой  природы. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


а) 


1.  Какие  из  приведенных  ниже  соотношений  неверны  и почему? 

*!  Ф б)  3 6 1\1 2 3Ь  4} ;в)  * € {1.  ЗІПА);  г)  {х,  у)  6 (а,  {х,у},  Ь) . 

2.  Равны  ли  между  собой  множества  Л и В (если  нет,  то  почему)? 

а)  А =■  {2,  5,  4),  В = {5,  4,  2);  у) 

б)  А = (1,  2,  4,  2),  В = (1,  2,  4); 

в)  Л = (2,  4,  5},  В = {2,  4,  3); 

г)  А = {1,  {2,  5},  6),  В = { 1 , {5,  2),  6); 

Д)  Л = (1,  {2,  5),  6),  В = (1,  2,  5,  6). 

3.  Связаны  ли  множества  А и В отношением  включения  (если  да,  го 
укажите,  какое  из  них  является  подмножеством  другого)? 
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а)  А = {а,  Ь,  Л),  В = {а,  Ь , с,  <1 }; 

б)  А = (а,  с,  <і,  е) , В = {а,  е,  с}; 

в)  А — { су  а,  е},  В = {с,  а). 

4.  В каких  отношениях  находятся  между  собой  следующие  три  мно- 
жества: А = {1,  3);  В — множество  нечетных  положительных  чисел;  С — 
множество  решений  уравнения  х2  — 4л  3 = О? 

5.  Образуйте  множество  праздничных  дней  1975  г.  Пересекается  ли  это 
множество  с множеством  воскресных  дней  того  же  года?  Если  да,  то  запишите 
элементы  пересечения  этих  двух  множеств. 

6.  К каким  видам  относятся  следующие  множества:  Л — множество 
конденсаторов  в радиоприемнике;  В — множество  квадратов  целых  чисел; 
С — множество  решений  уравнения  2л  — 3 = 0;  й — множество  деревьев 
на  Луне? 

7.  Приняв  множество  первых  20  натуральных  чисел  в качестве  универ- 
сума, запишите  следующие  его  подмножества:  А — четных  чисел;  В — не- 
четных чисел;  С — квадратов  чисел;  П — простых  чисел.  В каких  отноше- 
ниях находятся  эти  подмножества? 

8.  Запишите  множества,  получаемые  в результате  следующих  операций 
над  множествами  из  задачи  7:  А []  В,  А [ |В,  А [)  С,  А [)  О,  С\  А, 
С\  В,  С + О.  Сформулируйте  определяющие  свойства  каждого  из  полу- 
ченных множеств. 

9.  Три  прибора  л,  у,  г сравнивают  по  двум  показателям,  причем  выде- 
ляют тот  из  приборов,  у которого  данный  показатель  наилучший  (случаи 
одинаковых  показателей  исключаются). 

а)  Образуйте  множество  V всевозможных  исходов  такого  сравнения,  обо- 
значив элементы  этого  множества  упорядоченными  парами  букв  для  при- 
боров с наилучшими  показателями  (например,  исход  ух  означает,  что  по 
первому  показателю  лучшим  оказался  прибор  у,  а по  второму  — прибор  л). 

б)  Сколько  элементов  содержит  множество  всевозможных  исходов  срав- 
нения т приборов  по  п показателям? 

в)  Перечислите  элементы  множеств  возможных  исходов,  при  которых 
прибор  х оказывается  лучшим  по  первому  показателю  (А),  по  второму  пока- 
зателю (В),  хотя  бы  по  одному  показателю  (С),  по  обоим  показателям  (П), 
не  является  лучшим  ни  по  одному  показателю  ( Е ). 

10.  Для  множеств  А,  В,  С,  Г),  Е из  задачи  9в  дайте  ответы  на  следую- 
щие вопросы: 

а)  Какие  множества  выражаются  через  объединение,  дополнение,  пере- 
сечение других  множеств? 

б)  Какому  множеству  соответствует  разность  4\8и  каков  его  смысл? 

в)  Какие  множества  связаны  между  собой  отношением  включения? 

г)  Какому  множеству  соответствует  дизъюнктивная  сумма  А + В 
и каков  его  смысл? 

11.  На  примере  множеств_Л  и В из  задачи  9в  покажите  справедливость 
соотношения  Л\В  = Л|~]Ви  проиллюстрируйте  его  с помощью  кругов 
Эйлера. 

12.  Что  можно  сказать  об  отношениях  между  множествами  А,  В,  С, 
представленными  кругами  Эйлера  на  рис.  4?  Запишите  с помощью  операций 
над  множествами  выражения  для  множеств,  соответствующих  заштрихован- 
ным областям. 

13.  Для  написания  цифр  почтового  индекса  используют  множество  из 
девяти  элементов,  которые  обозначены  буквами  на  рис.  5,  а,  а сами  цифры 
изображены  на  рис.  5,  б. 

а)  Сколько  различных  фигур  можно  изобразить  с помощью  всевозмож- 
ных комбинаций  из  элементов  исходного  множества,  считая,  что  в каждой 
такой  комбинации  может  участвовать  от  0 до  9 элементов?  Какой  процент 
этих  комбинаций  используется  для  начертания  цифр? 
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б)  Запишите  множества  А * (к  = 0,  1,  9)  элементов  каждой  из  десяти 

цифр  (например,  А-,  = [а,  с,  /}).  Имеются  ли  среди  них  непересекающиеся 
множества? 

в)  Запишите  для  каждого  из  элементов  5 (з  = а,  Ь Г)  множество 

состоящее  из  цифр,  в написании  которых  используется  элемент  5 (на- 
пример, В/  — {0,  6,  7,  8}).  Какие  элементы  используются  наиболее  редко 
и наиболее  часто? 


Рис.  4.  Круги  Эйлера  к задаче  12. 


г)  Считая  мерой  близости  цифр  количество  общих  элементов,  укажите 
цифры,  наименее  и наиболее  близкие  цифре  3.  Какой  операции  над  множест- 
вами Аь  соответствует  множество,  определяющее  меру  близости  цифр? 

14.  В химическом  продукте  могут  оказаться  примеси  четырех  видов, 
обозначенных  через  а,  6,  с,  А.  Приняв  в качестве  исходного  множества  А = 
— {а!,  Ь,  с,  А),  образуйте  множество  всех  его  подмножеств  Вд(А).  Дайте  содер- 
жательное истолкование  этого  множества  и его  элементов.  Каким  ситуа- 
циям соответствуют,  в частности,  несобственные  подмножества? 

15.  Докажите,  что  для  конеч- 
ного множества,  состоящего  из  п 
элементов,  множество  всех  его 
подмножеств  содержит  2п  элемен- 
тов. 

16.  Проверьте  свойство  тран- 
зитивности отношения  включения 
на  примере  множеств  X = {Ь,  с}, 
У = {а,  Ь,  с},  1 = {&}  . 

17.  Дайте  словесное  описание 
каждому  из  следующих  множеств: 

а)  [х  | х — точка  плоскости, 
находящаяся  на  расстоянии  г от 
начала  координат}; 

б)  {х\х2  — 4х  + 3 = 0}; 

в)  {х\х  — инженер  нашего  отдела); 

г)  {х\х  6 А и х 6 В);  А — множество  транзисторов;  В — множество  де- 
талей радиоприемника; 

Д)  {*  € /?|-*  = 3 к,  к 0:  Ы) ; N — множество  натуральных  чисел; 

е)  {х2  + 1 | х — целое  число}. 

18.  Покажите,  что  для  любых  множеств  А и В справедливо  соотно- 
шение 0 с:  А П 8 с /1  [)  В. 

19.  Покажите,  что  для  любого  множества  А справедливы  соотношения: 
А + А = 0;А  + 0=  А. 

20.  Покажите,  что  из  соотношения  А Г)  В = С следует  С с Л и Сс  В. 

21.  Пусть  и М2  — соответственно  множества  деталей  первого  и вто- 
рого механизмов,  а Р — множество  пластмассовых  деталей.  Запишите 
в виде  теоретико-множественных  соотношений  следующие  условия. 


почтового 


Начертание  цифр 
индекса: 

а — элементы  исходного  множества;  б — цифры. 
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а)  Среди  деталей  первого  механизма  имеются  все  пластмассовые  детали. 

б)  Одинаковые  детали,  входящие  в оба  механизма,  могут  быть  только 
пластмассовыми. 

в)  Во  втором  механизме  нет  пластмассовых  деталей. 

22.  Является  ли  совокупность  полученных  в предыдущей  задаче  соотно- 
шений (Р  С2  Мг,  Мг  П Л12  с Р,  М2  П Р = 0)  непротиворечивой?  Если  да, 
то  можно  ли  ее  упростить?  Для  ответа  на  поставленные  вопросы  проведите 
сначала  логические  рассуждения,  а затем  воспользуйтесь  кругами  Эйлера. 
Сформулируйте  выводы,  соответствующие  полученному  результату. 

23.  Запишите  множество  упорядоченных  пар  ( х , у),  выражающих  отно- 
шение «х  — делитель  у»  на  множестве  целых  чисел  от  2 до  10  включительно. 
Является  ли  это  отношение  функцией?  Обладает  ли  оно  свойством  транзи- 
тивности? 

24.  Запишите  отношение  между  элементами  множества  цифр  из  задачи 
13,  выражающееся  как  «х  имеет  больше  двух  общих  элементов  с у». 

25.  Пусть  х^Х,  у^У  и А — отношение  между  элементами  мно- 
жеств X и У,  выражаемое  соотношением  хАу.  Укажите,  в каких  случаях 
А можно  рассматривать  как  функцию: 

а)  X — множество  студентов,  У — множество  учебных  дисциплин, 
хАу  — «х  изучает  у »; 

б)  X — множество  спортсменов,  У — рост  в единицах  длины,  хАу  — 
«х  имеет  рост  г/»; 

в)  X — множество  компонентов  электрической  цепи,  У — множество 
узлов  цепи,  хАу  — «х  связан  с у». 


3.  МАТРИЦЫ 

1.  Матрица  как  таблица.  Матрица  — это  совокупность  чисел 
или  объектов  другой  природы,  расположенных  в виде  прямоуголь- 
ной таблицы: 


аи 

а12 

“іп 

°21 

а22 

а2  п 

а,т 

ат2 

®тп 

Такая  таблица,  состоящая  из  т строк  и п столбцов,  содержит 
тп  клеток  (позиций).  При  этом  говорят,  что  матрица  имеет  размер 
т X п и ее  называют  ( т X п)-матрицей.  Позицию  на  пересече- 
нии і- й строки  и /-го  столбца  будем  называть  ц-клеткой. 

Числа  или  любые  другие  объекты,  расположенные  в клетках 
таблицы,  называют  элементами  матрицы.  Положение  элементов 
строго  фиксировано:  в каждой  клетке  должен  располагаться  только 
один  элемент  и ни  одна  клетка  не  должна  оставаться  свободной. 
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В общем  обозначении  элемента  ац  первый  индекс  і всегда  указы- 
вает номер  строки,  а второй  — номер  столбца.  Элемент,  располо- 
женный в //-клетке,  называют  і\-элементом. 

Матрица  обозначается  одной  буквой  (часто  буквы,  обознача- 
ющие матрицы,  набирают  жирным  шрифтом  или  снабжают  каки- 
ми-либо дополнительными  символами).  Однако  независимо  от  при- 
нятого способа  обозначения  матрица  всегда  является  совокупностью 
таблично  упорядоченных  элементов.  Две  матрицы  равны,  если  и 
только  если  равны  их  соответствующие  элементы,  т.  е.  Л = В при 
условии  аС/  = Ьц  (і  = 1,2,  ...  , т;  / = 1,2,  ...  , п).  Ясно,  что  сравни- 
вать можно  только  матрицы  одного  и того  же  размера,  между 
элементами  которых  определено  отношение  равенства. 

Матрицы,  элементами  которых  являются  вещественные  или 
комплексные  числа,  называют  соответственно  вещественными  или 
комплексными.  Пусть  А — комплексная  ( т X п)-матрица  с эле- 
ментами аи-  — ац  + фі/.  Матрица  А того  же  размера  с элемен- 
тами ац  = ац  — фц  называется  комплексно-сопряженной  с А . 

Часто  для  упрощения  нулевые  элементы  в таблицу  не  записы- 
вают, но  при  этом  имеют  в виду,  что  пустые  клетки  также  содержат 
числа  (нули). 

Кроме  приведенной  выше  клеточной  записи,  используют  и дру- 
гие способы  представления  матриц,  например: 


«11 

ап  . 

. а1п 

/«п 

«12  • 

■ «ііЛ 

«іі 

«12 

...  а1п 

«21 

Я22  . 

• а2п 

. 

«21 

«22  • 

Ь 

«21 

«22 

• • • ®2п 

-ат1 

«т2  • • 

• ®тп- 

\«ті 

«т  2 • • 

• а,пп/ 

«ті 

«т2 

‘ • «тгс 

Матрицы  впервые  появились  в середине  прошлого  столетия  в ра- 
ботах английских  математиков  А.  Кэли  и У.  Гамильтона.  Представ- 
ление совокупностей  элементов  в виде  Матриц  и разработанные 
правила  операций  над  ними  оказались  весьма  плодотворными  в ма- 
тематике и нашли  широкое  применение  в физике,  технике,  эконо- 
мике. Существенный  вклад  в разработку  общей  теории  матриц 
и ее  приложений  внесли  советские  математики  И.  А.  Лаппо-Дани- 
левский,  А.  Н.  Крылов,  Ф.  Р.  Гантмахер,  М.  Г.  Крейн. 

2.  Типы  матриц.  Матрица  может  иметь  любое  количество  строк 
и столбцов  (конечное  или  бесконечное).  В дальнейшем  при  отсутствии 
оговорок  будут  рассматриваться  конечные  матрицы  с числовыми 
элементами. 

Если  матрица  состоит  из  одного  столбца  или  одной  строки,  то 
она  соответственно  называется  столбцевой  или  строчной  (употребля- 
ются также  названия  матрица-столбец  и матрица-строка) . В та- 
ких случаях  достаточно  отмечать  элементы  одним  индексом: 
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Уі 

Уі 

Уп 

Столбцевую  и строчную  матрицы  называют  также  векторами 
и сокращенно  обозначают  как  х = (хъ  хъ  ...,  хп)  и у — (уь  у2, 
Уп)-  Обычно  из  контекста  ясно,  идет  ли  речь  о векторе-столбце 
или  о векторе-строке.  В противном  случае  используют  приведен- 
ные выше  обозначения. 

Матрица,  количество  строк  и столбцов  которой  одинаково  и рав- 
но п,  называется  квадратной  матрицей  порядка  п.  Совокупность 
<7- клеток  (/  = 1,  2,  ...,  п)  образует  главную  диагональ  квадратной 
матрицы.  Матрица,  все  элементы  которой  вне  главной  диагонали 
равны  нулю,  т.  е. 


называется  диагональной  и более  кратко  записывается  О — 
= с1іа§  {дъ  д2,  ...,  сіп].  Если  в диагональной  матрице  дх  = йг  =* 
= ...  — йп  = 1,  то  имеем  единичную  матрицу  п-то  порядка 


1 

1 

1 
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которая  часто  обозначается  также  через  /„  или  просто  цифрой  1 (не 
следует  принимать  это  обозначение  за  число,  равное  единице) 

Матрица,  все  элементы  которой  равны  нулю,  называется  ну- 
левой и обозначается  цифрой  0.  Заметим,  что  нулевая  матрица  может 
иметь  любой  размер  т X п,  в то  время  как  единичная  матрица  — 
всегда  квадратная.  Матрица,  состоящая  только  из  одного  элемента 
обычно  отождествляется  с этим  элементом. 

Квадратная  матрица  называется  верхней  ( нижней ) треугольной 
если  равны  нулю  все  элементы,  расположенные  под  (над)  главной 
диагональю: 


А = 


«11 

«12 

«Ы 

«22 

«2  п 

«™ 

В = 


Ьи 

• . . 

К>] 

^22 

Ьщ 

^ п2 

Ь,ш 

М)Дт8 « ианижней7лГЦа  ЯВЛяется  частньш_случаем  как  верхней 
( ѵ т/?к  11  нижнеи  (В)  треугольных  матриц. 

3.  Сложение  матриц.  Сумма  двух  матриц  А и В одинаковых 
размеров  определяется  как  матрица  С тех  же  размеров  каждый 
элемент  тоторои  равен  сумме  соответствующих  элементов  матриц 
т.  е.  с - л + В,  если  си  = ац  + Ьи.  Пример:  Р ’ 


3 

0 

—7 

1 

2 

0,5 

+ 


—2 

—3 

10 

0 

0,5 

—0,5 

1 

—3 

1 

2,5 

г ххо  и определения  следует,  что  операция  сложения 

Ттхг Т/Т1883’  Т'  6'  А-\-В=В-\-А,  и ассоциативна,  т.  е.  (Л  + 
+В)+С  = А +(В+С).  Она  естественным  образом  распространяется 
на  любое  число  слагаемых.  Очевидно  также,  что  ма  грица  А не  из, ме- 
няется при  суммировании  ее  с нулевой  матрицей  тех  же  размеров 
т.  е.  Л + 0 = Л.  ’ 

4.  Умножение  матрицы  на  число.  По  определению  произведе- 
нием матрицы  А на  число  а (в  отличие  от  матриц  и векторов,  числа 
часто  называют  скалярами)  является  матрица  С = аЛ,  элементы 
которой  получаются  умножением  соответствующих  элементов  мат- 
рицы Л на  это  число  а,  т.  е.  сц  = а ац.  Пример:  "~ 
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10 

8 

—2 

2 

4 

0 

5 

4 

— 1 

1 

2 

0 

Очевидно,  справедливы  следующие  соотношения:  ос  (А  + В)  = 
= аА  + ссВ ; (а  + Р)Л  = аА  + рЛ;  (оф )Л  = а(рЛ),  гДе  А Д В — 
матрицы  одинакового  размера;  ос  и р — числа  (скаляры).  Общин 
множитель  элементов  можно  выносить  за  знак  матрицы,  считая 
его  скалярным  множителем. 

Разность  двух  матриц  одинаковых  размеров  сводится  к уже 
рассмотренным  операциям  соотношением  А В = А + ( 1)В, 

т.  е.  С = А — В,  если  сц  = ац  — Ьц. 

5.  Умножение  матриц.  По  многим  соображениям  целесообразно 
определить  эту  операцию  следующим  образом:  произведением  мат- 
рицы А размера  (т  X п)  на  матрицу  В размера  ( п X г)  является 
матрица  С = АВ  размера  (т  X г),  элемент  сц  которой,  располо- 
женный в //-клетке,  равен  сумме  произведений  элементов  /- й строки 
матрицы  А на  соответствующие  элементы  /-го  столбца  матрицы 
В,  т.  е. 

П 

Сц  = апЬц  + аі2Ъ2і  + • • • + аіпЪпі  = X аиРк!- 


Умножение  Л на  В допустимо  (произведение  АВ  существует), 
если  число  столбцов  А равно  числу  строк  В (в  таких  случаях  говорят, 
что  эти  две  матрицы  согласуются  по  форме).  Пример: 


1 

3 

2 

1 

4 

0 

3 

5 

2 1+0- 2+3- 4+1-3 

2-3+0- 1+3-0+1  -б 

5-1  + 1 -2+2-  4+0-3 

5-3+1  ■ 1+2  - 0+0  - 5 

0-  1+0-2+4-4+1  -3 

0-3+0- 1+40+1-5 

2 

0 

3 

1 

5 

1 

2 

0 

0 

0 

4 

1 

17 

11 

15 

16 

19 

5 

2 5-165 
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Для  матриц  А(т  X п)  и В(п  X т)  существует  как  произведе- 
ние А В размера  т X т,  так  и произведение  В А размера  п X п. 
Ясно,  что  при  т ф п эти  произведения  не  могут  быть  равными  уже 
вследствие  различных  размеров  результирующих  матриц.  Но  даже 
при  т — п,  т.  е.  в случае  квадратных  матриц  одинакового  порядка, 
произведения  АВ  и ВА  не  обязательно  равны  между  собой.  На- 
пример, для  матриц 


имеем: 


А = 


АВ  = 


Отсюда  следует,  что  вообще  операция  умножения  матриц  не 
подчиняется  коммутативному  закону  (А  В Ф В А).  Если  же  выпол- 
няется соотношение  А В — В А,  то  матрицы  А и В называют  комму- 
тирующими или  перестановочными.  Ассоциативный  и дистрибутив- 
ный законы  для  матричного  умножения  выполняются  во  всех 
случаях,  когда  размеры  матриц  допускают  соответствующие  опера- 
ции: (АВ)С  — А(ВС)  = АВС  (ассоциативность),  А(В  + С)  = 
— АВ  ф-  АС  и (А  + В)С  = АС  + ВС  (дистрибутивность  умно- 
жения слева  и справа  относительно  сложения). 

Умножение  ( т X я)-матрицы  А на  единичную  матрицу  т-ѵо 
порядка  слева  и на  единичную  матрицу  п-то  порядка  справа  не  изме- 
няет этой  матрицы,  т.  е.  Е,пА  = АЕп  = А.  Если  хотя  бы  одна  из 
матриц  произведения  А В является  нулевой,  то  в результате  полу- 
чим нулевую  матрицу. 

Отметим,  что  из  А В = 0 не  обязательно  следует,  что  А = О 
или  В = 0.  В этом  можно  убедиться  на  следующем  примере: 


4 

1 

2 

0,5 

1 

—2 

—4 

8 

0 

0 

0 

0 

6.  Транспонирование  матрицы.  Преобразование  матрицы  А, 
состоящее  в замене  строк  столбцами  (или  столбцов  строками)  при 
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сохранении  их  нумерации,  называется  транспонированием.  Полу- 
ченная в результате  такого  преобразования  матрица  называется 
транспонированной  к матрице  А и обозначается  А‘  или  А': 


; Л'  = 


Произвольная  (т  X /г)-матрица  при  транспонировании  стано- 
вится (п  X т)- матрицей,  а элемент  ац  занимает  //-клетку,  т.  е. 
а і<  ац. 

Если  матрица  (квадратная)  совпадает  со  своей  транспониро- 
ванной, т.  е.  А = А1,  то  она  называется  симметричной  и ее  эле- 
менты связаны  соотношением  ац  = ац  (симметрия  относительно 
главной  диагонали).  Матрица,  для  которой  А = — А1 , называется 
кососимметричной,  и ее  элементы  связаны  соотношением  ац  — 
= — ац.  Она,  как  и симметричная  матрица,  всегда  квадратная, 
но  диагональные  элементы  равны  нулю,  т.  е.  ац  = 0 (/  = 1,  2, 
п).  Ниже  приведены  примеры  симметричной  и кососимметричной 
матриц: 


Ясно,  что  не  все  элементы  таких  матриц  могут  быть  выбраны 
произвольно.  Можно  убедиться,  что  из  п 2 элементов  для  симметрич- 
ной матрицы  независимыми  могут  быть  только  ~п(п  + 1),  а для 

кососимметричной  — ~п(п  — 1)  элементов. 
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Комплексно-сопряженная  и транспонированная  матпина  (А\* 
называется  сопряженной  с А и обозначается  через  ^ Матрица 
равная  своей  сопряженной,  т.  е.  А — (А/  — А*,  называется 
эрмитовой.  Если  А = -<Д /,  то  Л - косоэрмитова  матрица 
Легко  показать,  что  транспонирование  произведения  ЛВ  равно 

ор"дк  ДТлВ У-ТР“‘я  ШТрт-  взя™х  в “«Ратном 

равна  исходное,  7,  е.  М'/=Т  Тра“с"™"Р»»а“»а»  "атрнпа 

7.  Матричная  запись  системы  линейных  уравнений  Пеовоня 

чально  матрицы  были  введены  для  упрощения  записи  систем  линей 

ных  опюшТси™  °буСЛ0ВоІІЛ0  и определение  основных  матриц-' 
ных  операции.  Система  линейных  уравнений:  в 


/Уі  “ ЛтС  + аих.,  + ...  + а1пхп 
У2  = а2\Х\  + а2  2Х2  + ...  + а2пхп 

Ут  = ат1хг  + ат2х2  + ...  + а,ппхп 
записывается  одним  матричным  равенством 


Ух 

ахх 

аХ2 

Ощ 

У 2 

а2Х 

а22 

а 

Ут 

<*ті 

®т2 

а тп 

Действительно,  перемножив  в правой  части  равенства  (т  х п) 
матрицу  на  столбцевую  матрицу,  получим  Х 


Ух 


У г 


Ут 


^Х1ХХ~\~^12Х2~\~  ‘ 

Хп 

^21^\~\~  ^22^2~\~  * 

• +а2пхп 

атХХХ~\'ат2Х2~\~  ‘ 

' ”Ь  п 
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Из  равенства  матриц-столбцов  следуют  равенства  для  соответ- 
ствующих элементов,  которые  совпадают  с исходной  системой  урав- 
нений. Если  обозначить 


У = 


У 1 


У 2 


Ут 


а11 

«12 

«1Л 

ЙО] 

«22 

« 2 п 

«т2 

®тп 

то  матричное  равенство  запишется  еще  короче 

У = Ах. 

Такое  представление  системы  линейных  уравнений  оказалось 
возможным  благодаря  правилу  умножения  матриц,  которое  наи- 
лучшим образом  подходит  для  этой  цели.  Однако  исторически  дело 
обстояло  как  раз  наоборот:  правила  действий  над  матрицами  опре- 
делялись, прежде  всего,  исходя  из  удобства  представлений  систем 
линейных  уравнений. 

8.  Линейные  преобразования.  Систему  уравнений,  записанную 
в начале  предыдущего  пункта,  можно  рассматривать  как  линейное 
преобразование  совокупности  величин  хъ  х2,  ...,  хп  в совокупность 
Уъ  Уъ  • ••>  Ут-  Это  преобразование  полностью  определяется  коэффи- 
циентами а, у (і  = 1,  2,  ...,  т;  / = 1,  2,  ...,  п).  На  языке  матриц 
линейное  преобразование  у — Ах°  означает  преобразование  столбца 
х в столбец  у,  которое  определяется  матрицей  преобразования  А. 

Пусть  величины  хь  хъ  ....  хп  получаются  из  некоторой  совокуп- 
ности величин  гъ  г2,  ....  гг  посредством  линейного  преобразования 
х = Вг,  где  х и г — столбцы  соответствующих  величин;  В — мат- 
рица их  преобразования.  Тогда  формальной  подстановкой  х в пер- 
вое матричное  уравнение  получаем 

у = Ах  — А(Вг)  = (АВ)г  = Сг, 

где  С = АВ  — матрица  преобразования  величин  г в у.  К этому 
же  результату  можно  прийти  путем  подстановки  значений  хъ  х2, 
...,  хп  из  второй  системы  уравнений  в первую  с учетом  введенного 
ранее  правила  умножения  прямоугольных  матриц. 

9.  Обратная  матрица.  В обычной  алгебре  два  числа,  произведение 
которых  равно  единице,  называют  взаимно  обратными.  Число,  об- 
ратное числу  а,  обозначается  через  а-1  и по  определению  аа~ 1 = 
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• 1.  Аналогично  в матричной  алгебре  две  квадратные  матрицы,  про- 
изведение которых  равно  единичной  матрице,  т.  е.  АА~1=А~1А  = 1 
называют  взаимно  обратными  (Л-1  обратна  А).  Однако  дальше 
этого  аналогия  не  проходит. 

Выражение  а~гЬ,  где  а и Ь — числа,  можно  представить  как 
частное  от  деления  Ь на  а,  но  для  матриц  такое  представление  не 
имеет  смысла  и в общем  случае  А~'В  Ф В А~\  Поэтому  вместо  опе- 
рации деления  В на  Л различают  левое  частное  А~гВ  и правое 
частное  ВА  \ которые  сводятся  к умножению  слева  или  справа  на 
обратную  матрицу  А~1. 

Способ  обращения  матрицы  проще  всего  установить,  рассмат- 
ривая решение  системы  п линейных  уравнений  с п неизвестными: 


апх\  <212*2  + ...  + а1пхп  — (7, 
а21*1  + «22*2  + ...  + а2пХп  = 

апіхі  + а„2*2  + ...  + аппхп  = дп  . 


В-  матричной  форме  эта  система  уравнений  запишется  как 
Ах  - <7,  где  Л — квадратная  матрица  п- го  порядка,  называемая 
матрицей  системы\  х и р — столбцевые  мзтрицы  неизвестных  пере- 
менных и свободных  членов:  " к 


«п 

а12 

а1  п 

«21 

« 22 

а 2г. 

о 

ат 

«.'і  2 

«™ 

Матричное  уравнение  Ах  = ^ решается  умножением  обеих  его 
частей  слева  на  обратную  матрицу  Л'1,  т.  е.  А~1Ах  = А~1а  в ре- 
зультате чего  получаем  л:  = Л~у 

В соответствии  с правилом  Крамера  неизвестные  хЛк  = 1 2 
...,п)  определяются  соотношением: 


П 

Хк  = Т (А1^1  + л2*?2  + Ь Д„*<7„)  =4-5] 


где  А — определитель  системы  уравнений  и 
дополнения. 


— алгебраические 
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Определитель  Д представляет  собой  числовую  функцию,  которая 
вычисляется  по  определенным  правилам  на  основании  квадратной 
таблицы,  состоящей  из  коэффициентов  системы  уравнений 


ап 

«12  ’ 

■ «1Л 

д = 

«21 

«22  ’ ‘ 

• «2Л 

«ЛІ 

«Л2  ' ‘ 

• «ЛЛ 

Табличное  представление  определителя  А по  форме  совпадает 
с матрицей  системы  уравнений,  т.  е.  состоит  из  тех  же  элементов 
и в том  же  порядке,  что  и матрица  А.  В таких  случаях  его  назы- 
вают определителем  матрицы  А и записывают  Д = сіеіЛ. 

Алгебраическое  дополнение  Аф  вычисляется  как  определитель 
матрицы,  полученной  удалением  из  матрицы  А 5-й  строки  и к- го 
столбца,  причем  этот  определитель  умножается  еще  на  ( — 1)5+  . 
Величину  Д ^ называют  также  алгебраическим  дополнением  элемен- 
та аф  матрицы  А.  Часто  определитель  матрицы  А обозначается 
через'  \А\,  а алгебраическое  дополнение  — через  Азк. 

Записав  для  всех  элементов  столбцевой  матрицы  х выражения 
по  правилам  Крамера,  получим  решение  системы  уравнений  в виде: 


д-  ( Д п?  і Д 21^/2  ‘ ’ ’ А~Ап1(іп) 


"д-  (Ді2?1_Ь;^22<?2Н_  ‘ ' ' А~Апі(]п) 


-д-  (АіпРі-\~А2пР2-{- ' ' ' -\~^ппЯп) 


Яі 


Яі 


Яг. 


Дц 

д« 

Длі 

Д 12 

Д22 

Д л2 

Діл 

Д 2л 

Длл 
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откуда,  сравнивая  с х = А~гд,  имеем 


А~г=  ~ 


^11 

А« 

А 12 

А 22 

А л2 

Ді„ 

а2п 

А ПП 

; следует  правило  определения  об- 
ратной матрицы:  1)  элементы  ас!  данной  матрицы  А п- го  порядка 
заменяются  их  алгебраическими  дополнениями  А,-,-;  2)  матрица 
алгебраических  дополнений  транспонируется,  в результате  чего 
получаем  присоединенную  или  взаимную  матрицу  к А (она  обозна- 
чается через  Аф'Л);  3)  вычисляется  определитель  Д матрицы  А 
и присоединенная  матрица  Ас^'Л  умножается  на  величину,  обрат- 
ную этому  определителю. 

л +?б?.ао Н2х  матрнца  существует  для  матрицы  Л при  условии,  что 
сіеіл  Ф 0.  I акие  матрицы  называются  неособенными , в отличие  от 


(3) 
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Матрица,  обратная  произведению  двух  матриц,  равна  пере- 
ставленному^ произведению  матриц,  обратных  исходным,  т.  е. 
(АВ)  1 = В М Ч Действительно,  умножив  обе  части  этого  равен- 
ства на  АВ , приходим  к тождеству  Е = В~1А~1(АВ) , так 
как  В 1 ( А~1А)В  = В^ЕВ  — В~гВ  = Е,  где  Е — единичная 
матрица  п- го  порядка. 

10.  Блочные  матрицы.  Часто  матрицу  удобно  разбить  верти- 
кальными и горизонтальными  линиями  на  блоки , которые  являются 
матрицами  меньших  размеров  и при  выполнении  операций  рас- 
сматриваются как  элементы  исходных  матриц.  Операции  над 
блочными  матрицами  выполняются  по  сформулированным  выше 
правилам  при  условии,  что  эти  операции  допускаются  размерами 
соответствующих  матриц. 

Пусть,  например,  матрицы  А и В разбиты  на  блоки  (жирными 
линиями)  так,  чтобы  для  соответствующих  блоков  имела  смысл 
операция  умножения,  т.  е. 


1 —2 

0 0 

4 3 

0 С 

3 0 

2 — 1 

Ах 

А 2 

Аі 

Аг 

1 

0 

3 

—1 

0 

4 

2 

1 

д, 


в. 
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По  правилу  умножения  прямоугольных  матриц  можно  записать: 


С = АВ 


Аі 

Аг 

Аі 

Аг 

Вп 

В 


21 


АіДц  + ^12^21 


^2і Дц  А А2Д21 


Си 

сп 

Вычислим  блоки  С и и С21  матрицы  С: 


1 

0 

3 

—1 

1 

0 

3 

—1 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

2 

1 

0 

4 

2 

1 

—5 

2 

13 

—3 
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В результате  имеем 


С = 


-и 


21 


—5 

2 

13 

-3 

1 

7 

Конечно,  тот  же  результат  получается  и при  непосредственном 
перемножении  матриц.  Но  разбиение  на  блоки  позволяет  опери- 
ровать с матрицами  меньших  размеров  (это  бывает  необходимо, 
например,  когда  нехватает  места  на  бумаге  или  ячеек  оперативной 
памяти  машины)  и особенно  удобно,  если  можно  выделить  нулевые 
блоки. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Любая  матрица  является  прямоугольной  таблицей.  Справедливо 
ли  обратное  утверждение,  т.  е.  можно  ли  считать  всякую  прямоугольную 
таблицу  матрицей?  Если  нет,  то  какие  дополнительные  требования  выдвига- 
ются с позиций  матричной  алгебры? 

2.  Какие  из  приведенных  ниже  совокупностей  объектов  представляют 
собой  матрицы: 


ч 

2 

Г 

"зіп  X 

Г 12  1 

а) 

0 

3 

— 1 

; б) 

X 

; в) 

0 3 

1 

-5 

0 

0 

2 —1 

3.  Укажите,  какие  из  приведенных  ниже  матриц  являются  равными  между 
собой  (при  х = 2): 


Г*2  + 1 2 ] Г 5 2х  — П Г2*  + 1 х] 

А ~~  \_2Х  (х—  I)3]  ’ В [зх  — 2 1 С-[(4-х)ч]' 


4.  При  каком  значении  х матрицы  А и В равны: 


Г(х  — Э)2  31  Г 4 

Ь2-!  0р  °“|.(*-1)(*+1) 


2х  + Г 
О 


5.  Найти  сумму  А + В и разность  А — В матриц: 


Г 34 

— 3 

5' 

Г4 

0 2 

3‘ 

0 1 

2 

— 1 

; в = 

2 

3 1 

—2 

[-2  5 

0 

0 

2 

-5  7 

0 

6.  Найти  произведения  АВ  и 
для  матриц: 

Г— 2 3‘ 

4 


В А 


а)  А 


Г— 2 31  5 21 

= [ 1 4]  ’ В = [—3  0] 


и сравнить  полученные  результаты 
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'со$  а — зіп  а"|  Гсо$р  — зіп  р 

5ІП  О С05  а]  ’ [зіп  Р СОЗ  Р 


7.  Проверить  дистрибутивность  умножения  слева  А (В  + С)  = АВ  -)-  АС 
и справа  (А  + В)  С = АС  + ВС  относительно  сложения  для  следующих  матриц: 


8.  Найти  все  матрицы,  перестановочные  с матрицей 

из- 

9.  Каким  условиям  в общем  случае  должны  удовлетворять  элементы 
квадратных  матриц  А к В второго  порядка,  чтобы  они  были  перестановоч- 
ными (АВ  — В А )?  Как  выглядят  эти  условия  для  случая,  когда  А — сим- 
метричная матрица? 

10.  При  каких  условиях  справедливы  матричные  соотношения: 


(А  + В)2  = А2  + 2 АВ  + В2;  (А  — В)  (А  + В)  = Л2  — В2? 


11.  Каким  условиям  должны  удовлетворять  элементы  ненулевых  квад- 
ратных матриц  Л и В,  чтобы  АВ  = 0? 

12.  К каким  типам  относятся  матрицы: 


ч 

2 0‘ 

‘ 0 

2 

—11 

'а  0 (Л 

2 

— 1 3 

; в = 

—2 

0 

4 

; с = 

0 6 0 

_0 

3 4 

1 

—4 

0 

0 0 с 

13.  Построить  транспонированную  А*,  комплексно-сопряженную  А 
и сопряженную  А*  для  матрицы 


А = 


'1  +2  і 4 2 — 3 Г 
—і  2 4 + 2/ 
5 — 3/  1 — 6і 


14.  Показать,  что  матрица 


А = 


4 1 + / 2 + ЗЛ 

1—1  2 3 — 4/ 

2 — 3 і 3 + 41  3 


является  эрмитовой.  Что  можно  сказать  о диагональных  элементах  любой 
эрмитовой  матрицы? 

15.  Какого  типа  должна  быть  квадратная  матрица  А,  чтобы  она  была 
перестановочной  с диагональной  матрицей  О того  же  порядка,  т.  е.  чтобы 
АО  = ОА? 

16.  К какому  типу  относятся  треугольные  матрицы,  если  они  кроме 
того:  а)  симметричные,  б)  кососимметричные? 

17.  Показать,  что  (АВ)  =*  АВ  и (АВ)*  = В* А*. 

18.  Проверить  соотношение  (АВ)*  = В*А*  для  матриц  задачи  6в. 

19.  Показать,  что  произведение  АА‘  существует  для  любой  матрицы 
А и является  симметричной  матрицей. 
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20.  Для  заданных  матриц 
АА-1  = 1: 


найти  обратные  и проверить  соотношение 


а) 

1 2—3' 

; б) 

- 1 2 11 

0 1 2 

4 3—2 

1 0 4 

—5—4  —1 

21.  Найти  матрицы,  обратные  заданным,  и 
(АВ)-і  = В-М-1: 


проверить 


соотношение 


22.  Дана  система  уравнений: 


2хі  Зх2  -(-  х3  — — 1 1 
хі  + Х2  + хз  = 6 > 

3*і  + хг  — 2х3  = —1  ] 


Записать  эту  систему  в матричной  форме  Ах  — ц,  вычислить  обратную  мат- 
рицу Л 1 и записать  решение  системы. 

23.  При  изготовлении  деталей  четырех  видов  расход  материалов,  рабо- 
чей силы  и электроэнергии  на  одну  деталь  каждого  типа  задается  таблицей 
(в  условных  единицах): 


Ресурсы 

Расход  на  одну  деталь 

1 

2 

3 

4 

Материалы 

і 

3 

0,5 

2 

Рабочая  сила 

1,5 

2 

3 

1 

Электроэнергия 

2 

1 

1 

0,5 

а)  Вычислить  общую  потребность  материалов  (ух),  рабочей  силы  ( у2 ) 
и электроэнергии  ( у3 ) для  изготовления  заданного  количества  х,-  деталей 
каждого  вида:  хх  = 10,  х2  = 2,  х3  = 8,  х4  = 4. 

б)  Записать  условие  задачи  как  линейное  преобразование  величин 
Хі,  х2,  х3,  х4  в величины  ух,  у2,  у3  и получить  требуемый  результат  путем  мат- 
ричных операций. 

24.  Зависимости  между  токами  и напряжениями  четырехполюсника 
(рис.  6,  а ) можно  представить  одной  из  систем  уравнений: 

Ѵі  ~ аИ^2  + аі2^2  I • = УцѴ і + Уіг^г  1 

к = ^21^2  ~Ь  ^22^2  1 к~  У 21  У І У 22^  2 1 

а)  Записать  эти  уравнения  в матричной  форме  и установить  зависимости 
между  элементами  матриц: 


ГаП  а12І  . 

у = \Уіі 

Уіг] 

1а21  а22.1  ’ 

ІУгі 

У гг  \ 

б)  Показать,  что  матрица  А последовательного  соединения  четырех 
пслюсников  (рис.  6,  б)  равна  произведению  их  матриц  А'  и А",  т.  е.  А = А' А" 
(в  порядке  следования). 

в)  Показать,  что  матрица  V параллельного  соединения  четырехполюс- 
ников (рис.  6,  в)  равна  сумме  их  матриц  V и V",  т.  е.  V = V + V". 
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25.  Выполнить  умножение  матриц,  воспользовавшись  разбиением  их 
на  блоки: 


г 3 1 
-2  -1 

4-1 

3 

|_  0 0 

5) 

г 1 2 | 0 0-1 

— 2 3 ! 0 0 

1 — 1 У 4 1. 


Проверить  результат  непосредственным  умножением  матриц. 


4.  ГРАФЫ 


1.  Происхождение  графов.  Многие  задачи  сводятся  к рассмотре- 
нию совокупности  объектов,  существенные  свойства  которых  опи- 
сываются связями  между  ними.  Например,  глядя  на  карту  авто- 
мобильных дорог,  можно  интересоваться  только  тем,  имеется  ли 
связь  между  некоторыми  населенными  пунктами,  отвлекаясь  от 
конфигурации  и качества  дорог,  расстояний  и других  подробностей. 
При  изучении  электрических  цепей  на  первый  план  может  высту- 
пать характер  соединений  различных  ее  компонентов  — резисто- 
ров, конденсаторов,  источников  и т.  п.  Органические  молекулы 
образуют  структуры,  характерными  свойствами  которых  являются 
связи  между  атомами.  Интерес  могут  представлять  различные 
связи  и отношения  между  людьми,  событиями,  состояниями  и вооб- 
ще между  любыми  объек- 
тами. 

В подобных  случаях 
удобно  рассматриваемые 
объекты  изображать  точка- 
ми, называемыми  вершина- 
ми, а связи  между  ними  — 
линиями  (произвольной 
конфигурации),  называе- 
мыми ребрами.  Множество 

вершин  V,  связи  между  которыми  определены  множеством  ребер  Е, 
называют  графом  и обозначают  О = ( V , Е ). 

Первая  работа  по  графам  была  опубликована  двадцатилетним 
Леонардом  Эйлером  в 1736  г.,  когда  он  работал  в Российской  Акаде- 
мии наук.  Она  содержала  решение  задачи  о кенигсбергских  мостах 
(рис.  7,  а):  можно  ли  совершить  прогулку  таким  образом,  чтобы 
выйдя  из  любого  места  города,  вернуться  в него,  пройдя  в точности 
один  раз  по  каждому  мосту?  Ясно,  что  по  условию  задачи  не  имеет 
значения,  как  проходит  путь  по  частям  суши  а,  Ь,  с,  сі,  на  которых 
расположен  г.  Кенигсберг  (ныне  Калининград),  поэтому  их  можно 
представить  вершинами.  А так  как  связи  между  этими  частями 
осуществляются  только  через  семь  мостов,  то  каждый  из  них  изобра- 
жается ребром,  соединяющим  соответствующие  вершины.  В резуль- 


Рис.  7.  К задаче  о кенигсбергских  мостах: 

а — план  города;  б — граф. 


45 


тате  получаем  граф,  изображенный  на  рис.  7,  б.  Эйлер  дал  отри- 
цательный ответ  на  поставленный  вопрос.  Более  того,  он  доказал, 
что  подобный  маршрут  имеется  только  для  такого  графа,  каждая  из 
вершин  которого  связана  с четным  числом  ребер. 

С тех  пор  поток  задач  с применением  графов  нарастал  подобно 
снежной  лавине.  Наряду  с многочисленными  головоломками  и иг- 
грами  на  графах,  рассматривались  важные  практические  проблемы, 
многие  из  которых  требовали  тонких  математических  методов.  Уже 
в середине  прошлого  века  Кирхгоф  применил  графы  для  анализа 
электрических  цепей,  а Кэли  исследовал  важный  класс  графов  для 
выявления  и перечисления  изомеров  насыщенных  углеводородов. 
Однако  теория  графов  как  математическая  дисциплина  сформиро- 
валась только  к середине  тридцатых  годов  нашего  столетия  бла- 
годаря работам  многих  исследователей,  наибольшая  заслуга  среди 
которых  принадлежит  Д.  Кенигу.  Значительный  вклад  в теорию 
графов  внесли  советские  ученые  Л.  С.  Понтрягин,  А.  А.  Зыков, 
В.  Г.  Визинг  и др. 

Теория  графов  располагает  мощным  аппаратом  решения  при- 
кладных задач  из  самых  различных  областей  науки  и техники.  Сюда 
относятся,  например,  анализ  и синтез  цепей  и систем,  проектиро- 
вание каналов  связи  и исследование  процессов  передачи  информа- 
ции, построение  контактных  схем  и исследование  конечных  авто- 
матов, сетевое  планирование  и управление,  исследование  операций, 
выбор  оптимальных  маршрутов  и потоков  в сетях,  моделирование 
жизнедеятельности  и нервной  системы  живых  организмов,  исследо- 
вание случайных  процессов  и многие  другие  задачи.  Теория  гра- 
фов тесно  связана  с такими  разделами  математики,  как  теория  мно- 
жеств, теория  матриц,  математическая  логика  и теория  вероят- 
ностей. Во  всех  этих  разделах  графы  применяют  для  представления 
различных  математических  объектов,  и в то  же  время  сама  теория 
графов  широко  использует  аппарат  родственных  разделов  матема- 
тики. 

2.  Ориентированные  графы.  Часто  связи  между  объектами  харак- 
теризуются вполне  определенной  ориентацией.  Например,  на  неко- 
торых улицах  допускается  только  одностороннее  автомобильное 
движение,  в соединительных  проводах  электрической  цепи  задают- 
ся положительные  направления  токов,  отношения  между  людьми 
могут  определяться  подчиненностью  или  старшинством.  Ориенти- 
рованные связи  характеризуют  переход  системы  из  одного  состоя- 
ния в другое,  результаты  встреч  между  командами  в спортивных 
состязаниях,  различные  отношения  между  числами  (неравенство, 
делимость). 

Для  указания  направления  связи  между  вершинами  графа 
соответствующее  ребро  отмечается  стрелкой.  Ориентированное 
таким  образом  ребро  называют  дугой,  а граф  с ориентированными 
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ребрами  — ориентированным  графом  или  короче  орграфом 
(рис.  8,  а). 

Если  пара  вершин  соединяется  двумя  или  большим  числом  дуг, 
то  такие  дуги  называют  параллельными.  При  этом  две  дуги,  оди- 
наково направленные  по  отношению  к данной  вершине,  называют 
строго  параллельными,  а различно  направленные  — нестрого  па- 
раллельными. Ясно,  что  нестрого  параллельные  дуги,  отображаю- 
щие ориентацию  связи  в обоих  направлениях,  по  существу  равноцен- 
ны неориентированной  связи  и могут  быть  заменены  ребром.  Про- 
изведя такую  замену  в орграфе,  придем  к смешанному  графу,  кото- 
рый содержит  ребра  и дуги  (рис.  8,  б).  Обратно,  любой  неориенти- 
рованный или  смешанный  граф  можно  преобразовать  в ориенти- 
рованный заменой  каждого 
ребра  парой  нестрого  па- 
раллельных дуг. 

Изменив  направления 
всех  дуг  орграфа  на  про- 
тивоположные, получаем 
орграф,  обратный  исход- 
ному. Если  направления 
дуг  орграфа  не  учитывают- 
ся и каждая  дуга  рассмат- 
ривается как  неориентированное  ребро,  то  он  называется  соотне- 
сенным (неориентированным)  графом. 

3.  Взвешенные  графы.  Дальнейшее  обобщение  отображения 
связей  между  объектами  с помощью  графов  состоит  в приписыва- 
нии ребрам  и дугам  некоторых  количественных  значений,  качест- 
венных признаков  или  характерных  свойств,  называемых  весами. 
В простейшем  случае  это  может  быть  порядковая  нумерация  ребер 
и дуг,  указывающая  на  очередность  при  их  рассмотрении  (приоритет 
или  иерархия).  Вес  ребра  или  дуги  может  означать  длину  (пути 
сообщения),  пропускную  способность  (линии  связи),  напряжение 
или  ток  (электрические  цепи),  количество  набранных  очков  (тур- 
ниры), валентность  связей  (химические  формулы),  количество  ря- 
дов движения  (автомобильные  дороги),  цвет  проводника  (монтаж- 
ная схема  электронного  устройства),  характер  отношений  между 
людьми  (сын,  брат,  отец,  подчиненный,  учитель)  и т.  п. 

Вес  можно  приписывать  не  только  ребрам  и дугам,  но  и верши- 
нам. Например,  вершины,  соответствующие  населенным  пунктам 
на  карте  автомобильных  дорог,  могут  характеризоваться  коли- 
чеством мест  в кемпингах,  пропускной  способностью  станций  техоб- 
служивания. Вообще,  вес  вершины  означает  любую  характеристику 
соответствующего  ей  объекта  (атомный  вес  элемента  в структурной 
формуле,  цвет  изображаемого  вершиной  предмета,  возраст  чело- 
века и т.  п.). 
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Рис.  8.  Ориентированный  (а)  и смешанный 
(і б ) графы. 
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Особое  значение  для  моделирования  физических  систем  приобре- 
ли взвешенные  ориентированные  графы,  названные  графами  пото- 
ков сигналов  или  сигнальными  графами.  Вершины  сигнального  гра- 
фа отождествляются  с некоторыми  переменными,  характеризую- 
щими состояние  системы,  а вес  каждой  вершины  означает  функцию 
времени  или  некоторые  величины,  характеризующие  соответствую- 
щую переменную  (сигнал  вершины).  Дуги  отображают  связи  между 
переменными,  и вес  каждой  дуги  представляет  собой  численное 
или  функциональное  отношение,  характеризующее  передачу  сигна- 
ла от  одной  вершины  к другой  (передача  дуги) . Сигнальные  графы 
находят  широкое  применение  в теории  цепей  и систем,  а также  во 
многих  других  областях  науки  и техники. 

4.  Типы  конечных  графов.  Если  множество  вершин  графа  ко- 
нечно, то  он  называется  конечным  графом.  В математике  рассмат- 
риваются и бесконечные  графы,  но  мы  заниматься  ими  не  будем, 
так  как  в практических  приложениях  они  встречаются  редко.  Ко- 
нечный граф  О = ( V , Е),  содержащий  р вершин  и ц ребер,  называ- 
ется (р,  ц)- графом. 
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Рис.  9.  Типы  графов: 

о — псевдограф;  б — полный  граф  (шестиугольник);  в — двудольный  граф  (биграф). 

Пусть  V = {с'ц  ѵ2,  ....  ѵр } и Е = {еь  е2,  ...,  еч\  — соответствен- 
но множества  вершин  и ребер  (р,  <7) -графа.  Каждое  ребро  ек  е Е 
соединяет  пару  вершин  ѵс,  ѵ,-  е V,  являющихся  его  концами 
(граничными  вершинами).  Для  ориентированного  ребра  (дуги) 
различают  начальную  вершину,  из  которой  дуга  исходит,  и конеч- 
ную вершину,  в которую  дуга  заходит.  Ребро,  граничными  верши- 
нами которого  является  одна  и та  же  вершина,  называется  петлей. 
Ребра  с одинаковыми  граничными  вершинами  являются  параллель- 
ными и называются  кратными.  В общем  случае  граф  может  содер- 
жать и изолированные  вершины,  которые  не  являются  концами  ребер 
и не  связаны  ни  между  собой,  ни  с другими  вершинами.  Например, 
для  (5,  6)-графа  на  рис.  9,  а К = {ѵг,  ѵ2,  ѵ3,  ѵ4,  ѵъ\\  Е = {еи  е2, 
ез>  еі > е5,  ев};  ребра  е2  и е3  параллельны,  ребро  е6  является  петлей, 
а ѵ4  — изолированная  вершина. 
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Число  ребер,  связанных  с вершиной  ѵс  (петля  учитывается 
дважды),  называют  степенью  вершины  и обозначают  через  б (ѵ  і) 
или  <іе§  (: ѵ( ).  Так,  для  графа  на  рис.  9,  а 8(0^  = 1,6  (ѵ2)  = 4 и т.  д. 
Очевидно,  степень  изолированной  вершины  равна  нулю  (б  (н4)  = 0). 
Вершина  степени  единицы  называется  концевой  или  висячей  верши- 
ной (6(0!)  = 1).  Легко  показать,  что  в любом  графе  сумма  степеней 
всех  вершин  равна  удвоенному  числу  ребер,  а число  вершин  не- 
четной степени  всегда  четно.  В орграфе  различают  положительные 
б+(о,)  и отрицательные  6~(у,-)  степени  вершин,  которые  равны  соот- 
ветственно числу  исходящих  из  і>і  и заходящих  во,  дуг.  Например, 
для  вершины  д орграфа  (см.  рис.  8,  а)  имеем  8+(й)  — 2 и б (д.)  — 3. 
Очевидно,  суммы  положительных  и отрицательных  степеней  всех 
вершин  орграфа  равны  между  собой  и равны  также  числу  всех  дуг. 

Граф  без  петель  и кратных  ребер  называют  простым  или 
обыкновенным.  Граф  без  петель,  но  с кратными  ребрами  называют 
мультиграфом.  Наиболее  общий  случай  графа,  когда  допускаются 
петли  и кратные  ребра,  называют  псевдографом.  Так,  граф  на 
рис.  1,6  — это  мультиграф,  а на  рис.  9 , а — псевдограф.  Если 
граф  не  имеет  ребер  ( Е = 0),  то  все  его  вершины  изолированы 
(у  ф 0),  и он  называется  пустым  или  нуль-графом.  Простой  граф, 
в котором  любые  две  вершины  соединены  ребром,  называется  пол- 
ным (на  рис.  9,  б приведен  пример  полного  графа  с шестью  верши- 
нами). Если  множество  вершин  V простого  графа  допускает  такое 
разбиение  на  два  непересекающихся  подмножества  Ѵх  и Ѵ2  (ѴіП 
р ѵг  = 0),  что  не  существует  ребер,  соединяющих  вершины  одного 
и того  же  подмножества,  то  он  называется  двудольным  или  би- 
графом (рис.  9,  в).  Ориентированный  граф  считается  простым, 
если  он  не  имеет  строго  параллельных  дуг  и петель. 

Граф,  степени  всех  вершин  которого  одинаковы  и равны  г,  на- 
зывается однородным  ( регулярным ) г- й степени.  Полный  граф  с п 
вершинами  всегда  однородный  степени  п — 1,  а пустой  граф 
однородный  степени  0.  Граф  третьей  степени  называют  кубическим. 
Он  обладает  рядом  интересных  свойств  и,  в частности,  всегда  имеет 
четное  число  вершин. 

5,  Смежность.  Две  вершины  ѵс  и ѵ,-  € Г графа  О = (V,  Е) 
называются  смежными,  если  они  являются  граничными  вершинами 
ребра  ек  € Е.  Отношение  смежности  на  множестве  вершин  графа 
можно  определить,  представив  каждое  ребро  как  пару  смежных 
вершин,  т.  е.  е к = (ѵІУ  V/),  к — 1,2,  ...,  ц.  Для  неориентированных 
графов  такие  пары  неупорядочены,  так  что  ек  = ( о, , ѵ,-)  — (V/,  щ), 
а для  орграфов  — упорядочены,  причем  о,-  и V/  означают  соответ- 
ственно начальную  и конечную  вершины  дуги  ек.  Петля  при  вер- 
шине Ѵі  в обоих  случаях  представляется  неупорядоченной  парой 
(рс,  у,).  Ясно,  что  множество  вершин  V вместе  с определенным  на  нем 
отношением  смежности  полностью  определяет  граф. 
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и столбцыМОэтоТ  мПяР^СТаВИТЬ  Также  матРЩе*  смежности.  Строки 
и столбцы  этой  матрицы  соответствуют  вершинам  графа  а еЛ/А 

^ГвХвлНе„™7™Ра™ЫХ  ребер-  “»ь,Р.аЮЩ„х  вІІрЙны  “ ^ 

^или  направленных  от  вершины  ѵі  к вершине  ѵ,  лля  опгпжЬА  ня 

ственно  следѵтошие'  Приведенных  на  Рис-  8,  а и 9 , а,  имеем  Соответ- 
ственно следующие  матрицы  смежности: 
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шсжшии  неориентированного  графа  всегда  симмет- 
рична, а орграфа  — в общем  случае  несимметрична.  Неориенти 
рованным  ребрам  соответствуют  пары  ненулевых  элементов  сим 
метричных  относительно  главной  диагонали  матрицы  дѵгам  - 
ненулевые  элементы  матрицы,  а петлям  — ненулевые’  элементы 
главной  диагонали.  В столбцах  и строках,  соответствующих  изоли 
рованным  вершинам,  все  элементы  равны  нулю.  Элементы  мат 

ДР"аЦГаРлГ„7леЙа  Ра“Ы  ° ” '•  "Р™“  - .емеиГглавГй 

мент  равняется  весу  соответствующего  ребра  или  дуги  Обратно 
любая  квадратная  матрица  п- го  порядка  может  быть  представлена 
орграфом  с п вершинами,  дуги  которого  соединяют  смежные  вер 
РгяТмя  пМеЮТ  Веса’  равные  соответств ующим  элементам  матрицы 
графом  РИ  Симметрична>  то  она  представима  неориентированным 

6.  Инцидентность.  Если  вершина  Ѵі  является  концом  ребра 
ек,  то  говорят,  что  они  инцидентны,  вершина  о,  инцидентна  ребоѵ 
ек  и ребро  ек  инцидентно  вершине  ѵ{.  В то  время  как  смежность 

ЕиинамиТ  ишш  0ТН0Шение  междУ  однородными  объектами 
(вершинами),  инцидентность  — это  отношение  между  разнород- 
ными объектами  (вершинами  и ребрами).  При  рассмотрении  оргра- 
фов различают  положительную  инцидентность  (дуга  исходит  из 
вершины)  и отрицательную  инцидентность  (дуга  заходит  в вер 

Рассматривая  инцидентность  вершин  и ребер  (р  о)-гра*а 

-Г  предста„вить  его  матрицей  инцидентности  размера  рХц 
строки  которой  соответствуют  вершинам,  а столбы  - ребрам  Для 
неориентированного  графа  элементы  этой  матрицы  определяются  по 
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следующему  правилу:  //-элемент  равен  1,  если  вершина  ѵ,-  инци- 
дентна ребру  е/,  и равен  нулю,  если  ѵі  и в/  не  инцидентны.  В случае 
орграфа  ненулевой  //-элемент  равен  1,  если  ѵ(  начальная  вершина 
дуги  е,-,  и равен  — 1,  если  о(  — конечная  вершина  дуги  е(. 

Например,  матрица  инцидентности  графа,  приведенного  на 
рис.  9,  а,  имеет  вид: 


»і 


Ѵ3- 


Ѵі 


ѴЬ 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Каждый  столбец  матрицы  инцидентности  содержит  обязательно 
два  единичных  элемента  (для  орграфа  эти  элементы  всегда  имеют 
различные  знаки  и равны  соответственно  1 и — 1).  Количество  еди- 
ниц в строке  равно  степени  соответствующей  вершины  (для  орграфа 
количество  положительных  единиц  определяет  положительную 
степень,  а количество  отрица- 
тельных единиц  — отрицатель- 
ную степень).  Нулевая  строка 
соответствует  изолированной 
вершине,  а нулевой  столбец  — 
петле.  Рис.  10.  Изоморфные  графы. 

Следует  иметь  в виду,  что 

нулевой  столбец  матрицы  инцидентности  лишь  указывает  на  нали- 
чие петли,  но  не  содержит  сведений  о том,  с какой  вершиной  эта 
петля  связана  (в  практических  приложениях  это  может  быть  несу- 
щественно). 

7.  Изоморфизм.  На  рис.  10  изображены  три  графа,  которые  с гео- 
метрической точки  зрения  совершенно  различны  (пересечение 
ребер,  если  оно  не  отмечено  точкой,  не  является  вершиной).  Но 
по  существу  они  различаются  лишь  начертанием,  а отношения  инци- 
дентности (при  соответствующем  обозначении  вершин  и ребер) 
для  них  одинаковы.  Графы,  для  которых  сохраняется  отношение 
инцидентности,  называются  изоморфными. 
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Ясно,  что  матрица  инцидентности  определяет  граф  без  петель 
с точностью  до  изоморфизма.  Обычно  на  ее  основе  можно  изобразить 
различные  в геометрическом  отношении,  но  изоморфные  между 
собой  графы,  каждый  из  которых  называют  геометрической  реализа- 
цией.! рафы,  которые  имеют  одинаковые  начертания  и отличаются 
лишь  нумерацией  вершин  и ребер,  не  будучи  тождественными 
являются  изоморфными. 

Если  существенные  свойства  графа  не  связаны  со  способом  его 
изображения  на  плоскости  или  нумерацией  вершин  и ребер,  то  изо- 
морфные графы,  как  правило,  не  различают  между  собой. 

8.  Маршруты.  Нередко  задачи  на  графах  требуют  выделения 
различных  маршрутов,  обладающих  определенными  свойствами 
и характеристиками.  Маршрут  длины  т определяется  как  после- 
довательность т ребер  графа  (не  обязательно  различных)  таких 
что  граничные  вершины  двух  соседних  ребер  совпадают.  Маршрут 
проходит  и через  все  вершины,  инцидентные  входящим  в него  реб- 
рам. Примерами  маршрутов  на  графе  рис.  9,  а могут  служить  после- 
довательности (е1,  е3,  е2,  е3,  е&),  (еъ,  ее,  е4,  е4).  Первый  маршрут  про- 
ходит через  последовательность  вершин  (ѵъ  ѵ2,  ѵл,  ѵ.г,  ѵ3,  ѵ6)  и соеди- 
няет вершины  ѵг  и ѵ5,  а второй  — через  последовательность  вершин 
(^з.  ѵ6,  ѵ2,  ѵ5)  и соединяет  вершины  ѵ3  и ѵъ.  Замкнутый  маршрут 

приводит  в ту  же  вершину,  из  которой  он  начался. 

Маршрут,  все  ребра  которого  различны,  называется  цепью, 
а маршрут,  для  которого  различны  все  вершины,  называется  простой 
цепью.  Замкнутая  цепь  называется  циклом,  а простая  цепь прос- 

тым циклом.  Так,  на  графе  рис.  9,  а (ег,  еъ,  е„)  - цепь,  (еъ  еЛ  - 

простая  цепь,  (е2,  е3,  е4,  еь)  - цикл,  (е2,  е4,  е5  - простой 
цикл.  ѵ 

Цикл  который  содержит  все  ребра  графа,  называется  эйлеровым 
циклом  (задача  о кенигсбергских  мостах  сводится  к выяснению 
существования  такого  цикла),  а граф,  в котором  имеется  такой 
цикл,  называется  эйлеровым  графом.  Простой  цикл,  который  про- 
ходит через  все  вершины^ графа,  называют  гамильтоновым . Если  кри- 
терии существования  эйлерового  цикла  очень  прост  (необходимо 
чтобы  степени  всех  вершин  были  четными),  то  для  гамильтоновых 
циклов  никакого  общего  правила  не  найдено. 

Ориентированные  маршруты  на  орграфе  определяются  анало- 
гично с той  разницей,  что  начальная  вершина  каждой  последую- 
щей дуги  маршрута  должна  совпадать  с конечной  вершиной  пре- 
дыдущей дуги.  Иначе  говоря,  движение  по  маршруту  допускается 
только  в направлениях,  указанных  стрелками.  Маршрут,  не  содер- 
жащій! повторяющихся  дуг,  называется  путем,  а не  содержащий 
повторяющихся  вершин^ — простым  путем.  Замкнутый  путь  называ- 
ется контуром,  а простой  замкнутый  пухъ— простым  контуром.  Граф 
(орграф)  называется  циклическим  (контурным) , если  он  содержит 
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хотя  бы  один  цикл  (контур),  в противном  случае  он  называется 
ацик  мческим  (бесконтурным). 

Понятия  цепи  и цикла  применимы  и к ориентированным  графам. 
При  этом  направления  дуг  не  учитываются,  т.  е.  по  существу  вместо 
орграфа  рассматривают  неориентированный  соотнесенный  ему 
граф. 

9.  Части  графа.  Граф  О'  = (У',  Е')  является  частью  графа 
О = (У,  Е),  если  У'  сд  У и Е'  а Е,  т.  е.  граф  содержит  все  верши- 
ны и ребра  любой  его  части.  Часть,  которая,  наряду  с некоторым 
подмножеством  ребер  графа,  содержит  и все  инцидентные  им  вер- 
шины, называется  подграфом.  Часть,  которая  наряду  с некоторым 
подмножеством  ребер  графа,  содержит  все  вершины  графа  (У'  = У, 
Е’  сд  Е),  называется  суграфом.  Рассмотренные  графы  показаны  на 
рис.  1 1 


Исходный  граф  по  отношению  к его  подграфу  называют  подгра- 
фом, а по  отношению  к су  графу  — сверхграфом.  Совокупность  всех 
ребер  графа,  не  принадлежащих  его  подграфу  (вместе  с инцидент- 
ными вершинами),  образует  дополнение  подграфа.  Говорят,  что  под- 
графы С = (У',  Е')  и О"  = (У",  Е")  разделены  ребрами,  если  они 
не  имеют  общих  ребер  (Е'  |~)  Е"  = 0)  и разделены  вершинами, 
если  у них  нет  общих  вершин  (У'  П V"  = 0). 

10.  Связность.  Две  вершины  графа  называют  связанными,  если 
существует  маршрут,  соединяющий  эти  вершины.  Граф,  любая 
пара  вершин  которого  связана,  называют  связным  графом.  Оче- 
видно, в связном  графе  между  любыми  двумя  вершинами  существует 
простая  цепь,  так  как  из  связывающего  их  маршрута  всегда  можно 
удалить  циклический  участок,  проходящий  через  некоторую  вер- 
шину более  одного  раза  (рис.  12,  где  маршрут  между  вершинами 
Ѵі  и о/  изображен  жирными  линиями). 

Если  граф  не  связный,  то  множество  его  вершин  можно  единст- 
венным образом  разделить  на  непересекающиеся  подмножества, 
каждое  из  которых  содержит  все  связанные  между  собой  вершины 
и вместе  с инцидентными  им  ребрами  образует  связный  подграф. 
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Таким  образом,  несвязный  граф  представляет  собой  совокупность 

рис  13НпоказянТпИ  (ПТраф°В)’  ііазываемых  компонентами.  На 
Р • і , ка3ан  ДГраф’  состоящий  из  трех  компонент  (изолирован- 
ная вершина  считается  компонентой).  Р 

виямГпГ  ГеНИ6  связности  Усложняется  дополнительными  усло- 
Ф называют  циклически  связным,  если  любые  две  различ- 
ные вершины  содержатся  в цикле  (например,  граф  на  рис  1 1 а 
циклически  связный,  а граф  на  рис.  12  — нет,  так  какР  вершина 
' не  содержится  ни  в каком  цикле  с другими  вершинами)  РГраф 
“Г  к~связнь!м’  если  любая  пара  различных  вершин  связана^ 
н *Р“  Мбре  к цепями>  которые  не  имеют  общих  вершин  (кроме 
начальной  и конечной)  Так,  граф  на  рис.  11,  а двусвязный,  а на 
рис.  12  — односвязный.  ’ 


Удаляемый 


Рис.  13.  Несвязный  граф,  со- 
стоящий из  трех  компонент  (О, 

о3). 


и Л?!0СТЬ  ориентированных  графов  определяется  так  же  как 
В для  неориен™Р°ваннь!Х  (без  учета  направлений  дуг).  Специфич- 

с“язносЯгиРОпп^іИЛИ  Смешанного  графа)  является  понятие  сильной 
связности.  Орграф  называют  сильно  связным,  если  для  любой  папы 

его  вершину  существует  путь  из  с,  вс,  в из  с"с,  ТнщГрЗ 

гомла  с олн  8‘  ° СИЛЬН0  связ“ый>-  ГР«Ф,  представляющий^  л.мн 
орода  с односторонним  движением  по  некоторым  улицам  должен 

нГыТГ0  т“  ик  в "Р°т»в"“'  “Уае  нашлись  Гвер 

г,  ''  "'1"  ” перекрестки),  между  которыми  нельзя  было  бы 
проехать  по  городу  без  нарушения  правил  движения 

П.  Разделимость.  Связный  граф  может  быть  разделен  на  несвяз- 
ные подграфы  удалением  из  него  некоторых  вершин  и ребер  (при 

удалении  пТ™  ИСКЛЮЧаЮТСЯ  « все  ині&дентнЬе  им  ребра  ?а  ^и 
удалении  ребер  вершины  сохраняются).  Если  существует  такая 
вершина,  удаление  которой  превращает  связный  граф  (или  компо- 
ненту  несвязного  графа)  в несвязный,  то  она  называется  що“и° 

ж«щоГіъисРІ14  т я'  Ребр°  С так1в"  же  свойствами  называется 
мостом^ (рис.  14,  б).  Ясно,  что  при  наличии  моста  в графе  имеется 
по  крайней  мере,  две  точки  сочленения. 
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Граф  называется  неразделимым,  если  он  связный  и не  имеет 
точек  сочленения  (например,  граф  на  рис.  11,  а неразделим).  Граф, 
имеющий  хотя  бы  одну  точку  сочленения,  является  разделимым 
и называется  сепарабельным.  Он  разбивается  на  блоки,  каждый  из 
которых  представляет  собой  максимальный  неразделимый  подграф 
(на  рис.  14,  в показаны  блоки  Въ  В2,  В3  графа  рис.  14,  б). 

Каждое  ребро  графа,  как  и каждая  вершина  (за  исключением 
точек  сочленения),  принадлежат  только  одному  из  его  блоков^.  Более 
того,  только  одному  блоку  принадлежит  и каждый  простой  цикл^. 
Отсюда  следует,  что  совокупность  блоков  графа  представляет  собой 
разбиение  множеств  ребер  и простых  циклов  на  непересекающиеся 
подмножества. 


Рис.  14.  Разделимые  графы. 

а — с точкой  сочленения;  6 — с мостом;  в — блоки  В,  — В,  графа  с мостом. 


В ряде  приложений  теории  графов  блоки  можно  рассматривать 
как  компоненты.  Это  обычно  допустимо,  когда  связи  блоков  по- 
средством точки  сочленения  несущественны  или  когда  существенные 
свойства  графа  связаны  только  с его  простыми  циклами  (конту- 
рами). В таких  случаях  можно  рассматривать  несвязный  граф 
как  связный  разделимый  граф,  который  образуется  путем  такого 
объединения  компонент,  чтобы  каждая  из  них  была  блоком  (это 
всегда  можно  сделать,  объединив,  например,  по  одной  вершине  каж- 
дого блока  в точку  сочленения).  Подобные  операции  используются 
при  рассмотрении  графов  электрических  цепей. 

12.  Деревья  и лес.  Особый  интерес  представляют  связные  ацикли- 
ческие графы,  называемые  деревьями.  Дерево  на  множестве  р вершин 
всегда  содержит  р = р — 1 ребер,  т.  е.  минимальное  количество 
ребер,  необходимое  для  того,  чтобы  граф  был  связным.  Действи- 
тельно, две  вершины  связываются  одним  ребром,  и для  связи  каж- 
дой последующей  вершины  с предыдущими  требуется  ребро,  следо- 
вательно, для  связи  р вершин  необходимо  и достаточно  р 1 
ребер. 

При  добавлении  в дерево  ребра  образуется  цикл,  а при  удале- 
нии хотя  бы  одного  ребра  дерево  распадается  на  компоненты,  каж- 
дая из  которой  представляет  собой  также  дерево  или  изолирован- 
ную вершину.  Несвязный  граф,  компоненты  которого  являются 
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назьшается  лесом  (лес  из  к деревьев,  содержащий  р вер- 
шин, имеет  в точности  р-к  ребер).  Сказанное  иллюстрируется  на 
римере  дерева  (рис.  15,  а),  которое  превращается  в циклический 
ТТт“  РМЗра  (Р"С'  15’  б)  « Г™*™™  на  "ес  ",  двух 

деревьев  Т1иТ2  при  удалении  ребра  е (рис.  15,  в).  У 


Рис. 


15.  Дерево  (а),  образование  цикла 
(б)  и лес,  который  образуется 


при  введении  дополнительного 
после  удаления  ребра  е (в). 


ребра 


Обычно  деревья  считаются  существенно  различными,  если  они  не 

ОМОРСЬНЫ.  Ня  ПИР  ’ С 


Іі 
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ставляет  собой  простейший  цикл,  состоящий  из'  единственного 
ребра,  то  она  не  может  входить  в состав  любого  дерева  графа. 

Ребра  графа,  которые  принадлежат  его  дереву, называют  ветвями. 
Если  дерево  покрывает  граф,  то  множество  ребер  графа  разбивается 
на  два  подмножества:  подмножество  ветвей  и подмножество  ребер 
дополнения  дерева,  называемых  хордами.  При  этом  связный  (р,  (/)- 
граф  содержит  ѵ = р — 1 ветвей 
и о = <7  — р + 1 хорд.  Если  граф 
несвязный,  то  совокупность  ос- 
товов к его  компонент  образует 
покрывающий  лес.  В этом  слу- 
чае ѵ = р — к и сг  = д — р + 

+ к. 

Деревья  играют  важную  роль 
в различных  прикладных  зада- 
чах,’ когда,  например,  речь  идет  о связи  каких-либо  объектов  ми- 
нимальным числом  каналов  (линий  связи,  дорог,  коммуникаций) 
с определенными  свойствами.  С помощью  дерева  определяется  си- 
стема координат  при  моделировании  цепей  и систем  различной  фи- 
зической природы.  Деревья  используются  в качестве  моделей  при 
рассмотрении  иерархических  систем  объектов,  структурных  фор- 
мул органических  соединений  и т.  п. 

13.  Планарность.  Граф  называют  плоским  ( планарным ),  если 
существует  изоморфный  ему  граф  (геометрическая  реализация), 

который  может  быть  изображен 
на  плоскости  без  пересечения 
ребер.  Например,  хотя  в одном 
из  графов  на  рис.  10  ребра  пере- 
секаются, изоморфные  ему  не 
имеют  пересечений,  следователь- 
но, он  плоский. 

На  рис.  19  показаны  два  не- 
плоских графа,  играющие  фунда- 
ментальную роль  в теории  пла- 
нарности и называемые  графа- 
ми Понтрягина — Куратовского . 
Полный  пятиугольник  (рис.  19, а) 
представляет  собой  простой  неплоский  граф  с минимальным  числом 
вершин  (полный  графе  четырьмя  вершинами  — плоский,  а удаление 
из  пятиугольника  хотя  бы  одного  ребра  также  превращает  его  в плос- 
кий граф).  Двудольный  граф  (рис.  19,  б)  является  моделью  известной 
задачи  о трех  домах  и трех  колодцах:  можно  ли  проложить  от  до- 
мов к каждому  колодцу  дороги  так,  чтобы  они  не  пересекались 
(враждующие  соседи  должны  иметь  возможность  пользоваться  всеми 
колодцами,  но  не  хотят  встречаться  на  дорогах)? 


Рис.  19.  Графы  Понтрягина  — Кура- 
товского: 

а — полный  пятиугольник;  б — двудольный 
граф. 


а 5 


Рис.  18.  Дерево  как  часть  графа  (вы- 
делено жирными  линиями): 
а — дерево;  б — остов  (покрывающее  дерево). 
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Свойства  планарности  не  нарушаются,  если  некоторое  ребро 
разбить  на  два  введением  новой  вершины  второй  степени  или  заме- 
нить два  ребра,  инцидентные  вершине  второй  степени,  одним  ребром, 
удалив  эту  вершину.  Два  графа  называют  гомеоморфными  (изоморф- 
ными с точностью  до  вершин  второй  степени),  если  после  удаления 
из  них  вершин  второй  степени  и объединения  инцидентных  этим 
вершинам  ребер,  они  оказываются  изоморфными  (рис.  20).  Оче- 
видно, граф,  гомеоморфный  плоскому  графу,  также  плоский. 

Строго  доказывается,  что  граф  является  плоским  тогда  и толь- 
ко тогда,  когда  он  не  содержит  подграфа,  гомеоморфного  одному 
из  графов  Понтрягина — Куратовского. 

Планарность  является  сущест- 
венным свойством  графов,  кото- 
рые моделируют  коммуникации  и 
связи  между  объектами  на  плос- 
кости (дороги  между  населенными 
пунктами,  водопроводные  и газо- 
проводные сети,  линии  передач 
электроэнергии,  межсоединения  на 
печатных  платах  электронных  уст- 


Рис.  20.  Гомеоморфные  графы. 


ройств  и кристаллах  интеграль- 
ных схем).  Плоскими  графами  представляются  различные  карты, 
с которыми,  в частности,  связана  известная  проблема  четырех  красок: 
всегда  ли  можно  раскрасить  области,  на  которые  плоский  граф 
делит  поверхность,  так,  чтобы  никакие  две  смежные  области  не  были 
окрашены  в одинаковый  цвет  и чтобы  при  этом  было  использовано 
не  более  четырех  цветов?  Доказано,  что  для  такой  раскраски  в лю- 
бом случае  достаточно  пяти  красок,  но  никто  еще  не  привел  примера, 
когда  пять  красок  действительно  необходимы.  Проблема  остается 
нерешенной,  несмотря  на  огромные  усилия  многих  выдающихся 
математиков,  которые  штурмуют  ее  более  столетия. 

14.  Графы  и отношения.  Пусть  на  множестве  X задано  бинар- 
ное отношение  А.  Ему  соответствует  ориентированный  граф, 
вершины  которого  отображают  элементы  из  X,  а дуга  (х,-,  х,), 
где  х і,  х / 6 X,  существует  тогда  и только  тогда,  когда  ХіАх/. 
Обратно,  множество  ориентированных  дуг  графа  (без  строго 
параллельных  дуг),  заданных  упорядоченными  парами 
(хі,  X/),  можно  рассматривать  как  бинарное  отношение  на  множе- 
стве X. 


Если  бинарное  отношение  хАу  устанавливает  связь  между  эле- 
ментами х из  множества  X и элементами  у из  множества  V (х  6 X, 
у 6 У),  то  граф  такого  отношения  будет  ориентированным  би- 
графом. 

Следует  заметить,  что  в общем  случае  орграф  представляет 
нечто  большее,  чем  бинарное  отношение.  Любое  бинарное  отноше- 
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ние,  определенное  на  некотором  множестве,  можно  представить 
соответствующим  орграфом,  вершины  которого  соответствуют  эле- 
ментам этого  множества.  Однако  орграф  с параллельными  дугами 
позволяет  отражать  более  общие  связи  между  объектами,  чем  би- 
нарные отношения. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Какие  части  города  (см.  рис.  7)  нужно  соединить  мостами,  чтобы 
задача  о кенигсбергских  мостах  имела  положительное  решение?  Достаточно 
ли  для  этого  одного  дополнительного  моста? 

2.  Постройте  граф  отношений  между  сотрудниками  Вашего  подраз- 
деления: а)  Х(  связан  по  работе  с х;.;  б)  Х[  подчинен  (хі,  лу  Е А,  где  X — 
множество  сотрудников  подразделения).  Охарактеризуйте  полученные  гра- 
фы: что  в них  общего  и чем  они  различаются?  В каких  случаях  может  полу- 
читься несвязный  граф? 

3.  Постройте  граф  района,  в котором  Вы  живете,  отметив  направления 
ребер  для  улиц  с односторонним  движением.  Преобразуйте  полученный 
граф  в орграф.  Можно  ли  проложить  путь  между  любыми  двумя  верши- 
нами, не  нарушая  установленных  направлений  движения  и не  выезжая  за 
пределы  района? 

4.  На  графе,  построенном  в задаче  3,  укажите  (хотя  бы  приблизительно) 
расстояния  между  смежными  вершинами.  Найдите  кратчайшие  маршруты, 
соединяющие  интересующие  Вас  вершины. 

5.  Существует  ли  эйлеров  цикл  для  графа,  построенного  в задаче  3,  и что 
он  означает?  Попытайтесь  найти  для  этого  графа  гамильтонов  цикл  (если  он 
существует). 

6.  Пометьте  вершины  и ребра  графа  (см.  рис.  14,  а)  буквами  или  циф- 
рами и выполните  следующие  упражнения: 

а)  Запишите  все  ребра  как  неупорядоченные  пары  вершин  и отметьте 
кратные  ребра  и петли. 

б)  Определите  степени  всех  вершин,  а также  суммы  степеней  всех 
вершин  и всех  нечетных  вершин  графа  (что  можно  сказать  об  этих  сум- 
мах?). 

в)  Является  ли  граф  однородным  (если  нет,  то  добавлением  ребер  пре- 
образуйте его  в однородный)? 

г)  К какому  типу  относится  рассматриваемый  граф  (простой,  мульти- 
граф, псевдограф)? 

д)  Запишите  матрицу  смежности  графа. 

7 Пометьте  вершины  и ребра  орграфа  (см.  рис.  8,  а)  буквами  или  циф- 
рами и выполните  следующие  упражнения: 

а)  Запишите  все  ребра  как  упорядоченные  пары  вершин  и отметьте  па- 
раллельные ребра. 

б)  Определите  положительные  и отрицательные  степени  всех  вершин 
и соответственно  их  суммы  (что  можно  сказать  об  этих  суммах?). 

в)  Запишите  матрицу  инцидентности  графа. 

8.  Докажите,  что  кубический  граф  имеет  четное  число  вершин.  Обоб- 
щается ли  свойство  четности  вершин  на  однородные  графы  высших  степе- 
ней? 

9.  Постройте  графы,  соответствующие  следующим  матрицам  смеж- 
ности: 
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Охарактеризуйте  полученные  графы  и запишите  для  них  матрицы  инци- 
дентности. 

10.  Расположите  на  плоскости  четыре  вершины,  как  в графе  на  рис.  11,  а, 
но  обозначения  вершин  ѵг  и ѵ3  взаимно  переставьте.  На  множестве  обозначен- 
ных таким  образом  вершин  постройте  граф,  изоморфный  исходному. 

11.  Выполните  следующие  упражнения  с графом  (см.  рис.  11,  а): 

а)  Найдите  какие-либо  маршруты  длины  5 и длины  8 между  вершинами 
Ѵі  и п4. 

б)  Определите  все  цепи  и простые  цепи  между  вершинами  и ц4. 

в)  Определите  все  простые  циклы  графа. 

12.  Выполните  следующие  упражнения  с орграфом  (см.  рис.  8,  а). 

а)  Найдите  все  ориентированные  маршруты  от  вершины  а к вершине  е. 

б)  Найдите  все  пути  и простые  пути  от  вершины  а к вершине  е. 

в)  Определите  все  простые  контуры  графа. 

13.  В орграфе  (см.  рис.  8,  о)  измените  направления  дуг  таким  образом, 
чтобы  он  преобразовался  в ациклический  граф.  Постарайтесь  найти  общее 
правило  такого  преобразования. 

14.  Для  графа  (см.  рис.  12)  постройте: 

( а)  часть,  состоящую  из  четырех  вершин  и пяти  ребер; 

б)  суграф  с четырьмя,  пятью  и шестью  ребрами. 

4 15.  Два  графа  О'  — (V , Е')  и О"  = (V,  Е")  называются  непересекаю- 

щимися,  если  V П V"  = 0 и Е’  (]  Е"  — 0,  Постройте  непересекающиеся 
подграфы  графа  рис.  12,  содержащие  по  три  вершины. 

16.  Постройте  блоки,  на  которые  разбивается  сепарабельный  граф 
(см.  рис.  14,  а). 

17.  Постройте  все  различные  деревья  с восьмью  вершинами  (их  должно 
быть  23). 

18.  Постройте  все  покрывающие  деревья  и их  дополнения  для  графа 
(см.  рис.  11,  а).  Сколько  имеется  существенно  различных  деревьев? 

19.  Постройте  покрывающий  лес  несвязного  графа  (см.  рис.  13). 

20.  Постройте  все  прадеревья  орграфа  (см.  рис.  8,  а)  с корнем  в вер- 
шине Л. 

2П  Рассматривая  компоненты  несвязного  графа  (см.  рис.  13)  как  блоки, 
постройте  соответствующий  сепарабельный  граф.  Сколько  возможно  различ- 
ных вариантов  (без  учета  изолированной  вершины  02)? 

22.  Покажите,  что  приведенные  на  рис.  21  графы  неплоские.  Какое 
минимальное  число  ребер  необходимо  удалить  из  графа  на  рис.  21,  а,  чтобы 
он  превратился  в плоский?  Сколько  имеется  различных  способов  такого  прев- 
ращения с точностью  до  изоморфизма? 

23.  Покажите,  что  графы  на  рис.  21,  а и в гомеоморфные. 
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24.  Докажите,  что  при  удалении  ребра  граф  остается  связным  тогда 
и только  тогда,  когда  это  ребро  содержится  в некотором  цикле. 

25.  Докажите,  что  ( р , р — &)-граф  при  к ^ 2 всегда  является  несвяз- 
ным и состоит  не  менее,  чем  из  к компонент. 

26.  Изобразите  все  неизоморфные  простые  графы  с пятью  вершинами 
(изолированные  вершины  допускаются),  содержащие  три,  пять,  восемь, 
девять  и десять  дуг  (всего  их  должно  быть  14). 


27.  Покажите,  что  число 


ребер  полного  графа  равно  р(р  — 1), 


где 


р — число  его  вершин. 

28.  Найдите  общее  выражение  для  числа  ребер,  при  котором  граф  с р 
вершинами  может  быть  несвязным. 

29.  Покажите,  что  любое  дерево  можно  представить  как  двудольный 
граф.  Какие  деревья  являются  полными  двудольными  гпафами? 


Рис.  21.  Неплсские  графы. 


30.  Докажите:  а)  кубический  граф  имеет  точку  сочленения  тогда  и толь- 
ко тогда,  когда  он  содержит  мост;  б)  наименьшее  число  вершин  в кубическом 
графе,  имеющем  мост,  равно  10. 

31.  Постройте  граф,  изоморфный  графу  Понтрягина — Куратовского 
(см.  рис.  19,  б),  в котором  внешние  ребра  образуют  шестиугольник.  Рассмат- 
ривая его  как  подграф  полного  шестиугольника,  нарисуйте  дополнение  этого 
подграфа.  Укажите  характерные  свойства  полученного  дополнения. 

32.  Покажите,  что  следующие  свойства  дерева  Т равносильны: 

а)  Т связно  и не  содержит  циклов; 

б)  Т не  содержит  циклов  и имеет  р — 1 ребер,  где  р число  вершин; 

в)  Т связно  и имеет  р — 1 ребер; 

г)  Т не  содержит  циклов,  но  добавление  ребра  между  любыми  двумя  не- 
смежными вершинами  приводит  к появлению  цикла; 

д)  Т связно,  но  утрачивает  это  свойство  при  удалении  любого  ребра; 

е)  всякая  пара  вершин  в Т соединена  цепью  и притом  только  одной. 


5.  ЛОГИКА 

1.  Чем  занимается  математическая  логика?  Логика  как  искус- 
ство рассуждений  зародилась  в глубокой  древности.  Начало  науки 
о законах  и формах  мышления  связывают  с именем  Аристотеля. 
Прошло  два  тысячелетия,  прежде  чем  Лейбниц  предложил  ввести 
в логику  математическую  символику  и использовать  ее  для  общих 
логических  построений.  Эту  идею  последовательно  реализовал  в 
прошлом  столетии  Джордж  Буль  и тем  самым  заложил  основы  ма- 
тематической (символической)  логики. 
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Главная  цель  применения  в логике  математической  символики 
заключалась  в том,  чтобы  свести  операции  с логическими  заклю- 
чениями к формальным  действиям  над  символами.  При  этом  исход- 
ные положения  записываются  формулами,  которые  преобразуются  по 
определенным  законам,  а полученные  результаты  истолковываются 
в соответствующих  понятиях. 

Бурное  развитие  математической  логики  связано,  прежде  всего, 
с задачами  обоснования  математики,  где  она  используется  для 
доказательства  непротиворечивости  исходных  понятий  и правиль- 
ности рассуждений  и выводов  математических  теорий.  Некоторые 
ученые  даже  склонны  рассматривать  логику  как  одну  из  наиболее 
общих  наук,  частью  которой  является  сама  математика. 

В последние  десятилетия  логика  находит  все  более  широкое 
применение  в технике  при  исследовании  и разработке  релейно- 
контактных схем,  вычислительных  машин,  дискретных  автоматов. 
Ее  методы  используются  в теории  преобразования  и передачи  ин- 
формации, теории  вероятностей  и комбинаторном  анализе.  Матема- 
тическая логика  начинает  внедряться  в такие  нематематические 
области,  как  экономика,  биология,  медицина,  психология,  языко- 
знание, право.  Интенсивно  развиваются  специальные  разделы 
математической  логики,  призванные  обслуживать  конкретные  об- 
ласти науки  и техники. 

Столь  энергичный  выход  математической  логики  за  пределы 
математики  объясняется  тем,  что  ее  аппарат  легко  распространяется 
на  объекты  самой  общей  природы,  лишь  бы  только  они  характери- 
зовались конечным  числом  состояний. 

Двузначная  логика  имеет  дело  с такими  объектами,  которые  при- 
нимают одно  из  двух  возможных  значений  (истинное  или  ложное 
высказывание,  высокое  или  низкое  напряжение,  наличие  или  от- 
сутствие заданного  признака  у объекта  и т.  п.).  Объекты,  которые 
могут  принимать  значения  из  конечного  множества,  содержащего 
больше  двух  элементов,  называют  многозначными.  Они  либо  сво- 
дятся каким-нибудь  способом  к двузначным  объектам,  либо  обслу- 
живаются аппаратом  многозначной  логики. 

Устоявшееся  представление  о математической  логике  как  науке, 
изучающей  законы  мышления  с применением  аппарата  математики, 
главным  образом,  для  нужд  самой  математики,  в современных  усло- 
виях становится  слишком  узким.  С расширением  областей  приме- 
нения и дальнейшим  развитием  математической  логики  изменяется 
и взгляд  на  нее.  Объектами  математической  логики  являются  любые 
дискретные  конечные  системы,  а ее  главная  задача  — структурное 
моделирование  таких  систем. 

2.  Булевы  функции.  Объекты  с двумя  возможными  состояниями 
характеризуются  булевыми  переменными,  которые  способны  при- 
нимать лишь  два  различных  значения.  Для  обозначения  этих  двух 
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значений  обычно  используются  цифры  0 и 1 или  буквы  Л (ложно) 
и И (истинно). 

Отношения  между  булевыми  переменными  представляются  бу- 
левыми функциями,  которые  подобно  числовым  функциям  могут 
зависеть  от  одной,  двух  и,  вообще,  п переменных  (аргументов). 
Запись  у — /(лу,  х2,  ....  хп)  означает  , что  у — функция  аргументов 
лу,  лу,  ...,  хп.  Важнейшая  особенность  булевых  функций  состоит 
в том,  что  они,  как  и их  аргументы,  принимают  свои  значения  из 
двухэлементного  множества  {0,1},  или  {И,  Л},  т.  е.  характеризу- 
ются одним  из  двух  возможных  состояний. 

Функции  небольшого  числа  переменных  можно  задавать  с по- 
мощью таблиц,  подобных  таблицам  сложения  и умножения  одно- 
разрядных чисел.  Для  этого  нужно  только  указать  значения  функ- 
ции для  каждой  комбинации  значений  ее  аргументов.  Основными 
в двузначной  логике  являются  следующие  три  функции. 

Отрицание  — функция  у — / (х),  принимающая  значения  1, 
когда  х = 0,  и значение  0,  когда  х = 1;  она  обозначается  у = х 
(читается  «не  х»). 

Дизъюнкция  — функция  у = /(лу,  лу),  принимающая  значение 

0 тогда  и только  тогда,  когда  оба  аргумента  имеют  значение  0;  она 
обозначается  у = лу  V х2  (читается  «лу  или  лу»). 

Конъюнкция  — функция  у=і(хъ  лу),  принимающая  значение 

1 тогда  и только  тогда,  когда  оба  аргумента  имеют  значение  1;  она 
обозначается  у = лу  А лу  (читается  «лу  и лу»). 

Таблицы  для  этих  функций  имеют  вид: 

*1  V Хі  А *2 


ч 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

X 

X 

0 

1 

1 

0 

3.  Логические  операции  и формулы.  Булевы  функции  можно 
рассматривать  как  логические  операции  над  величинами,  принимаю- 
щими два  значения  — 0 и 1.  Отрицание  — это  одноместная  опера- 
ция, а дизъюнкция  и конъюнкция  — двухместные  операции.  При 
этом  выражения  х,лу  V х2,  хх  \ х2  являются  логическими  формулами. 

Более  сложные  формулы  получаются  замещением  входящих 
в них  переменных  другими  логическими  формулами,  которые  обыч- 
но заключаются  в скобки.  Например,  положив  лу  — а и х2  — Ь/\с 
из  лу  V х2,  имеем  (а)  V (Ь  Л о).  Каждая  формула  определяет 
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некоторую  булеву  функцию.  Ее  значение  при  различных  значениях 
переменных  определяется  на  основании  таблиц  функций,  приве- 
денных в (2).  Так,  при  а=0,  6=1  и с = О имеем:  хх  = а — 0 = 1 
*2  - ЬАс  = 1 А 0 = 0 и ххух2  = а у (6Д  с)  = 1 уО  = 1 Ана- 
логично  получаем  значения  функции  и при  других  комбинациях 
значении  аргументов. 

Две  функции  (как  и определяющие  их  формулы)  считаются 
равносильными, если  при  любых  значениях  аргументов  эти  функции 
(формулы)  принимают  одинаковые  значения.  Равносильные  функ- 
ции_  соединяются  знаком  равенства,  например:  (хАу)  V ? = 

~ V 1/)  А у или  ((х  у х)  А у)  у (у  у х)  = х у у.  Равносиль- 
ность функции  проверяется  по  таблицам  основных  операций  при- 
чем необходимо  сравнить  их  значения  для  всех  комбинаций  значе- 
нии переменных. 

4.  Булева  алгебра.  Множество  всех  булевых  функций  вместе 
с операциями  отрицания,  конъюнкции  и дизъюнкции  образует 
булеву  алгебру. 

На  основе  определения  основных  операций  нетрудно  убедиться 
в справедливости  следующих  тождеств  (свойств)  булевой  алгебры: 
коммутативность 

* V У — У \!  х,  х А у = у А х\ 

ассоциативность 


X ѵ (у  V г)  = (х  ѵ у)  у 2,  X А (у  А г)  = (X  А у)  А г; 
дистрибутивность 

* Л (г/  ѵ г)  = (х  Л у)  V (х  А г) , х у (у  Д г)  = (х  у у)  д (*  у г); 
свойство  констант 


х у 0 ==  л:,  л:  Л 1 = х; 

свойство  отрицания 

х у х = 1,  х Ах  = 0. 


5.  Тождественные  преобразования.  Приведенные  свойства  по- 
зволяют получить  ряд  других  важных  законов  и тождеств  уже  без 
обращения  к таблицам  соответствия:  х у у=  х Д у,  Т7~Г/  = х\/й 
(законы  де  Моргана),  х у (х  Л у)  = х Л (х  у у)  = х (законы  по- 
глощения) х у х — х Л х — х ( законы  идемпотентности) , а также 
тождества  х у (х  А у)  = ху  у,  (х  Л_г/)  V (хЛ  г)  у (г/  Д г);  = (х  Л 

А 2)  V (У  А г);  х = х;  1=0;  0=1;  х у 1 = 1;  *Д0=0 

и т.  д. 


Так, 


законы  идемпотентности 


доказываются  следующими  пре- 
образованиями: х у х = (х  у х)  Д 1 = (х  у х)  Д (х  у х ) = х у (х  Д 
Л х)  = х у 0 = х;  х Д х = (х  Д х)  у0  = (х  Д х)  у (х  Д х)  = х Д 
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Д (х  V х)  = х Л 1 = х.  Используя  полученные  соотношения,  имеем: 
х ѵ 1 = х ѵ (хѵ  х)  = (ху  х)у  х = хух  = 1\  хАО  — х/\(х  А 
А х)  — х А х — 0.  Доказательство  законов  поглощения  имеет  вид: 
х V (х  А у)  = (х  А 1)  V (х  А у)  = х А (1  V у)  = * А 1 = х\  х А (х  у 

V У)  = (х  у 0)  Л (х  V У)  = х V (0  Л «/)  = х ѵ (у  Л 0)  = х V 0_=л:. 
Соотношение  х = х доказывается  следующим  образом:  из  х V * = 1 
по  закону  коммутативности  следует  х V х = 1,  откуда  сравнением 
с х V х = 1 имеем  х = х. 

Интересно  доказательство  закона  де  Моргана.  На  основании 
свойств  отрицания  равенство  функций  ху  у и хЛ  у должно  озна- 
чать, что  (х  V у)  V (А  А ~У)  = 1 и (х  V У)  Л (х  Л у)  = 0.  Действи- 
тельно, (хѵ  У)  V (х_Л  у)=((х  V У)  V х)  Л ((х  V У)  V Ю=  ((х  V х)  V 

V У))  л (X  V (У  V у))  = (1  V у)  л (■«  V 1)  = 1 л 1 = 1,  а также  {х  V 

V У)  Л (X  Л у)  = (X  л (х  Л г/))  ѵ (і/  Л (х  Л у))  = ((хЛ  х)  Л у)  V 

V ((У  Лу)Лх)  = (0Лу)ѵ(0 А х)  =_(уА  0)  V (х  Л 0)  = 0у0=0. 
Следовательно,  соотношение  х у ѵ=-ѵ  А У Доказано.  Аналогично 
доказывается  и второй  закон. 

6.  Упрощение  записи  формул.  Операции  дизъюнкции  и конъюнк- 
ции удовлетворяют  законам  коммутативности  и ассоциативности. 
Поэтому  если  переменные  или  формулы  связаны  только  посредством 
одной  из  этих  операций,  то  их  можно  выполнять  в любом  порядке, 
а формулы  записывать  без  скобок.  Например:  ((х2  у х2)  V (х3Ѵх4))Ѵ 

V х5  = х4  V х2  V х3  V х4  V х5,  а также  (х1Дх2)  А (х3Д(х4  Л х5))  = 
= х4  Л х2  Л х3  Л х4  Л х5. 

Если  считать,  что  операция  конъюнкции  должна  предшество- 
вать операции  дизъюнкции  (конъюнкция  связывает  сильнее  дизъ- 
юнкции), то  можно  опустить  скобки,  в которые  заключены  формулы 
со  знаком  конъюнкции.  При  наличии  скобок  в первую  очередь 
должны  выполняться  операции  внутри  скобок,  независимо  от  их 
старшинства.  Обычно  опускают  также  скобки,  в которые  заклю- 
чены формулы  со  знаком  отрицания. 

Еще  одно  упрощение  связано  с символикой.  Знак  конъюнкции 
в формулах  можно  опустить  и вместо  х А у писать  ху.  Операцию 
конъюнкции  часто  называют  логическим  умножением,  а операцию 
дизъюнкции  — логическим  сложением. 

С учетом  приведенных  условий  запись  существенно  упрощается. 
Например,  формуле  (х  Л (у  Л г))  у ((х  V У)  Л г)  соответствует 
запись  хуг  у х у у г. 

7.  Переключательные  схемы.  В качестве  одной  из  интерпретаций 
булевых  функций  рассмотрим  электрическую  схему,  состоящую  из 
источника  напряжения  (батареи),  лампочки  и одного  или  двух 
ключей  (х4  и х2).  Ключи  управляются  кнопками  с двумя  состояния- 
ми: кнопка  нажата  (1)  и кнопка  отпущена  (0).  Если  в исходном  со- 
стоянии ключ  разомкнут,  то  при  нажатии  кнопки  он  замыкается. 


3 5-165 
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Ключ  может  быть  сконструирован  и так,  что  в исходном  состоянии 
он  замкнут,  тогда  нажатие  кнопки  означает  его  размыкание,  т.  е. 
приводит  к противоположному  результату.  Поэтому  нормально  за- 
мкнутые ключи  обозначим  через  хг  и х2. 

При  соответствующих  состояниях  кнопок  лампочка  принимает 
одно  из  двух  состояний:  горит  (1)  и не  горит  (0).  Состояния  кнопок 
отождествляются  со  значениями  булевых  переменных  хг  и х2,  а со- 
стояние лампочки  — со  значением  функций  этих  переменных 


■ — ■ ■■  ■ 

б 

.1 

'1 

ч 

1 

а 5 б 

Рис.  22.  Переключательные  схемы,  соответствующие  операциям 
отрицания  (а),  дизъюнкции  (б)  и конъюнкции  (в). 

Операции  отрицания  соответствует  схема  с одним  нормально 
замкнутым  ключом  (рис.  22,  а).  Если  кнопка  нажата  (х  — 1),  ключ 
разомкнут  и лампочка  не  горит,  т.  е.  [(х)  = 0;  при  отпущенной  кноп- 
ке (х  — 0)  ключ  замкнут  и лампочка  горит,  т.  е.  [(х)  = 1.  Опера- 
циям дизъюнкции  и конъюнкции  соответствуют  схемы  с двумя 
нормально  разомкнутыми  ключами  (рис.  22,  б,  в).  Легко  убедиться, 
что  в схеме  рис.  22,  б лампочка  горит  при  нажатии  хотя  бы  одной  из 

кнопок, а в схеме  рис.  22,  в 
— только  при  нажатии 
обеих  кнопок  одновре- 
менно. 

Любую  сложную  булеву 
функцию  можно  предста- 
вить некоторой  переключа- 
тельной схемой.  На  рис.  23, а 
показана  схема,  реализую- 
щая функцию  у = ххх2  V 


Рис.  23.  Переключательная  схема,  реали- 
зующая логическую  функцию  (а),  и упро- 
щенная схема  (б). 


V хгх2х3  V *зх4-  Та  же  функция  представляется  равносильной 
формулой  у — хѵх2  V (хѵх2  ѵ хг)х3,  которой  соответствует  другая 
более  простая  схема  (рис.  23,  б).  Следует  иметь  в виду,  что 
ключи,  обозначенные  одинаковыми  буквами  (х  или  х),  связаны 
между  собой  и управляются  общей  кнопкой. 

В реальных  устройствах  используются  ключи  различной  кон- 
струкции и физической  природы  (механические,  электромагнитные, 
электронные,  гидравлические,  пневматические  и т.  д.)  Однако  при 
реализации  логических  функций  многие  технические  особенности 
не  имеют  значения.  Существенными  свойствами  контактных  схем 
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являются  исходные  положения  ключей  (нормально  разомкнуты 
или  нормально  замкнуты)  и способ  их  соединения  между  собой 
и внешними  устройствами.  Эта  информация  полностью  отобража- 
ется графом,  ребра  которого  соответствуют  ключам,  а вершины  — 
точкам  их  соединения.  Ребра  нормально  разомкнутых  ключей 
обозначаются  соответствующей  переменной  (х),  а нормально  зам- 
кнутых — отрицанием  переменной  (х).  Например,  контактная 
схема  (рис.  23,  б)  изображается  графом,  как  показано  на  рис.  24,  а. 

При  изображении  контактных  схем  графами  принимаются  неко- 
торые специфические  условия  и упрощения.  Обычно  переменные 
обозначаются  в разрывах  линий,  изображающих  ребра.  При  этом 


Рис.  24.  Граф  переключательной  схемы  (а)  и его  упрощенное  изо- 
бражение (б). 


ребрами  считаются  только  такие  линии,  которые  обозначены  какой- 
либо  переменной  или  ее  отрицанием.  Другие  линии,  не  являющиеся 
ребрами  графа,  могут  изображать  входы  и выходы  схемы,  связи 
с другими  схемами  и т.  п.  Кроме  того,  вершины  второй  степени 
могут  не  изображаться,  так  как  им  инцидентны  пары  последователь- 
но соединенных  ребер,  из  которых  каждое  обозначено  соответствую- 
щей переменной.  На  рис.  24,  б показана  контактная  схема  в обычно 
принятом  виде. 

8.  Высказывания.  Пусть  хх  и х2  — некоторые  высказывания, 
которые  могут  быть  истинными  (1)  или  ложными  (0),  например: 
«Я  пойду  в театр»  (хх)  и «Я  встречу  друга»  (х2).  Дизъюнкцией 
хх  V хч  является  сложное  высказывание  «Я  пойду  в театр  или 
встречу  друга»,  а конъюнкцией  хх  А х2  — высказывание  «Я  пой- 
ду в театр  и встречу  друга». 

Ясно,  что  если  высказывание  истинно,  то  его  отрицание  ложно. 
Сложное  высказывание,  образованное  дизъюнкцией  двух  высказы- 
ваний, истинно  при  условии,  что  истинно  хотя  бы  одно  из  них. 
Сложное  высказывание,  образованное  конъюнкцией  двух  истин- 
ных высказываний  истинно,  если  истинны  оба  эти  высказывания 
одновременно. 

Итак,  высказывания  можно  рассматривать  как  двоичные  пере- 
менные, а связки  «не»,  «или»,  «и»,  с помощью  которых  образуются 
сложные  высказывания, — как  операции  над  этими  переменными. 
В алгебре  высказываний  используются  еще  две  операции:  импли- 


3* 


67 


нация  хх  ->  х2,  соответствующая  связке  «если,  то»  и эквиваленция 
%і  ' х2,  соответствующая  связке  «если  и только  если».  Они  зада- 
ются следующими  таблицами: 


хі  хг  ~ Хг 


0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

I 

хг 

0 

1 

0 

! 

1 

0 

0 

1 

нашем  примере  импликацией  будет  высказывание:  «Если 
я пойду  в театр,  то  встречу  друга»,  а эквиваленцией—  «Я  пойду 
в театр,  если  и только  если  встречу  друга».  Как  видно  из  таблиц, 
импликация  высказываний  ложна  только  в случае,  когда  первое 
из  простых  высказываний  истинно,  а второе  ложно.  Эквиваленция 
является  истинным  высказыванием,  если  оба  простые  высказы- 
вания истинны  или  ложны  одновременно. 

Обозначив  буквами  простые  высказывания,  можно  представить 
сложное  высказывание  формулой  с помощью  соответствующих  свя- 
зок. Например,  высказыванию  « Если  давление  масла  на  шарик 
клапана  больше  усилия  его  пружины  (х^),  то  масло  открывает  кла- 
пан (х2)  и частично  перетекает  из  нагнетательной  полости  во  впуск- 
ную (х3)»  соответствует  формула  хх  -5-  х2х3. 

9.  Предикаты.  Обычно  высказывания  выражают  свойства  одного 
или  нескольких  объектов.  Содержательная  часть  высказывания 
играет  роль  определяющего  свойства  совокупности  объектов,  для 
которых  это  высказывание  истинно,  и называется  предикатом. 
Например,  высказывание  «Иванов  — отличник»  истинно  или  ложно 
в зависимости  от  оценок,  которые  имеет  данный  студент.  В то  же  вре- 
мя предикат  «х  отличник»  определяет  подмножество  отличников 
на  некотором  множестве  студентов  (группа,  курс,  факультет).  Под- 
ставив вместо  х фамилии  студентов,  получим  множество  высказы- 
ваний. Совокупность  истинных  высказываний  и будет  соответство- 
вать подмножеству  отличников. 

Предикат  представляет  собой  логическую  функцию  Р (х) , при- 
нимающую, как  и булевы  функции,  значение  0 или  1,  но  в отличие 
от  них,  значения  аргумента  х выбираются  из  некоторого  множества 
М объектов  (х  е М ).  В общем  случае  такая  функция  может  зави- 
сеть от  многих  аргументов  х1(  х2,  ...,  х„,  принимающих  значения  из 
одного  и того  же  или  различных  множеств.  Ее  записывают  Р(хх, 
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хъ  ....  хп)  и называют  п-местным  предикатом.  Например:  « х — чет- 
ное число»,  « х — компонент  цепи»  — одноместные  предикаты  Р (х)\ 
ѵс  брат  у »,  <а  меньше  у»  — двуместные  предикаты  Р(х,  у);  «х  и у — 
родители  г»,  <а  — сумма  у и г»  — трехместные  предикаты  Р(х, 
у,  г)  и т.  д.  Если  аргументы  хъ  х2 , ...,  хп  замещены  конкретными 
значениями  (объектами),  то  предикат  переходит  в высказывание, 
которое  рассматривают  как  О-местный  предикат. 

Так  как  предикаты  способны  принимать  только  значения  0 и 1, 
то  их,  как  и булевы  переменные,  можно  связывать  логическими 
операциями.  В результате  получаем  формулы,  определяющие  более 
сложные  предикаты.  Так,  если  Р(х)  означает  «х — инженер»,  а 
Я(х)  — «х  — сотрудник  нашего  отдела»,  то  Р(х)  Д 0(х)  = Р(х) 
есть  одноместный  предикат  «х  — инженер  и сотрудник  нашего 
отдела»  или  проще  «х  — инженер  нашего  отдела».  Очевидно,  если 
Р — множество  инженеров,  а С}  — множество  сотрудников  данного 
отдела,  то  этот  предикат  соответствует  пересечению  РГ)<2-  Таким 
образом,  имеет  место  тесная  связь  между  логикой  предикатов  и опе- 
рациями над  множествами. 

10.  Двоичная  арифметика.  В позиционной  системе  счисления 
с основанием  т любое  целое  неотрицательное  число  а записывается 
последовательностью  различных  цифр  ххх2  ...  хп,  что  означает 
а = ххтп~1  Д-  х2тп~2  Д ...  + хпт°.  Десятичная  система  исполь- 
зует цифры  0,  1,  ...,  9,  например:  2907  = 2 • 103  Д-  9 • ІО2  + 0 X 
X 10  Д-  7 • 10°.  Для  двоичной  системы  счисления  достаточно  двух 
цифр,  которые  обозначаются  0 и 1.  При  этом  последовательность 
ххх2  ...  хп  таких  цифр  является  записью  двоичного  п-разрядного 
числа  хх  ■ 2п~1  Д х2  2п~ 2 + ...  + хп  • 2 °. 

Перевод  целых  десятичных  чисел  в двоичные  осуществляется 
последовательным  делением  исходного  числа  и каждого  частного 
на  два.  Получаемые  при  этом  остатки  (0  или  1),  записанные  в обрат- 
ном порядке,  и дают  представление  десятичного  числа  в двоичной 
системе  счисления.  Например: 


Действительно,  проверяя  полученный  результат,  получаем 
1 • 24  + 1 • 23  + 0 • 22  + 1 • 21  + 0 • 2°  = 16  + 8 + 2 = 26. 

Дробное  число  переводится  в двоичную  систему  счисления  мето- 
дом последовательного  умножения  на  два.  При  этом  каждый  раз 
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после  запятой  двоичного  числа  записывается  0 или  1 соответственно 
целой  части  результата  умножения.  Последовательное  умножение 
продолжается  до  тех  пор,  пока  дробная  часть  не  обратится  в нуль 
или  пока  не  получим  требуемое  количество  двоичных  знаков  после 
запятой.  Например,  двоичное  представление  числа  0,3125  получа- 
ется следующим  образом: 


X 


0 


1 


0 


1 


0,3125 

2 

6250 

X 

2 

2500 

X 

2 

5000 

X 

2 

бббб 


0,3 1251о  = 0,01012. 


Проверка  полученного  результата  дает:  0 • 2-1  + 1 • 2~2 
+ 0.2-3  +1  . 2~4  = ± + 1 = ^ = 0,3125. 

Если  число  является  смешанным,  т.  е.  его  целая  и дробная  части 
отличны  от  нуля,  то  оно  переводится  в двоичную  систему  раздель- 
но: целая  часть  — последовательным  делением,  а дробная  — после- 
довательным умножением. 

Арифметические  операции  над  числами  сводятся  к операциям 
сложения  и умножения  одноразрядных  чисел.  В двоичной  системе 
счисления  умножение  задается  таблицей  конъюнкции:  0 • 0= 
= 0;  1 • 0 = 0;  0 • 1 = 0 и 1 •1  = 1.  Сложение  выполняется  по 
правилу:  0 4*  0 = 0;  14*0=1;  0-1-1  = 1 и 14-1=10  (10  — это 
двоичное  число,  соответствующее  десятичному  числу  2).  Операции 
над  двоичными  числами  выполняются  по  правилам,  аналогичным 
для  десятичных  чисел,  но  эти  правила  предельно  упрощаются 
(особенно  для  умножения).  Например,  десятичные  операции  41  4- 
4-  27  = 68  и 41  • 5 = 205  выглядят  следующим  образом: 


ѵ 101001 

101001  х 101 

11011  , ГоТооІ 

1000100  'г  101001  ' 

11001101 
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Как  видно,  умножение  двоичных  чисел  сводится  к сложению 
чисел,  образованных  сдвигом  влево  первого  сомножителя.  Пораз- 
рядное сложение  осуществляется  в соответствии  с таблицей 


X, 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

причем  в случае  хх  = л-2  = 1 образуется  единица  переноса  в стар- 
ший разряд.  Операция,  задаваемая  этой  таблицей,  называется 
слошнием  по  модулю  2.  Если  при  сложении  перенос  не  учитывается, 
то  эта  операция  вместе  с операцией  умножения  определяет  на  мно- 
жестве двоичных  чисел  арифметику  по  модулю  2. 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Подстановкой  в формулу  а\/Ь  переменных  запишите  новые  формулы 
и упростите  их,  если  это  возможно:  а)  а = ху,  6=  г;  б)  а — ху,  Ь = ху; 
в)  а = х,  Ь = ху;  г)  а — х,  Ь — ху\  д)  а = ху,  Ь = су<1,  с = хг,  А = уг. 

2.  Запишите  таблицы  соответствия  для  следующих  формул:  а)  хх; 
б)  ху\/х;  в)  (рѴ?)(рѴ?);  г)  *Ѵй- 

3.  Проверьте  с помощью  таблиц  соответствия  следующие  тождества: 

а)  хуу  = ху;  б)  х (х\/ у)  = х;  в)  х\/ху  = х\/у. 

4.  Постройте  переключательные  схемы  для  обеих  частей  приведенных 
ниже  тождеств  и убедитесь  в том,  что  эти  схемы  функционируют  одинаково: 

а)  ху\Гху\/ху  = у\/ху; 

б)  (х\/у)  (х\/г)  = х V уг; 

в)  хуг\/хуг\/ху  = х. 

5.  Упростите  следующие  формулы! 

а)  ~хуг\у  хуг\/ хуг\ 

б)  ху\/ г\/ ху\/_г  (гѵ  у х); 

в)  хугу хуг\/ хугу хуг; 

г)  (хуу)  (хуУ  г)У гУ (ху у)  (иуѵ). 

6.  Комитет,  состоящий  из  Трех  членов,  принимает  решения  большин- 
ством голосов.  Постройте  такую  схему,  чтобы  голосование  каждого  члена 
комитета  производилось  нажатием  своей  кнопки  и чтобы  лампочка  загора- 
лась, если  и только  если  решение  принято.  Какое  наименьшее  количество 
ключей  необходимо? 

7.  Постройте  схему  освещения  так,  чтобы  лампочка  могла  независимо 
включаться  и выключаться  двумя  выключателями. 
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8.  Преобразуйте  формулы  к такому  виду,  чтобы 
менялась  только  к логическим  переменным: 


операция  отрицания  при- 


а)  хуу'г;  б)  х (ху\/ уг\/ у\/ гѵ. 


__  9.  Убедитесь  с помощью  таблиц  соответствия  в спр_аведливости  выраже- 
ний для  -Импликации^  и эквиваленции:  а)  хх  ->-  хг  = х^ух2]  б)  х- ~ х = 

— х1  Х2\/ХХХ2  = (*,  \/Х2)  (Х-іУ  хг)\  в)  Л',  ~ х2  = (х,  -+■  Хг)  ( X , -+■  хх). 

10.  Постройте  переключательные  схемы  для  импликации  и эквивален- 
ции в соответствии  с тождествами,  приведенными  в задаче  9. 

11.  Запишите  формулу,  соответствующую  переключательной  схеме 
рис.  2э.  Упростите  эту  формулу  и постройте  более  простую  схему. 

12.  Постройте  переключательные 
схемы  по  формулам: 

а)  Си V '*2-^з2  (х^Ху У х^х^)і 

0)  (хх  (хгу  х3)  у Ху)  хх. 

13.  Из  простых  высказываний  хх— 
«испытания  проведены»  и х.г — «програм- 
ма выполнена»  образуйте  сложные  выска- 
зывания по  формулам:  а)  хху~х2,  б)  ххх2; 
в)  х*-+  г)  *2. 

14.  Запишите  формулы  для  следую- 
щих высказываний,  обозначив  буквами 

ч п входящие  в них  простые  высказывания: 

а)  Давление  падает  и система  не  работает. 

б)  Вычисления  выполнены  точно  или  конструкция  несовершенна. 

в)  Проект  разработал  Андрей  или  Петр,  а эксперимент  выполнил  Иван. 

г)  Ьсли  будет  хорошая  погода,  мы  отправимся  на  стадион  или  пойдем 
за  грибами. 

д)  Программа  может  быть  выполнена,  если  и только  если  материалы 
поступят  своевременно. 

е)  Если  я поеду  на  автобусе,  то  опоздаю  на  работу,  или  я воспользуюсь 
такси. 

ж)  Андрей  помогает  Петру  или  Петр  помогает  Андрею,  или  они  помо- 
гают друг  другу. 

15.  Запишите  формулу,  соответствующую  высказыванию:  «Программа 
удет  выполнена  тогда  и только  тогда,  когда  закончатся  испытания  и пока- 
затели будут  удовлетворительны;  если  программа  не  будет  выполнена,  со- 
трудники не  получат  премию  или  будут  пересмотрены  технические  условия». 

іо.  Даны  простые  высказывания:  хх  — «идет  дождь»,  — «очень 
жарко».  і 

а)  Запишите  формулу  сложного  высказывания  «Неверно,  что  идет 
дождь  и очень  жарко». 

б)  Преобразуйте  формулу  по  закону  де  Моргана  и составьте  соответ- 
ствующее высказывание. 

в)  Убедитесь  в тождественности  исходного  и преобразованного  выска- 
зыван  ии . 


Рис.  25.  Граф  переключательной 
схемы  к задаче  11. 


17.  Путешественник  остановился  у развилки  дорог,  ведущих  в пункты 
л и В,  и ему  нужно  выяснить,  в какой  именно  пункт  ведет  каждая  из  дорог. 
Находившиеся  у развилки  два  человека  заявили,  что  они  могут  ответить 
только  на  один  вопрос  и что  один  из  них  всегда  правдив,  а другой  лжец. 
Какой  вопрос  должен  задать  путешественник,  чтобы  в любом  случае  ответ 
на  него  содержал  необходимую  информацию? 

алге5ыРТогикиаДаЧУ  ПУТеМ  непосРедственных  рассуждений  без  применения 
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б)  Представьте  ситуацию  в виде  сложного  высказывания,  составлен- 
ного из  простых. 

в)  Запишите  соответствующую  формулу  и таблицу  соответствия. 

г)  По  таблице  соответствия  сформулируйте  искомый  вопрос. 

18.  Высказывание  является  логически  истинным,  если  соответствующая 
ему  формула  тождественно  равна  единице,  и логически  ложным,  если  фор- 
мула равна  нулю.  Определите  с помощью  таблиц  соответствия,  каким  выска- 
зываниям соответствуют  приведенные  ниже  формулы  (истинным, ^ложным  шли 
ни  тем  и не  другим);  а)  р ~ р;  б)  р -*■  р;  в)  (р\[ч)  ~ РЧ'<  г)  ( Р Ч)  (9  "*■  РУ 

д)  (р  ->?)  -►  р;  е)  ((р  ->  ч)  ч-  р)  -+  р;  ж)  р\/9  ~Р‘ 1 ■ 

19.  При  Хі  = 1;  хг  = 0;  хя  = 0 и — 1 найдите  значения  каждой  из  сле- 
дующих функций: 

а)  Х]\І Ху\І х^х 4, 

б)  Х]Х<^\]  х^{х-^\]  х^\!  х^{х<^\] 

в)  ХіЧ.  (Х2Ѵ*з)і 

г)  (х±ух2)  ~ *л; 

д)  хгхг-+  (хг  ~ х3у, 

е)  Х}Ху  ч*  (Хд  Ч-  Т 2-Ѵ  1 ) . 

20.  Пусть  X — множество  сотрудников  отдела  и на  этом  множестве  опре- 

делены относительно  переменной  х С X одноместные  предикаты  Р (х),  ф (х), 
Р (х),  означающие  соответственно:  х — занимается  спортом,  изучает  иностран- 
ный язык,  имеет  изобретения.  Расшифруйте  предикаты,  образованные  с по- 
мощью следующих  логических  операцию а)  Р(х)\/(2(х);  б)  Р (х)  Ч (х)', 

в)  Т(х)  <2(х)-Я  (х);  г)  (х)  ~ Я (х);  д)  Я (х)  ~ (<2  (х)\/ Я (х)). 

21.  Пусть  V — множество  вершин  и Е — множество  ребер  графа,  причем 
ребро  е € Е соединяет  вершины  х,  у <;  V.  Что  означают  предикаты  Р (х,  у), 
<3(е,  х,  у),  Я ( х , а)? 

22.  Каким  десятичным  числам  соответствуют  следующие  двоичные  чис- 
ла: а)  1011;  б)  1000110;  в)  110100111? 

23.  Переведите  в двоичную  систему  счисления  десятичные  числа:  а)  51; 
б)  64;  в)  125;  г)  1000. 

24.  Выполните  в двоичной  системе  следующие  операции  над  десятич- 
ными числами:  а)  21  + 37;  б)  31  + 105;  в)  25  ■ 8;  г)  (8+  19)11;  д)  24  8 

17.  Проверьте  полученные  результаты  в десятичной  системе. 

25.  Переведите  в двоичную  систему  счисления  с точностью  до  пяти  дво- 
ичных знаков  после  запятой  числа:  а)  0, 131;  б)  0,25;  в)  175,26. 

26  Дайте  обоснование  правил  перевода  десятичных  чисел  в двоичные. 

27.  Сложите  двоичные  числа  11001110  и 11010111  по  обычному  правилу 
и по  модулю  два.  Найдите  разность  полученных  результатов  и объясните 
ее  смысл. 


6.  ВЕРОЯТНОСТИ 

1.  Случайные  события.  Познание  закономерностей  объективного 
мира  позволяет  выявлять  связи  между  событиями  (или  явлениями) 
и условиями,  которые  определяют  их  появление.  Если  можно  ука- 
зать комплекс  условий,  при  каждой  реализации  которого  событие 
неизбежно  происходит,  то  это  событие  называется  достоверным. 
Событие,  которое  заведомо  не  может  произойти  при  реализации  дан- 
ного комплекса  условий,  называется  невозможным.  Очевидно, 
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невозможность  события  равносильна  достоверности  противополож- 
ного события. 

Однако  предсказать  с полной  определенностью  наступление  того 
или  иного  события^удается  далеко  не  всегда.  Это  связано  с тем,  что 
часто  указываемый  комплекс  условий  не  отражает  всей  совокуп- 
ности причинно-следственных  связей  между  явлениями.  Либо  вы- 
зывающие данное  событие  причины  еще  недостаточно  изучены,  либо 
учет  всей  совокупности  причин  настолько  сложен,  что  практически 
целесообразно  ограничить  комплекс  условий  наиболее  существен- 
ными и поддающимися  контролю.  Возникающая  при  этом  неопре- 
деленность является  признаком  случайных  событий. 

Случайное  событие  относительно  некоторого  комплекса  вполне 
определенных  условий  может  произойти,  а может  и не  произойти. 
Примеры  случайных  событий:  перегорание  лампочки  через  1000  ч 
работы,  попадание  в цель  при  обстреле  тремя  снарядами,  выпаде- 
ние пяти  очков  при  бросании  игральной  кости,  победа  киевского 
«Динамо»  в предстоящем  футбольном  чемпионате  и т.  п. 

2.  Вероятность.  Возможность  появления  случайного  события 
А при  реализации  комплекса  условий  5 оценивается  количественной 
мерой,  которая  называется  вероятностью  и обозначается  как 
'(АЗ)  или  короче  Р (А ) . Обычно  вероятность  достоверного  собы- 
тия принимается  равной  единице,  а невозможного  события  — 
нулю.  Тогда  для  любого  события  0 <:  Р(А)  < 1,  а вероятность  слу- 
чайного события  выражается  положительным  числом,  меньшим 
единицы. 

Интуитивно  ясно,  что  событие  тем  более  вероятно,  чем  чаще 
оно  происходит  в рассматриваемых  условиях.  Таким  образом,  ве- 
роятность Р(А/8)  непосредственно  связана  с частотой  появления 
события  А при  многократном  повторении  комплекса  условий  5 
С увеличением  числа  таких  повторений,  называемых  испытаниями, 
частота  все  более  точно  характеризует  значение  вероятности. 

Закономерности,  присущие  случайным  событиям,  имеют  массо- 
выи  характер  и называются  вероятностными  или  стохастическими. 
Они  играют  большую  роль  в науке  и технике  при  исследовании 
сложных  явлений,  проектировании  и планировании. 

Существует  много  различных  подходов  к определению  вероят- 
ности, которые  обычно  сводятся  к описанию  практических  приемов 
ее  вычисления.  Основные  из  них  рассматриваются  ниже. 

3.  Классическое  (комбинаторное)  определение.  Если  из  общего 
числа  п равновозможных  и несовместных  исходов  (случаев)  собы- 
тию А благоприятствуют  т исходов,  то  вероятность  события  А 


Например,  при  подбрасывании  монеты  возможны  два  исхода 

выпадение  герба  (Г)  и цифры  (Ц).  Эти  исходы  можно  считать  равно- 
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возможными  (никакой  из  них  не  имеет  преимуществе!  перед  другим) 
и несовместными  (они  не  могут  появиться  вместе)  Поэтому  вероят- 
ность выпадения  герба  равна  у.  Такая  же  вероятность  и выпадения 

цифры.  Полученный  результат  говорит  о том,  что  при  многократных 
подбрасываниях  монеты  примерно  в половине  случаев  выпадает 
герб,  причем  этот  результат  тем  ближе  к действительности,  чем 
больше  число  испытаний.  При  подбрасывании  двух  монет  число 
всех  исходов  равно  четырем  (ГГ,  ГЦ,  ЦГ,  ЦЦ(.  Вероятность  вы- 
падения двух  гербов  (как  и двух  цифр)  равна  но  герб  и цифра 

будут  появляться  с вероятностью  ~ = у,  поскольку  этому  собы- 
тию благоприятствуют  два  исхода  (ГЦ,  ЦГ). 

В более  сложных  случаях  для  подсчета  числа  исходов  исполь- 
зуются комбинаторные  методы.  Пусть,  например,  известно,  что 
в партии  из  г изделий  имеется  5 бракованных.  Найдем  вероятность 
того,  что  из  выбранных  наугад  ѵ изделий  а>  окажутся  бракованными 
(событие  А).  Общее  число  исходов  равно  количеству  сочетаний  из 
г изделий  по  ѵ,  т.  е.  С“.  Благоприятствующие  исходы  соответствуют 
сочетаниям  из  т бракованных  и ѵ — ш годных  изделий.  Так  как 
ш бракованных  изделий  можно  выбрать  С“’  различными  способами, 
а ѵ — ш годных  изделий  можно  выбрать  способами,  то  число 
исходов,  благоприятствующих  событию  А,  будет  и сле- 

довательно, 


Р(А)  = 


С*  С)'—. 


ш 

5 


С? 


Комбинаторное  определение  возникло  в самом  начале  развития 
теории  вероятностей  в связи  с изучением  шансов  на  выигрыш  в азарт- 
ных играх.  Оно  удобно  в тех  случаях,  когда  заведомо  применимо 
положение  о равновозможности  исходов  наблюдений  (подбрасы- 
вание монет  или  игральных  костей,  извлечение  шаров  из  урны  или 
карт  из  колоды,  случайная  выборка  объектов  из  некоторой  их 
совокупности  при  статистических  исследованиях,  распределения 
и взаимодействия  физических  частиц  и т.  п.).  В то  же  время  изложен- 
ный подход  нельзя  считать  определением  вероятности  в строгом 
смысле,  так  как  используемое  в нем  понятие  равновозможности  по 
существу  означает  равновероятность  (вероятность  определяется 
через  равновероятность).  Кроме  того,  он  оказывается  практически 
бесполезным,  если  неясно,  какие  исходы  следует  считать  равновоз- 
можными. 

4.  Статистическое  (частотное)  определение.  Статистический  под- 
ход основан  на  регистрации  появления  события  при  многократных 
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наблюдениях  в одинаковых  условиях.  Если  событие  А появляется 
в т исходах  наблюдений  из  их  общего  числа  п,  то  вероятность  этого 
события 


Р(А)  = Ііш 

П-+  оо 


т 

п 


Разумеется,  бесконечное  число  наблюдений  п можно  представить 
лишь  теоретически,  а на  практике  приходится  довольствоваться 
конечным  и часто  весьма  ограниченным  числом  наблюдений.  Полу- 
чаемое при  этом  значение  для  частоты  события  т/п  называют  ста- 
тистической вероятностью.  При  небольшом  числе  наблюдений 
частота  события  может  существенно  отклоняться  в различных  сериях 
экспериментов,  но  с увеличением  числа  наблюдений  она  все  более 
стабилизируется,  сосредоточиваясь  вблизи  истинного  значения 
вероятности.  Так,  никто  не  удивится,  если  при  десятикратных  бро- 
саниях монеты  герб  выпадает  3,  7 или  8 раз.  Но  если  бы  при  1000 
бросаний  герб  выпал  300,  700  или  800  раз,  то  это  заставило  бы 
полностью  пересмотреть  предположение  о равновозможности  выпа- 
дении герба  и цифры  или  искать  какой-то  скрытый  изъян  в прове- 
дении экспериментов  (известны,  например,  следующие  результа- 
ты выпадения  герба  в десяти  сериях,  каждая  из  которых  состояла 
из  1000  подбрасываний  монеты:  502,  511,  497,  529,  504  476  507 
528,  504,  529).  ..... 

Статистические  вероятности  широко  используют  на  практике. 
Например,  при  изучении  большого  числа  данных  установлено,  что 
частота  рождения  девочек  равна  0,482.  Если  известно,  что  из  10000 
конденсаторов  бракованных  оказалось  116,  то  в аналогичных  усло- 
виях следует  ожидать  появление  негодного  конденсатора  с вероят- 
ностью 0,0116  или  1,16%. 

5.  Множество  событий.  Совокупность  всех  возможных  исходов 
при  данном  комплексе  условий  образует  множество  элементарных 
событий.  Любое  событие  рассматривается  как  подмножество  этого 
основного  множества  (универсума). 

Например,  множество  всех  исходов  при  бросании  двух  играль- 
ных костей  содержит  6 • 6 — 36  элементов.  Каждый  из  них  пред- 
ставляет собой  упорядоченную  пару  (а,  Ь),  где  а и Ъ — числа  очков, 
выпавших  соответственно  при  бросании  первой  и второй  кости. 
Событию,  заключающемуся  в выпадании  дубля,  соответствует 
подмножество  А (дубль)  = {(1,1),  (2,2),  (3,3),  (4,4),  (5,5),  (6,6)}, 
а выпаданию  в сумме  меньше  шести  очков  — подмножество  В 
(меньше  6 очкон)  = {(1,1),  (1,2),  (1,3),  (1,4),  (2,1),  (2,2),  (2,3),  (3,1), 
(4,1)}. 

Выбор  трех  из  пяти  кандидатов  {а,  Ь,  с , й,  е\  имеет  С\  = 10 
исходов,  которые  и образуют  множество  элементарных  событий. 
Выбору  кандидата  а (среди  трех  кандидатов)  соответствует  событие 
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А (выбор  а)  — { (аЪс) , (аЪсІ) , ( аЬе ),  (ассі) , (асе),  (асіе)\,  выбору  кан- 
дидатов Ь и сі  — событие  В (выбор  Ь и к)  = {(аЬё),  ( Ъсё ),  (Ме)}, 
выбору  только  одного  из  кандидатов  Ь или  й (но  не  обоих  вместе)  — 
событие  С (выбор  или  Ь,  или  ё)  = ( аЪс ),  (аЬе),  (ассі),  ( аёе ),  ( Ьсе ), 
(сёе)}. 

6.  Несовместные  события.  События  Л и В называют  несовмест- 
ными, если  соответствующие  им  подмножества  не  пересекаются, 
т.  е.  А П В = 0 (например,  выпадение  при  бросании  двух 
игральных  костей  дубля  и нечетного  числа  очков).  Если  из  осу- 
ществления события  А неизбежно  следует  событие  В,  то  А является 
подмножеством  В,  т.  е.  А с;  В или  А [)  В = А (например,  из 
выпадения  дубля  следует  событие,  заключающееся  в выпадении 
четного  числа  очков).  Подобные  события  всегда  совместные. 

Событие,  заключающееся  в реализации  несовместных  событий 
А или  В,  соответствует  их  объединению  А Ц В или  дизъюнктивной 
сумме  А + В и его  вероятность  равна  сумме  вероятностей  Р (А) 
и Р(В),  т.  е. 

Р(А  + В)  = Р(А)  + Р(В). 

Действительно,  если  тА  и тв  — числа  исходов,  благоприят- 
ствующих событиям  Л и В,  то  появлению  события  Л или  В будет 
благоприятствовать  тА  + тв  исходов  из  общего  числа  п исходов, 
поэтому 

„ . „ тА-\~тй  тп 

Р(А  + В)=-Лп  + -7р  = Я(Л)  + Я(В). 

Этот  вывод  естественно  обобщается  на  любое  число  несовмест- 
ных событий,  т.  е. 

Р(Аі  + А2  + ...  + Ап)  = Р(А1)  + Р(А2)  + ...  + Р(Ап). 

Если  объединение  попарно  несовместных  событий  составляет 
основное  множество,  то  появление  одного  из  них  является  достовер- 
ным событием,  т.  е.  Р(Аг  I)  Л2  Ы ...  [)  Л„)  = Р(Аг  + Л2  + 
+ ...  + Л„)  = 1.  Говорят,  что  такие  события  образуют  полную 
систему  событий,  а их  вероятности  удовлетворяют  нормирующему 
условию 

Р(А 0 + Р(Аг)  + ...  + Р(Ап)  - 1. 

В частности,  Р(А  II  А)  = Р(А)  + Р(А)  = 1,  откуда  следует 
выражение  для  вероятности  противоположного  события 

Р(А)  = 1 — Р(А). 

Например,  при  бросании  двух  игральных  костей  полную  си- 
стему образуют  несовместные  события:  выпадение  меньше  четырех 
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очков  (Л),  выпадение  четырех  или  пяти  очков  (В)  и выпадение  боль- 
ше пяти  очков  (С).  Число  благоприятствующих  им  элементарных 
событий  тА  = 3,  тв  = 7 и тс  = 26,  следовательно,  имеем: 


Р(А)  = А = 

ѵ ' 36  12  * 


р /п\  26 13. 

^ ’ 36  18  ’ 


Р(А)  + Р(В)  + Р(С)  = 


1 , 1 , ]3_  , 
12  _г  36  ~ 18  ' 


7.  Независимые  события.  События  Л и В называются  независи- 
мыми, если  вероятность  одного  из  них  не  зависит  от  исхода  другого. 
Так,  число  выпавших  очков  при  каждом  бросании  игральной 
кости  не  зависит  от  результатов  предыдущих  испытаний.  Вероят- 
ность вынуть  белый  шар  из  урны,  в которой  находится  несколько 
белых  и черных  шаров,  не  зависит  от  цвета  шара,  вынутого  в пре- 
дыдущем испытании,  если  каждый  раз  он  возвращается  в урну. 
Однако  если  ранее  вынутый  шар  не  возвращается, то  эта  вероят- 
ность изменяется  после  каждого  испытания  и,  следовательно,  ве- 
роятность его  исхода  будет  зависеть  от  предыдущего  исхода.  Пусть, 
например,  в урне  находится  2 белых  и 3 черных  шара.  Вероятность 

вынуть  белый  шар  до  испытания  равна  а после  него  она  стано- 
вится равной  если  был  вынут  белый  шар,  и если  был  вынут 
черный  шар. 

Событие,  заключающееся  в реализации  как  события  Л,  так  и со- 
бытия В,  соответствует  пересечению  множеств,  и его  вероятность  при 
независимости  событий  Л и В равна  произведению  их  вероятностей, 
т.  е. 


Р(Л  ПВ)  = Р(Л)Р(В). 

Это  соотношение  можно  доказать  на  основе  классического  опре- 
деления вероятности  (3).  Пусть  Р(А)  = Ді  и Р(В)  = Если 

события  Л и В независимы,  то  при  каждом  из  т1  исходов,  благо- 
приятствующих событию  Л,  будет  также  т2  исходов,  благоприят- 
ствующих событию  В.  Значит,  число  исходов,  благоприятствую- 
щих свершению  как  события  Л,  так  и события  В,  будет  тртг. 
Аналогично  выводим,  что  общее  число  возможных  исходов  равно 
пріг.  Поэтому 


Р(А  П В)  = 


т,/п2 

пупг 


гпі  т,. 

пі  ' «7 


Р (Л)  Р (В). 


Для  нескольких  независимых  событий  формула  принимает  вид: 

Р(А  1 Л Л2  П ...  Л Ап)  = Р(Л1)Р(Л2)...Р(ЛД. 

Пусть,  например,  устройство  состоит  из  трех  блоков,  вероятнос- 
ти безотказной  работы  которых  в течение  времени  і равны  соответ- 
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ственно  Р(ЛХ)  = 0,7;  Р(Л2)  = 0,8  и Р(А3)  = 0,9.  Отказ  в работе 
хотя  бы  одного  из  блоков  приводит  к отказу  всего  устройства,  причем 
отказы  блоков  происходят  независимо.  Тогда  вероятность  безот- 
казной работы  устройства  Р(А)  — Р(А1)Р(Аі)Р(Аа)  — 0,7  • 0,8  X 
X 0,9  = 0,504.  ' 

8.  Условная  вероятность.  Если  события  А и В зависимы,  то  как 
указывалось  в (7),  после  наступления  одного  из  них,  например  А, 
вероятность  другого  будет  отличаться  от  его  вероятности  Р(В), 
вычисленной  без  учета  наступления  события  А . Вероятность  собы- 
тия В при  условии,  что  уже  произошло  событие  А,  называют  услов- 
ной вероятностью  и обозначают  через  Ра(В)  или  Р(В/А).  Поэтому 
формула  для  вероятности  одновременного  наступления  двух  зави- 
симых событий  должна  быть  записана  в виде: 

Р(А  П В)  = Р(А)Ра(В). 


Например,  вероятность  вынуть  два  белых  шара  из  урны, в кото- 
рой находятся  2 белых  и 3 черных  шара  (предполагается,  что  выну- 
тый шар  не  возвращается  в урну)  равна  произведению  вероятности 
вынуть  белый  шар  первый  раз  (событие  А)  на  вероятность  вынуть 
белый  шар  второй  раз  (событие  В)  при  условии,  что  первым  был 

белый  шар  (произошло  событие  А ),  т.  е.  Р(А  П В)  — у • 

Если  вынутый  шар  возвращается  в урну,  то  Л и В независимы  и 
Р(А  П В)  = у • у = ^7.  Из  приведенной  выше  формулы  следует 


выражение 


Рл(В)  = 


Р (А  П В) 
Р(А)  ’ 


которое  часто  рассматривается  как  определение  условной  вероят- 
ности, если  каким-либо  способом  определены  Р(А  П В)  и Р(А). 
Ясно,  что  для  независимых  событий  Ра(В)  совпадает  с Р(В). 

Вероятность  одновременного  наступления  нескольких  зависи- 
мых событий  выражается  формулой 


Р(АѴ  А2 


Л„)  — Р (Л]}  Р а,  (Лг)  РАіЛ2  (Аі)  •••  Р АіАг...Ап—\  (А>)> 


которая  получается  по  индукции  из  формулы  для  двух  событий. 
Здесь  РаіА,...  у»  (Л,)  — условная  вероятность  события  Л,-,  вычис- 
ленная при  условии,  что  произошли  события  Аи  Аг,  ...,  Л і — 1 . 

9.  Объединение  событий.  Простая  формула  для  вероятности 
появления  одного  из  несовместных  событий  (6)  нуждается  в обобще- 
нии, если  события  совместны.  Пусть  из  п равновозможных  исходов 
событию  Л благоприятствуют  тА  исходов,  а событию  В — тв  ис- 
ходов. Так  как  множества  совместных  событий  пересекаются,  то 
сумма  тА+тв,  кроме  исходов,  благоприятствующих  появлению 
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одного  из  событий  А или  В,  дважды  учитывает  тАВ  исходов,  благо- 
приятствующих одновременному  появлению  А и В.  Поэтому  из 
общего  числа  исходов  п появлению  событий  А или  В (или  обоих 
вместе)  будут  благоприятствовать  тА  + тв  — тАд  исходов,  на 
основании  чего  имеем  ' 

Р (А  \ \ В)  = ПІА  + тв  ~ ІПав  -Па  і тв  тлв 

= Р(А)  + Р(В)-Р(А  П В). 

Эта  формула  получена  без  каких-либо  ограничений  относительно 
характера  событий  А и В: 
для  зависимых  событий 

Р(А  иВ)  = Р(А)  + Р(В)  - Р(А)Ра(В), 

для  независимых  событий 

Р(А  []  В)  — Р(А)  + Р(В)  — Р(А)Р(В). 

10.  Независимость  и несовместность.  При  использовании  при- 
веденных соотношений  необходимо  четко  понимать  смысл  таких 
свойств  событий,  как  независимость  и несовместность.  Условиями 
независимости  событий  можно  рассматривать  каждое  из  соотноше- 
ний 

Р(А  П В)  = Р(А)Р(В);  РА(В)  = Р(В). 

Так,  при  бросании  двух  игральных  костей  вероятности  событий 
А (дубль)  и В (меньше  6 очков)  равны  соответственно  Р{А)  = 

= 36  = ~6  и = 36  1=5  ’ІБ  ‘ Одновременному  появлению  этих 
событий  соответствует  подмножество  А р В — {(1,1),  (2,2)},  и его 
вероятность  Р(А  Г)  В)  = ^ ^ . Так  как  Р(А  Г)  В)  Ф Р(А)Р(В), 

то  рассматриваемые  события  являются  зависимыми.  С другой 
стороны,  событие  В при  условии  наступления  события  А определя- 
ется как  подмножество  {(1,1),  (2,2))  основного  множества  {(1,1), 

(2,2),  (3,3),  (4,4),  (5,5),  (6,6)},  и РА(В)  = т.  е.  не  совпадает 

5 

с Р(В)  = — . По  соответствующим  формулам  имеем: 

Р(А  П В)  = Р(Л)Р/,(В)=|.1  = І; 

Р(А  II  В)  = Р(А)  + Р(В)-Р(А)Ра(В)=*- І + = 

Очевидно,  те  же  результаты  получим,  если  примем  В в качестве 
дополнительного  условия  для  А.  Так  как  множество  {(1,1),  (1,2), 
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(1,3),  (1,4),  (2,1),  (2,2),  (2,3),  (3,1),  (3,2),  (4,1)},  соответствующее 
событию  В,  служит  основным  для  события  Л,  то 

рв  (А)  = То  = Т ’ 

и,  следовательно,  получаем: 

Р(ЛПЙ)=Р(В)/5в(Л)  = ^{=іІ; 

Р(А  II  В)  = Р(А)  +Р(В)  — Р (В)  Рв(Л)  = у + -^  — ^*Т  = Т8- 

Общее  условие  несовместности  событий  выражается  как 

Р(А[}В)  = 0, 

что  соответствует  А П В = 0.  Так,  в рассматриваемом  примере 
д р|  в = ((1,1),  (2,2)}  ф 0,  следовательно,  события  А и В сов- 
местны. 

Независимые  события  А и В при  ненулевых  вероятностях  Ру™) 
и Р(В)  всегда  совместны.  Действительно,  из  соотношения  Р(А  П 
0 В)  = Р(А)Р(В)  имеем  Р(Л  П В)  ф 0,  а значит,  и А 0 В >ф  0, 
что  свидетельствует  о совместности  независимых  событий.  Однако 
совместность  событий  не  обязательно  влечет  их  независимость  Из 
условия  А Г)  В Ф 0 при  Р(А)  Ф 0 следует  лишь,  что  Р(А  П В)  Ф 
Ф 0 и условная  вероятность  РА(В ) Ф 0.  Но  может  иметь  место 
неравенство  РА(В)  = Р(В),  что  означает  зависимость  рассматривае- 
мых совместных  событий. 

Зависимые  события  А и В при  ненулевых  вероятностях  Р{А) 
и Р(В)  могут  быть  как  совместными,  так  и несовместными.  В первом 
случае  А П В ф 0 , и поэтому  условные  вероятности  Р А(В)  и 
Р (Л)  не  равны  нулю,  т.  е.  одно  из  событий  может  наступить  при 
условии,  что  произошло  другое  событие.  Во  втором  случае  А П В = 
= 0 следовательно,  условные  вероятности  зависимых  и несовмест- 
ных событий  РА(В)  = РВ(А)  = 0.  Это  значит,  что  при  наступлении 
события  А событие  В произойти  уже  не  может,  а при  наступлении 
события  В не  может  произойти  событие  Л.  В то  же  время  из  несов- 
местности событий  (Л  П В = 0)  следует  их  зависимость  что  вы р а- 
жается  равенством  нулю  условных  вероятностей  Р А\В)  и 
Иначе  говоря,  если  события  Л и В несовместны,  то  при  наступлении 
одного  из  них  другое  произойти  не  может,  т.  е.  несовместные  собы- 
тия не  могут  быть  независимыми. 

Несовместность  совокупности  событий  А1г  Л2,  . Ап  след>ет 
из  их  попарной  несовместности,  т.  е.  из  условия 

Аі  П Л/  = 0 (і,  і = 1,2,  ...,  п\  і ф /). 
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Однако  полная  независимость  совокупности  событий,  вообще 
говоря,  еще  не  определяется  их  попарной  независимостью  Кроме 
условий 

РѴ'ПА,)  = Р{Аі)Р(Аі)  (і,  і = 1,  2,  ...,  п-  і Ф /), 

должны  выполняться  также  аналогичные  условия  для  любых  соче- 
таний^ 3,  4,  ...,  п событий.  Например,  для  трех  событий  условие 
полной  независимости  выражается  системой  соотношений: 

Р(А1Г\АІ)  = РІА^РІА,)- 
РіА^А,)  = РІА^РІА,)- 
Р(А2ПА3)  = Р(А,)Р(А3); 

Р(А1ПА2Г\А3)  = Р(А1)Р(АІ)Р(А3). 

Невыполнение  хотя  бы  одного  из  этих  соотношений  свидетель- 
ствовало бы  о том,  что  события  А ь А 2 и А 3 в совокупности  зависимы. 
На  практике,  однако,  попарная  независимость  обычно  влечет  за 
собой  и независимость  в совокупности. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Какова  вероятность  угадать  все  шесть  номеров  (из  49)  в спортлото? 

2.  Из  урны,  содержащей  8 белых  и 12  черных  шаров,  вынимают  один 
шар.  Какова  вероятность  того,  что  он  будет  белым;  что  он  будет  черным? 

3.  Найдите  на  основе  рассмотрения  множества  событий  при  бросании 
двух  игральных  костей  (каждая  кость  имеет  шесть  равноправных  граней 
пронумерованных  от  1 до  6)  вероятности  следующих  событий: 

а)  на  одной  кости  четыре  очка,  а на  другой  — меньше  четырех; 

б)  на  одной  кости  число  очков  вдвое  больше,  чем  на  другой; 

в)  сумма  очков  меньше  пяти; 

г)  сумма  очков  больше  восьми. 

4.  Какова^  вероятность  открыть  замок  автоматической  камеры  хране- 
ния при  случайном  наборе  цифр  (замок  открывается  только  при  определен- 
ных значениях  четырех  десятичных  цифр)? 

5.  Оцените  вероятность  того,  что  в группе  из  23  студентов,  по  крайней 
мере,  у двух  студентов  дни  рождения  совпадают. 

6. ^  Партия  из  10  телевизоров  принимается  в магазине  при  условии,  что 
случайно  выбранные  два  из  них  окажутся  исправными.  Какова  вероятность 
того,  что  магазин  примет  партию,  содержащую  4 неисправных  телевизора? 

. Два  стрелка  производят  по  одному  выстрелу,  причем  вероятности 
попадания  в цель  для  них  равны  соответственно  0,8  и 0,9.  Найдите  вероят- 
ность поражения  цели  обоими  стрелками  и вероятность  поражения  цели 
хотя  бы  одним  из  них. 

8.  Исследуйте  на  независимость  события  А и В при  следующих  испы- 
таниях: 

а)  из  колоды  в 52  карты  выбирают  одну:  А — «туз»;  В — «бубна»; 

б)  бросают  две  игральные  кости:  А — «одно  очко  на  первой  кости»;  В — • 
«четное  число  очков  на  второй  кости»; 

в)  бросают  три  монеты:  А — «выпало  два  герба»;  В — «выпало  три 

герба».  г 
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9.  Исследуйте  на  несовместность  события  Л и В при  бросании  играль- 
ной кости,  если: 

а)  Л — «четыре  очка»;  В — «четное  число  очков»; 

б)  Л — «четное  число  очков»;  В — «нечетное  число  очков». 

10.  Пять  карточек,  помеченные  цифрами  от  1 до  5,  тщательно  перетасо- 
вывают. Какова  вероятность  того,  что: 

а)  трехзначное  число,  определяемое  номерами  трех  извлеченных  наугад 
карточек,  окажется  четным; 

б)  при  случайной  раскладке  всех  карт  на  пять  мест  с номерами  от  1 до 
5 ни  одна  карточка  не  займет  места,  отмеченного  ее  номером; 

в)  при  поочередном  выборе  всех  карточек  их  номера  будут  появляться 
в возрастающем  порядке. 

11.  Из  30  выстрелов  по  цели  отмечено  25  попаданий.  Найти  относитель- 
ную частоту  попаданий  в цель. 


Литература 


Великолепный  обзор  основных  идей  и методов  современной  математики 
дан  в трехтомной  монографии  «Математика,  ее  содержание,  методы  и значе- 
ние», написанной  выдающимися  советскими  математиками  и вышедшей 
в издательстве  АН  СССР  в 1956  г.  под  ред.  академиков  А.  Д.  Александрова, 
А.  Н.  Колмогорова  и М.  А.  Лаврентьева.  Эта  книга  является,  пожалуй, 
лучшим  образцом  сочетания  глубины,  строгости  и доступности  изложения. 
Можно  только  пожалеть,  что  изданная  сравнительно  небольшим  тиражом 
она  стала  библиографической  редкостью. 

Аналогичным  по  содержанию,  но  более  популярным  и кратким  является 
сборник  статей  видных  американских  ученых  «Математика  в современном 
мире»  (М.,  «Мир»,  1967).  Обращают  на  себя  внимание  прекрасно  выполненные 
иллюстрации,  которые  помогают  уяснить  смысл  сложных  математических 
понятий.  Живо  и доступно  написана  книга  Дж.  Кемени,  Дж. Снелла  и 
Дж.  Томпсона  «Введение  в конечную  математику»  (М.,  Изд.  иностр.  лит., 
1963),  в которой  изложение  идей  и методов  современной  математики  пере- 
плетается с большим  количеством  примеров  из  жизни,  техники,  экономики, 
биологии.  Большое  удовольствие  может  доставить  читателю  увлекательная 
и остроумная  книга  У.  У.  Сойера  «Прелюдия  к математике»  (М.,  «Просвеще- 
ние», 1965),  которая  аннотирована  автором  как  «рассказ  о некоторых  любо- 
пытных и удивительных  областях  математики  с предварительным  анализом 
математического  склада  ума  и целей  математики». 

Интересна  и полезна  для  инженеров  книга  французских  математиков 
Р.  Фора,  А.  Кофмана  и М.  Дени-Папена  «Современная  математика»  (М., 
«Мир»,  1966).  По  словам  акад.  А.  Н.  Колмогорова,  под  редакцией  которого 
издан  перевод  этой  книги,  особенно  ценной  в ней  является  «достаточно  строй- 
ная и в то  же  время  простая  система  основных  понятий».  Сами  авторы  пред- 
ставляют ее  как  справочник  по  современной  математике.  Специально  на  ин- 
женеров рассчитаны  книга  Т.  Кармана  и М.  Био  «Математические  методы 
в инженерном  деле»  (М.,  Гостехиздат,  1946),  коллективная  работа  под  ред. 
Э.  Ф.  Беккенбаха  «Современная  математика  для  инженеров»  (М.,  Изд.  иностр. 
лит.,  1958),  А.  Анго  «Математика  для  электро-  и радиоинженеров»  (М., 
«Наука»,  1965).  Математические  теории  и методы  в этих  книгах  рассматрива- 
ются в тесной  связи  с конкретными  прикладными  задачами. 

Имеется  много  фундаментальных  монографий,  содержание  которых 
выходит  за  пределы  программы  высших  технических  учебных  заведений  по 
математике,  но  весьма  полезных  для  инженеров.  Среди  них,  прежде  всего, 
необходимо  назвать  вышедший  многими  изданиями  пятитомный  «Курс  выс- 
шей математики»  В.  И.  Смирнова.  Следует  также  обратить  внимание  на 
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«Методы  математической  фи- 


трехтомное  пособие  Г.  Джеффриса  и Б.  Свирлс 
зики»  (М.,  «Мир»,  1969/70). 

Иэ  общих  курсов  прикладной  математики  можно  указать:  Я.  Б Зель- 
1070ь’вА'АДиМышКИг  «Элементы  прикладной  математики»  (М  , «Наука» 
),  . . Иванов,  Б.  К.  Чемоданов,  В.  С.  Медведев  «Математические  ос- 

новы  теории  автоматического  регулирования»  (М.,  «Высшая  школа»,  1971)- 
. Большаков,  Л.  С.  Гуткин,  Б.  Р.  Левин,  Р.  Л.  Стратонович  «Математи- 
ческие  основы  современной  радиоэлектроники»  (М.,  «Советское  радио»,  1968)- 
і.і.  Марков,  Ь.  Н.  Васильев  «Математические  методы  прикладной  электро-’ 
динамики»  (М.,  «Советское  радио»,  1970);  Ю.  М.  Коршунов  «Математические 
основы  кибернетики»  (М„  «Энергия»,  1972);  В.  Г.  Лапа  «Математические  ос- 
новы кибернетики»  (Киев,  «Вища  школа»,  1971);  Н.  Бейли  «Математика  в био- 
логии и медицине»  (М.,  «Мир»,  1970). 

Вопросы  математического  образования  инженеров  в современных  усло- 
виях обсуждаются  в сборнике  статей  видных  советских  математиков  «Матема- 
тическое образование  сегодня»  (М.,  «Знание»,  1974). 

Среди  справочников,  пожалуй,  наиболее  близок  к современным  потреб- 
ностям инженера  «Справочник  по  математике  для  научных  работников  и ин- 
женеров» Г.  Корна  и Т.  Корн  (М.,  «Наука»,  1968).  Он  широко  охватывает  мате- 
риал классических  и новых  разделов  математики,  являющихся  необходимым 
орудием  для  инженеров-исследователей.  Много  внимания  уделяется  связи 
рассматриваемых  математических  вопросов  с прикладными  задачами.  Разу- 
меется,  не  нуждаются  в рекомендации  «Справочник  по  высшей  математике» 
М.  Я.  Выгодского  и «Справочник  по  математике»  И.  Н.  Бронштейна  и К.  А. 
Семендяева,  выдержавшие  по  несколько  изданий  и широко  используемые 
инженерами  и учащимися. 


Глава  2 


МНОЖЕСТВА 


Элементами  множеств  могут  быть  самые 
разнообразные  предметы : буквы,  атомы,  числа, 
функции,  точки,  углы  и т.  д.  Отсюда  с са- 
мого начала  ясна  чрезвычайная  широта  теории 
множеств  и ее  приложимость  к очень  многим 
областям  знания. 

Н.  Н.  Лузин 


Одной  из  характерных  черт  современной  математики  и ее  при- 
ложений является  господство  теоретико-множественной  точки  зре- 
ния. Язык  теории  множеств,  включающий  большое  число  различных 
понятий  и связей  между  ними,  все  глубже  проникает  в техническую 
литературу.  Поэтому  инженер  должен  понимать  этот  язык  и уметь 
им  пользоваться. 

Алгебраические  операции  над  множествами  и их  свойства  изла- 
гаются с применением  кругов  Эйлера  и диаграмм  Венна,  а бинар- 
ные отношения  иллюстрируются  на  матрицах  и графах.  Благодаря 
этому  основные  понятия  теории  множеств  получают  наглядное 
представление  в привычной  для  инженера  графической  или  таблич- 
ной форме. 

Центральное  место  в этой  главе  занимает  теория  отношений, 
которая  оказалась  простым  и удобным  аппаратом  для  самых  разно- 
образных задач.  На  ее  основе  обобщается  понятие  функции,  при- 
менимое не  только  к числовым  множествам,  но  и к множествам  объек- 
тов любой  природы.  Особо  выделяются  три  типа  бинарных  отноше- 
ний: эквивалентность,  упорядоченность  и толерантность,  которые 
наиболее  часто  встречаются  в практике. 

Большое  значение  в математике  имеют  отношения,  называемые 
законами  композиции,  которые  ставят  в соответствие  паре  каких- 
либо  элементов  третий  элемент  из  одного  и того  же  или  из  различных 
множеств.  Определяя  на  некотором  множестве  один  или  два  таких 
закона  и наделяя  их  некоторыми  свойствами,  получаем  различные 
алгебраические  системы:  группы,  кольца,  поля,  тела  и т.  д.  Эти 
и подобные  им  абстрактные  понятия  являются  обобщениями  самых 
разнообразных  объектов  исследования  как  в самой  математике, 
так  и в специальных  областях  науки  и техники.  В качестве  примеров 
рассматриваются  наиболее  интересные  с прикладной  точки  зрения 
алгебраические  системы  (группы  подстановок,  кольцо  многочленов, 
тело  кватернионов,  поле  комплексных  чисел  и др.). 
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Результатом  далеко  идущих  обобщений  обычного  трехмерного 
пространства  явилось  понятие  абстрактного  пространства,  которое 
в самом  общем  виде  определяется  как  некоторое  множество  с задан- 
ными на  нем  отношениями  или  законами  композиции.  Конкретиза- 
ция множеств,  свойств  отношений  и законов  композиции  приводит 
к различным  типам  пространств:  метрическим  и топологическим 
линейным  и евклидовым  и т.  д. 

В заключительном  параграфе  настоящей  главы  излагаются  ос- 
новные понятия  и методы  комбинаторики.  Не  основная  задача 
состоит  в исследовании  расположения,  упорядочения  или  выборки 
элементов  конечных  множеств  в соответствии  со  специальными  пра- 
вилами и нахождении  числа  способов,  которыми  это  может  быть 
сделано.  Комбинаторные  методы  находят  все  более  широкое  приме- 
нение в инженерном  деле,  например,  при  решении  транспортных 
задач,  составлении  расписаний,  планировании  производства,  орга- 
низации снабжения  и сбыта,  статистических  методах  контроля, 
составлении  и декодировании  шифров  для  передачи  сообщений 
и т.  п. 

Восприятие  и использование  абстрактного  языка  теории  мно- 
жеств и других  разделов  современной  математики  позволяют  объ- 
единять и исследовать  сединых  позиций  такие  понятия  и явления, 
которые  ранее  казались  далекими  и различными.  При  этом  важно 
уметь  применять  к реальным  явлениям  те  математические  понятия 
и методы,  которые  наиболее  близки  к ним,  и научиться  за  общими 
абстрактными  понятиями  видеть  конкретные  образы  окружающего 


1.  АЛГЕБРА  МНОЖЕСТВ 

1.  Свойства  операций  над  множествами.  Операции  над  мно- 
жествами, сформулированные  в (1.  2.  7),  как  и операции  над  чис- 
лами, обладают  некоторыми  свойствами  (табл.  1).  Эти  свойства 
выражаются  совокупностью  тождеств,  справедливых  независимо  от 
конкретного  содержания  входящих  в них  множеств,  являющихся 
подмножествами  некоторого  универсума  ІІ. 

Тождества  (Іа)— (За)  выражают  соответственно  коммутатив- 
ный, ассоциативный  и дистрибутивный  законы  для  объединения, 
а тождества  ( 1 б) — (3  б)  — те  же  законы  для  пересечения.  Соотно- 
шения (4  а) — (7  а)  определяют  свойства  пустого  множества  0 и 

универсума  (7  относительно  объединения,  а соотношения  (4  б) 

(7  б)  — относительно  пересечения. 

Выражения  (8  а)  и (8  б),  называемые  законами  идемпотент- 
ности, позволяют  записывать  формулы  с множествами  без  коэффи- 
циентов и показателей  степени.  Зависимости  (9  а)  и (9  б)  представ- 
ляют законы  поглощения,  а (10  а)  и (10  б)  — теоремы  де  Моргана. 
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Таблица  1 

Основные  свойства  операций  над  множествами 


іб)  А[\в=в[\А 

2б)  ЛП(ВП0=(ЛПВ)ПС 

36)  лп(вис)=(Лпв)[](ЛГ)С) 

46)  л п и=А 

56)  ЛПЛ=0 

66)  ЛП0=0 

76)  (7=0 

86)  ЛПЛ=Л 

96)  ЛПМІ|В)=Л 


Іа)  Л и В = В Л 

2а)  лу  (в  и с)  = (л  и в)  и с 

За)  Ли(ВПС)=(ЛиВ)ПМІ!С) 
4а)  Ли  0=Л 
5а)  ЛиЛ=(/ 

6а)  Ли(У=(/ 

7а)  0=(У 

8а)  ЛиЛ=Л 

9а)  Ли(ЛПВ)=Л 


юб)  лпв=лив 


10а)  А[)В=А[)В 


11)  если  АЦВ=Ц  и ЛГ)В=0,тоВ=Л 

12)  Л=(7\Л 

13)  3=Л 

14)  л\в=лпв 

15)  л+в=(Л  п В)  щЛП  В) 

16)  л+в=в+л 

17)  (Л+В)+С=Л+(В+С) 

18)  Л+0  = 0 + Л=Л 


19)  ЛсВ,  если  и только  если  Л(")В=Л  или  А[)В=В  или  Л[~|В=0 

20)  Л=В,  если  и только  если  (Л["}В)и(ЛГ|В)=0 


Соотношения  (11) — (20)  отражают  свойства  дополнения,  раз- 
ности, дизъюнктивной  суммы,  включения  и равенства. 

2.  Принцип  двойственности.  Первые  десять  свойств  в табл.  1 
представлены  парами  двойственных  ( дуальных ) соотношений,  одно 
из  которых  получается  заменой  в другом  символов:  [1  на  П и П на 
и , а также  0 на  (У  и (Уна  0,  Соответствующие  пары  символов 
П и 0,  (У  называются  двойственными  ( дуальными ) символами. 

При  замене  в любой  теореме  входящих  в нее  символов  дуальны- 
ми получим  новое  предложение,  которое  также  является  теоремой 
( принцип  двойственности  или  дуальности) . Тождества  (11)  и (12)  не 
изменяются  при  замене  символов  дуальными,  поэтому  их  называют 
самодвойственными. 

Принцип  дуальности  можно  распространить  на  разность  и дизъ- 
юнктивную сумму,  если  использовать  тождества  (14)  и (15).  Анало- 
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гично  в соответствии  с соотношением  (19)  можно  заменить  Л с:  В на 

_ П б = Л или  А[]В  = В.  Но  поскольку  дуальным  Л (")  В = 
— - Л есть  Л и В = А , то  дуальным  Л си  В следует  считать  В си  Л 
Поэтому,  расширяя  принцип  дуальности  на  выражения,  в которые 
входит  символ  включения,  необходимо  при  переходе  к дуальному 
выражению  все  знаки  е заменить  на  е и обратно. 

3.  Метод  доказательства.  Доказательство  тождеств  (табл  1) 
основано  на  отношении  принадлежности.  Чтобы  убедиться,  напри- 
мер, в справедливости  тождества  (3  а),  положим  х 6 Л|/(ВГ|С) 
тогда  х 6 Л или  хе  В[)С.  Если  х е А,  то  х принадлежит  объе- 
динению Л с любым  множеством,  т.  е.  х $ А{]  В и х $ А{)  С 
следовательно,  х есть  элемент  пересечения  множеств  А II В и 
Л I)  с>  т-  е.  х е (Л  В)  П (Л  С).  Если  х е В р С,  тохеВихеС, 
следовательно,  х $ А\]  В ихе  Л (Л  С,  т.  е.  ив  этом  случае  х есть 
элемент  пересечения  тех  же  множеств.  Таким  образом,  доказано 
^ СІ  (В  П С)  си  (А  и В)  Г|  {А{]  С).  Аналогично  доказывается  и со- 
отношение  Л (_|  (В  |~|  С)  гэ  (Л  1_|  В)  р (Л  (_)  С).  В соответствии  с оп- 
Ре_  равенства  множеств  приходим  к требуемому  тождеству 

Важно  отметить,  что  любая  теорема  алгебры  множеств  и в 
частности,  соотношения,  приведенные  в табл.  1,  выводимы’ из 
первых  пяти  свойств,  которые  в свою  очередь  доказываются  только 


в терминах  отношения  принадлежности.  Это  можно  рассматривать 
как  иллюстрацию  аксиоматического  подхода  к алгебре  множеств. 
Например,  соотношение  (8  а)  доказывается  следующими  преобра- 
зованиями с использованием  тождеств  (4  б),  (5  а),  (3  а),  (5  б)  и (4  а): 

А Г А)  ^ и = [А[]  А)  П (Л  У Л)  = Л (Л  П Л)  = Л 
С)  0 — л . 

4.  Обобщение  операций  над  множествами.  Из  коммутативности 
и ассоциативности  операции  объединения  следует,  что  объединение 
нескольких  множеств  можно  выполнить  последовательно  объеди- 
няя эти  множества,  причем  порядок  следования  множеств  не  влияет 
на  результат.  Так,  если  Л,  В и С — множества,  то  ЛрВ|_|С  = 
= И II  В)  II  С = (В  ЬІ  С)  У Л и т.  д.  Следовательно,  объединение 
совокупности  множеств  можно  выразить  соотношением 


Лііі а2[)  ...  у л„  = йл,, 

і=\ 

которое  представляет  собой  множество  элементов,  принадлежащих 
хотя  бы  одному  из  множеств  Л,-. 

Аналогично  обобщается  и операция  пересечения,  обладающая 
теми  же  законами,  что  и объединение.  Пересечение  совокупности 
множеств  выражается  соотношением 


ЛіГМ*П-..  ГМ„  =П  Аі} 

1=1 
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которое  представляет  собой  множество  элементов,  принадлежащих 
одновременно  всем  множествам  Аі  (і  = 1,  2,  п)  данной  сово- 
купности. 

Используя  приведенные  соотношения,  можно  обобщить  любые 
другие  соотношения,  в которые  входят  операции  объединения  и пере- 
сечения. Так,  формулы  де  Моргана  для  совокупности  множеств 
запишем  следующим  образом: 

йл,=  ГМо  Л Аі=[)А,. 

(=і  і=і  і=і  і=і 

Более  того,  подобные  соотношения  можно  использовать  и в слу- 
чаях, когда  совокупность  содержит  бесконечное  число  множеств. 

П оо 

При  этом  обычно  вместо  |_)  Л,  пишут  |_|Л,  или  проще  Л Л;. 

1=1  І— 1 І 

5.  Тождественные  преобразования.  Алгебра  множеств  пред- 
ставляет собой  теоретико-множественный  аналог  обычной  алгебры 
действительных  чисел  и основана  на  свойствах  операций  над  мно- 
жествами. Одним  из  разделов  алгебры  множеств  являются  тожде- 
ственные преобразования , с помощью  которых  можно  упрощать  или 
преобразовывать  к удобному  виду  различные  выражения,  содер- 
жащие множества . Такие  преобразования  осуществляются  после- 
довательным применением  соответствующих  свойств  операций  над 
множествами.  Примеры: 

(л  л в п с)  л (а  л с)  л (в  л с)  = (л  п в п с)  л ца  л щ п с]  = 
= [(Л  Л В)  Л (Л  Л 5)]  Л С = [(Л  Л В)  Л (Л  Л б)]  Л С = и Л с=С; 
(М\А0  Л (М\М)  = (М  л ю Л (X  п М)  = М П (X  П X)  Л м = 

= М л 0 П М = 0. 

Второй  пример,  в частности,  иллюстрирует  высказанное  в 
(1.  2.  2)  положение  о роли  пустого  множества.  Совсем  не  очевидно, 
что  множество,  заданное  выражением  (М  \ УѴ)  Л (А  \ М),  пустое. 
Это  становится  ясным  только  после  выполнения  соответствующих 
преобразований.  Если  бы  пустое  множество  не  было  введено,  то 
подобные  выражения  не  имели  бы  смысла. 

6.  Уравнения  с множествами.  Наряду  с тождествами,  справед- 
ливыми при  любых  значениях  входящих  в них  множеств  (подмно- 
жеств универсума  (7),  алгебра  множеств  рассматривает  уравнения, 
которые  содержат  фиксированные  подмножества  Ль  Л2,  ....  Л„, 
и подлежащие  определению  подмножества  X ь Х2,  ...,  Хт.  В про- 
стейшем случае  в уравнение  входит  одно  такое  подмножество-  X. 
Требуется  ответить  на  вопрос,  при  каких  условиях  уравнение  имеет 
решение  и,  если  эти  условия  соблюдаются,  найти  все  такие  реше- 
ния, т.  е.  определить  X. 


89 


Решение  уравнения  с одним  подмножеством  X,  подлежащим 
определению,  основывается  на  последовательности  тождественных 
преобразований: 

1.  В соответствии  со  свойством  20  (табл . 1)  равенство  преобра- 
зуется в дизъюнктивную  сумму  его  левой  и правой  частей,  которая 
приравнивается  пустому  множеству. 

2.  Полученное  уравнение  преобразуется  к виду  (М  (~|  X) 

II  (X  Г)  X)  = 0 , где  М и N — некоторые  множества,  не  содержа- 
щие X (можно  показать,  что  любое  уравнение  с правой  частью  0 
приводится  к такому  виду). 


Рис.  26.  Круги  Эйлера, 
иллюстрирующие  условие 
существования  решения 
уравнения  X Ц С = й. 


Рис.  27.  Круги  Эйлера  для  доказа- 
тельства  тождества  А И (В  П С)  = 

= (лив)[](Л[]С). 


3.  Так  как  объединение  множеств  пусто  только  при  условии, 
что  каждое  из  них  также  пустое  множество,  преобразованное  урав- 
нение запишем  зависимой  системой  двух  уравнений:  М |~)  X = 
= 0 и ХрХ  = 0. 

4.  Пара  уравнений  (а  следовательно,  и исходное  уравнение) 
имеет  смысл  тогда  и только  тогда,  когда  N сд  X и X сд  М (свойство 
19  табл.  1).  Это  значит,  что  условием  существования  решения  явля- 
ется N а М (свойство  транзитивности  отношения  включения),  а ре- 
шением уравнения  — любое  множество  X такое,  что  N сд  X сд  М. 

Пример:  X [)  С = О. 

1)  (X  У С)  + П=0; 

2)  і(х_и  с ) п о]  іі  кх  і)  с)  п -О]  = их  п й и (с  п я»  у 

и [х  п с п о]  = (х  п/>)  и ((с  п я)уі  (х_у  Х)і  іі  (я  р сп*)  = 
= Ф п_х)  и (с  п о п х)  и (с  п о п х)  и <я  п с п х>  = 

= { [о  и (с  п о)]  п *}  и { кс  п й ц_ ф п си  п = 

= (Я  П X)  II  [(С  + Я)  Л *]  = 0! 

3)  Я п Х=  0 И (С  + Я)  П х=  0; 

4)  Условие  существования  решения  С + ОсО  или  Сед  О, 
причем  уравнению  удовлетворяет  множество  X такое,  что  С 4- 
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4-  П а X с:  П.  Если  СсО,  то  С р 0 = 0 и С + О = 0 I] 

14  (С  П П)  = О П С =П\С,  поэтому  П\Сс:Хс:0.  Следовательно, 
любое  X,  которое  входит  в О и содержит  дополнение  множества 
С до  О,  является  решением  уравнения  X [}  С = И (на  рис.  26 
X обязательно  содержит  заштрихованную  область  и может 
включать  любое  подмножество  множества  С). 

7.  Круги  Эйлера  в алгебре  множеств.  До  сих  пор  круги  Эйлера 
использовались  в качестве  наглядной  иллюстрации  операций  над 
множествами  и теоретико-множественных  соотношений.  Но  их  мож- 
но использовать  и для  доказательства  этих  соотношений.  Так,  желая 
доказать  свойство  А У (В  (~)  С)  = (А  В)  |~| 
р|  (А  У С),  рассмотренное  в (3),  можно 
было  построить  области,  соответствующие 
левой  и правой  части  этого  выражения  (рис. 

27),  и выяснить  совпадают  они  или  нет.  При 
совпадении  областей  тождество  справедли- 
во, а при  несовпадении  оно  не  имеет  места. 

Круги  Эйлера  часто  используют  также 
для  графического  выполнения  тождествен- 
ных преобразований.  Так,  преобразование 

соотношения  (Л  р В П С)  ГІ  (Д  П С)  I)  (В  П С) 
из  (5)  можно  представить,  как  показано 
на  рис.  28,  где  наклонная  штриховка  со- 
ответствует А П В П С,  вертикальная  — 

Л ПС  и горизонтальная — ВрС.  Объе- 
динение этих  областей,  как  и следовало  ожидать,  совпадает  с С. 

Однако  при  решении  уравнений  применение  кругов  Эйлера  свя- 
зано с принципиальными  трудностями.  Так,  решая  уравнение 
X I)  С = О,  нужно  построить  круги  для  X и С так,  чтобы  их  объе- 
динением было  И.  Даже  приняв  во  внимание,  что  С с :й,  и выпол- 
нив построения  (см.  рис.  26),  необходимо  объяснить,  как  образу- 
ются области,  соответствующие  значениям  X.  Таким  образом,  круги 
Эйлера  не  содержат  полной  информации  о решении  уравнения  и его 
свойствах. 

8.  Диаграммы  Бенна.  Графические  методы  алгебры  множеств 
основаны  также  на  диаграммах  Венна.  Построение  диаграммы  начи- 
нается с разбиения  плоскости  на  2'!  ячеек  с помощью  п фигур 
(замкнутых  линий),  где  п — число  различных  множеств,  участвую- 
щих в данной  совокупности  соотношений.  При  этом  каждая  после- 
дующая фигура  должна  иметь  одну  и только  одну  общую  область 
с каждой  из  ранее  построенных  фигур.  Такое  разбиение  называют 
символом  Венна.  На  рис.  29  показан  символ  Венна  для  п = 3,  раз- 
бивающий плоскость  на  8 ячеек  (внешняя  область  также  считается 


Рис.  28.  Круги  Эйлера 
для  тождественного  пре- 
образования (ДріВрІОІІ 

(длпс)і)(влс)  = с. 
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ячейкой).  Для  определенного  количества  п переменных  символ 
Венна  имеет  стандартный  вид. 

Замкнутые  области  символа  Венна,  как  и круги  Эйлера,  соот- 
ветствуют переменным  (множествам  Аъ  А2,  ...,  А„),  а каждая  ее 

область  — пересечению  [~[ЛЬ  где  символ  — указывает,  что  под 

і=і 

знаком  пересечения  стоит  соответствующая  переменная  А,-  или 
ее  дополнение  Л,-  (і  = 1,  2,  ...,  п).  При  этом  внешняя  область  соот- 
ветствует пересечению  дополнений  всех  переменных  р|Л(  = Л’1["| 

_ _ і =і 

П ^2  Г)  •••  Г)  Л„.  Универсум  отождест- 
вляется с плоскостью,  которая  может 
ограничиваться  замкнутой  линией, 
образующей  какую-нибудь  фигуру 
(прямоугольник,  круг  или  овал). 

Система  теоретико-множественных 
соотношений  отображается  на  символ 
Венна  выделением  (штриховкой)  тех 
ячеек,  которые  соответствуют  пустым 
подмножествам.  В результате  и полу- 
чаем диаграмму  Венна.  Объединение 
Рис.  29.  Символ  Венна  при  п= 3.  любой  совокупности  заштрихованных 

ячеек  соответствует  пустому  множест- 
ву 0,  а объединение  всех  незаштрихованных  ячеек  дает  ѵнивео- 
сум  и . ■’  у 

Для  отображения  уравнения  с правой  частью,  равной  0,  доста- 
точно заштриховать  области,  соответствующие  левой  части  уравне- 
ния. Уравнение  А = В преобразуется  в соответствии  с формулой 
(20)  (табл.  1)  к виду  (Л|~|В)и(ЛПВ)  = 0.  Это  значит,  что  сле- 
дует заштриховать  все  те  области  в В,  которые  не  входят  в Л и те 
области  в Л,  которые  не  входят  в В. 

Включению  ЛсіВ  на_основанни  свойства  19  (табл.  1)  соответ- 
ствует уравнение  Л П В = 0 . Его  отображение  на  диаграмме 
осуществляется  штриховкой  ячейки,  соответствующей  пересече- 
нию Л с дополнением  В. 

9.  Применение  диаграмм  Венна.  Построим,  например,  диаграмму 
Венна  (рис.  30)  для  системы  уравнений:  А = В[]С\  В = С{]В)) 
СП 0 = 0]  А[\0  = В[\С[\0.  Отображение  Л=В^|С  осу- 
ществляется штриховкой  всех  тех  ячеек  в В и С,  которые  не 
входят  в Л,  а также  всех  ячеек  в Л,  которые  не  входят  ни  в В, 
ни  в С.  Так  как  В = С{]  О,  то  в_В  следует  заштриховать  все,  что 
входит  одновременно  в С и О,  а в С и О — все,  что  не  входит  в В. 
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Рис.  30.  Диаграмма  Венна  для  системы  уравнений. 


В силу  С ПО  = 0 штрихуется  вся  общая  часть  С и Б.  Наконец, 
из  А{]0  = В[\С[\0  следует,  что  А[\Б  есть  общая  часть  В 
С и О,  и значит  ЛПОсВи_ЛПО  с :С;  Л Г)П  входит  и в В, 
ив  С,  поэтому  ячейки  ЛрВПП  и А[\С  Г|П  должны  быть 
заштрихованы.  Кроме  того,  поскольку  ВрСрі)  есть  общая 
часть  Л и О,  то  ВрСрЛ  с=  Л,  и,  следовательно,  должна  быть 
заштрихована  ячейка  ЛрВрСрП.  Последовательные  этапы 
построения  диаграммы  Венна  на  рис.  30  отмечены  штриховкой, 
наклоненной  вправо,  горизонтальной,  вертикальной  и наклонен- 
ной влево. 


Как  видно,  единственная  незаштрихованная  ячейка  соответ- 
ствует ЛрВрСрП  = Н,  так  как  ею  исчерпывается  универ- 
сум ІІ.  Это  возможно  только  в случае,  когда  Л = В = С = ІІ 
и В)  — 0,  что  и представляет  собой  решение  системы  уравнений. 

Покажем  также,  как  решается  уравнение  Х[)  С = И,  рас- 
смотренное в (6).^  Его  отображение  на  диаграмму  Венна  осуществля- 
ется штриховкой  ячеек  в X и С,  которые  не  входят  вД  а также 
всех  ячеек  в П,  которые  не  входят  ни  в X,  ни  в С (рис.  31).  Из  диа- 
граммы Венна  (заштрихованную  часть  не  учитываем)  получаем 
В>  \ С с:  X с:  О.  Важно  отметить,  что  этот  результат  содержится 

в диаграмме  Венна  и не  тре- 
буется никакой  дополнитель- 
ной информации,  чтобы  су- 
дить о свойствах  решения 
уравнения. 

Этот  пример  наглядно  ил- 
люстрирует различие  между 
диаграммами  Венна  и круга- 
ми Эйлера,  которые  в литера- 
туре часто  необоснованно 
Рис.  31.  Диаграмма  Венна  для  уравнения  называют  диаграммами  Эйле- 
ХЦС  = О.  ра — Венна.  Иногда  особен- 

ность диаграмм  Венна  видят 
только  в том,  что  в них  используются  не  круги,  а овалы  или  другие 
замкнутые  фигуры.  Однако  главное  отличие  не  в этом  (Эйлер  тоже 
допускал  применение  фигур,  не  являющихся  кругами).  Диаграмма 
Венна  отображает  систему  соотношений  на  стандартном  символе 
для  п переменных  путем  «деформации»  этого  символа  выделением 
(штриховкой)  области  пустых  подмножеств. 

10.  Произведение  множеств.  Пусть  имеются  два  множества  А 
и В (не  обязательно  различных).  П роизведение  множеств  (его  также 
называют  декартовым  произведением)  А х В есть  множество  всех 
упорядоченных  пар  элементов  (а,  Ь),  из  которых  первый  а принадле- 
жит множеству  А,  а второй  Ь — множеству  В.  Пусть,  например, 
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А = К,  а2,  а3,  а4}  и В = {Ьъ  Ь ,}.  Тогда  Ах  В = Ьх), 
(а„  6*),  (а2,  Ьг),  (а2,  62),  (а3,  6г),  (ая,  &*),  (а4,  &і),  (а«,  **)}■  Порядок 
следования  пар  может  быть  любым,  но  расположение  элементов 
в каждой  паре  определяется  порядком  следования  перемножаемых 
множеств.  Поэтому  А X В ф В X А,  если  В ф А. 

Операция  произведения  множеств  обобщается  на  любое  их  ко- 
личество Аь  А 2,  Ап  и записывается 


= Аг  X А2  X ...  X Ап. 

і=  і 


В результате  получаем  множество  упорядоченных  совокупностей 
элементов  (аъ  а2,  ...,  а„),  для  которых  употребляются  названия: 
кортеж,  последовательность,  вектор  или  просто  п-ка  (читается 
«энка»).  Произведение  множеств  не  подчиняется  коммутативному 
и ассоциативному  законам,  но  для  него  выполняются  законы 
дистрибутивности  относительно  операций  объединения,  пересече- 
ния и разности: 

(Л  II  Аг)  х В = (А,  х В)  I!  (А2  х В)\ 

( А ! П А2)  X В = (АгХ  В)  П (Аі  X В); 

(ЛѴ.)  хВ  = (Л,Х  В)\(Л,  х В). 

Для  произведения  п одинаковых  множеств  А используется  обо- 
значение через  степень  Ап  = А X А X ...  X А,  где  А повторяется 
п раз.  В этом  случае  я-ки  содержат  элементы  множества  А,  среди 
которых  могут  быть  одинаковые  элементы.  Так,  если  А = {аъ  аг), 
то  А 3 = {(аъ  аъ  аг),  {аъ  аъ  а2),  ( аъ  а2,  %),  (аъ  а2,  а2),  {а2,  аъ  аг), 
(й2,  й\,  я2),  (я2»  а2,  Оі),  {а2,  а2,  я2)}. 

Следует  обратить  внимание  на  существенное  отличие  произве- 
дения множеств  от  введенных  ранее  (1.  2.  7)  операций  над  множест- 
вами. В результате  таких  операций  как  объединение,  пересечение 
и т.  п.  всегда  получается  множество,  элементы  которого  (если  оно 
не  пустое)  принадлежат  исходным  множествам.  Элементы  произ- 
ведения множеств  существенно  отличаются  от  элементов  сомножи- 
телей и представляют  собой  объекты  другой  категории.  Пусть 
N — множество  натуральных  чисел.  Тогда  N X N будет  мно- 
жество пар  натуральных  чисел  (р,  ц),  каждая  из  которых  опре- 
деляет самые  различные  объекты,  например:  дроби  р!с\,  суммы 
р + р,  номера  домов  р и квартир  д (пара  р,  определяет  часть  адре- 
са), пары  участников  шахматного  турнира  в соответствии  с жере- 
бьевкой (р  играет  белыми,  а <7  — черными)  и т.  п.  При  этом,  как 
указывалось,  (р,  д)  ф (ц,  р).  Если  бы  это  правило  не  соблюдалось, 
то  числители  могли  бы  стать  знаменателями,  номера  домов 
номерами  квартир  и т.  п. 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  С помощью  кругов  Эйлера  покажите,  что 

а)  0сЛПйсЛІ|В; 

б) А  + А=0; 

в)  если  А[\В  = С,  то  С С2  А и Сей' 

г)  (А1\А)П(А\М)  = 0. 

а)  А\(А\В)  1ПВ\(ВѴ л{°жДественных  преобразований  соотношения: 

б)  (А\В)\С  = (А\С)\(в’\С). 

Результат  проверьте  с помощью  кругов  Эйлера 

л ч дЛТ"76  объединение  А [}  В,  пересечение  А (]  В и разность 
л \о  через  следующие  операции:  1 

а)  дизъюнктивную  сумму  и объединение; 

б)  дизъюнктивную  сумму  и пересечение; 

в)  дизъюнктивную  сумму  и разность. 

_ =К0Мр  отношении  находятся  множества  А и В,  если  А \ В = 

5.  Определите  пересечение  множеств  А и В через  разность 

С С- А Д3°аКпа™;  Г-(Л  П В)  и с=  А П (В  у 4 если  и только  если 
стенным?  Двойственное  соотношение.  Является  ли  оно  самодвой- 

7.  Покажите  справедливость  тождеств: 

а)  АЛВуВ  = А_уВ; 

б)  ( А Л В П С)  [ДА  Г)  В Л С)  = В П С; 

в)  МЛ5ЛСЛА)Л(АЛС)и(ВПС)и(СЛА)  = С. 

дующих" ЕьфаженийГ0ШеНИЯ  пРинадлежности-  Докажите  справедливость  еле- 

а)  А[_| (В\А)  = АПВ; 

б)  АЛ(В\А)  = 0; 

в) А\(А  ЛВ)  = А\В; 

г)  А Л (В\С)  = (А  Л В)\С; 

Д)  Л\(ВЛС)  = (А\В)ЩА\С); 

е)  А\(В  у С)  = ( А\В)  Л ( А\С); 

ж)  (А  у В)\С  = (А\С)  у (В\С). 

И ѵ=  А\(В\С).  Покажите,  что  X а V , а также 

10.  Исходя  из  определения  дизъюнктивной  суммы  А+В  = М\  ВН  ІСВ\  А) 

покажите  ее  свойства:  ' ' \ /> 

а)  коммутативность  А В = В -\-  А\ 

б)  ассоциативность  А + (В  -(-  С)  = (А  + В)  + С; 

А Л %Д+ С)И= 7аНПСВ^ +7АСеЛЧеС)-Я  °тносительно  дизъюнктивной  суммы 
Г)  А + 0 = А; 

д)  А + А = 0; 

е) „  если  '4  + В = С,тоВ  = А + СиА=В  + С (операция  дизъюнк- 
тивной суммы  имеет  обратную  и этой  обратной  операцией  является  она 
сама) . 

11.  Что  общего  и различного  в операциях  дизъюнктивной  суммы  и объе- 
динения.'’ При  каком  условии  дизъюнктивная  сумма  и объединение  совпа- 
дают/ 

12.  Докажите  тождества: 

а)  (.А  Л X)  Л (В  Л А)  = (А[)  А)  Л (ВЦ  X); 

б)  «а  л х)  а (в  о х))  ц ас  пѵи  (ѵ  л х))  = (ИуопАшви^п*). 
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2.  ОТНОШЕНИЯ 


1.  Бинарные  отношения.  Многие  задачи  математики,  техники 
и других  областей  человеческой  деятельности  получают  удобную 
интерпретацию  на  языке  теории  отношений.  Все  арифметические 
операции  — это  по  существу  некоторые  отношения  между  число- 
выми множествами.  Множество  деталей  остается  складским  иму- 
ществом до  тех  пор,  пока  между  ними  не  реализуются  определен- 
ные отношения,  превращающие  эти  детали  в какой-нибудь  меха- 
низм или  устройство  (телевизор,  станок,  здание,  мост  и т.  п.). 
Разнообразные  отношения  складываются  между  людьми  — родители 
и дети,  начальники  и подчиненные,  учителя  и ученики. 

Отношения  между  элементами  двух  множеств,  т.  е.  бинарные 
отношения  устанавливают  соответствие  элементов  одного  множества 
Л'  элементам  другого  множества  У.  Ясно,  что  такое  отношение  может 
быть  задано  некоторой  совокупностью  упорядоченных  пар  (х,  у), 
которые  являются  элементами  множества  X X V.  Это  вовсе  не 
значит,  что  всегда  нужно  перечислять  все  такие  пары.  Часто  отноше- 
ние задается  некоторым  свойством,  выраженным  в словесной  или 
символической  форме. 

Если  А — отношение,  то  соотношение  хАу  можно  записать 
также  в виде  (х,  у)  ё А,  где  А си  X X У.  Например,  выражение 
3 < 7 и (3,7)  ё<  обозначают  одно  и тоже,  но  первое  из  них  при- 
вычнее. В то  же  время  (7,3)  ё < означало  бы  7 < 3,  что  неверно. 
Таким  образом,  в общем  случае  переставлять  элементы  в паре 
(х,  у)  нельзя,  что  и подчеркивается  названием  этой  пары  — упоря- 
доченной. Элемент  х называют  первой  координатой,  а элемент  у — • 
второй  координатой  упорядоченной  пары. 

2.  Области  определения  и значений.  Множество  первых  коорди- 
нат х является  областью  определения  ( левой  областью)  00{А),  а мно- 
жество вторых  координат  — областью  значений  (правой  областью) 
Оз(А)  отношения  А . Если  х ё X и у е У , то  П0  (Я)  сХи  П3(Л)  сд 
сд  У.  В таких  случаях  говорят,  что  А есть  отношение  от  X к V. 
Его  называют  также  соответствием  и обозначают  X -ѵ  У.  Если 
У — X,  то  любое  отношение  хАу  является  подмножеством  мно- 
жества X х X и называется  отношением  в X. 

Пусть,  например,  X — {2,  3}  и У = (3,  4,  5,  6}.  Произведение 
этих  множеств  X X У = {(2,  3),  (2,  4),  (2,  5),  (2,  6),  (3,  3),  (3,  4), 
(о,  о),  (о,  о)).  Отношение  «быть  делителем»  есть  множество  А = 
= {(2,  4),  (2,  6),  (3,  3),  (3,  6)),  отношение  = есть  множество  В = 
= {(3>  3)},  а отношение  >-  есть  пустое  множество  0.  Области  опре- 
деления и значений  отношения  А — это  соответственно  множества 
Оо(А)  = (2,  3}  = X и П3(А)  = (3,  4,  6}  сд  У. 

Если  область  определения  отношения  совпадает  с некоторым 
множеством  X,  то  говорят,  что  отношение  определено  на  X.  Подобный 
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случай  имеет  место  в приведенном  выше  примере  отношения  А «быть 
делителем».  Очевидно,  для  отношения  включения  сд  подмножеств 
универсума  ІА  областью  определения  и областью  значений  служит 
множество  подмножеств  Р(ІІ)  этого  универсума. 

Заслуживают  внимания  три  частных  случая  отношений  в X: 
1)  полное  ( универсальное ) отношение  Р = X х X,  которое  имеет 
место  для  каждой  пары  (хъ  х2)  элементов  из  X (например,  отноше- 
ние «работать  в одном  отделе»  на  множестве  сотрудников  данного 
отдела);  2)  тождественное  ( диагональное ) отношение  Е,  равно- 
сильное х = х (например,  равенство  на  множестве  действительных 
чисел);  3)  пустое  отношение,  которому  не  удовлетворяет  ни  одна 
пара  элементов  из  X (например,  отношение  «быть  братом»  на  мно- 
жестве женщин).  Очевидно,  для  любого  отношения  А в X спра- 
ведливо 0 а.  А с ~ Р. 


3.  Сечения.  Рассмотрим  отношение  А с:  X х У ; если  лу  е X, 
то  сечение  по  х,  отношения  А,  обозначаемое  А (лу),  есть  множество 
У ^ У таких,  что  (х/,  у)  $ А.  Множество  всех  сечений  отношения  А 
называют  фактор-множеством  множества  К по  отношению  Л и обо- 
значают У/ А.  Оно  полностью  определяет  отношение  А 

Пусть,  например,  X = {*,.  *,  > аг5);  У = {уъ  у2,  у3,  у 4} 

и А і(хъ  Уі),  (хъ  у)  (х2,  у А,  (хъ  у3),  (х2,  у4),  (Ад,  у^,  (х3,  уг), 
Из,  Уд,  (х4,  Уз),  (хь,  У г),  (хъ,  Уі)}.  Очевидно,  Л(х,)  = \уъ  у3)\А{х2)  = 
= [Уі>  Уз,  Уі)  и т.  п.  Если  записать  под  каждым  элементом  из  X 
соответствующее  сечение  отношения  А,  то  элементы  второй  строки 
образуют  фактор-множество  У /А: 


і х 1 х х4  лг6  \ 

\ІУі>  Уз]  { Уѵ  Уз,  У*}  [уѵ  Уі,  Ун)  {уя){  Уі,  Уі}) 


Объединение  сечений  по  элементам  некоторого  подмножества 
В с:  X является  сечением  А (В)  этого  подмножества,  т.  е А (В)  = 
Так-  А(хг,  хз)  = Л(х2)  у А(х3)  = {уъ  у2,  Уз,  Уі). 

4.  Матрица  отношения.  Из  предыдущего  ясно,  что  конечное 
отношение  можно  представить  с помощью  фактор-множества. 
Другой  способ  — матричный  — основан  на  представлении  отноше- 
ния соответствующей  ему  прямоугольной  таблицей  (матрицей).  Ее 
столбцы  соответствуют  первым  координатам,  а строки  — вторым 
координатам.  На  пересечении  /-го  столбца  и /-й  строки  ставится 
единица,  если  выполнено  соотношение  х(Ауи  и нуль,  если  это 
соотношение  не  выполняется  (нулевые  клетки  можно  оставлять 
пустыми).  Эта  матрица  содержит  всю  информацию  об  отношении  А. 
Например,  для  отношения,  рассмотренного  в (3),  матрица  имеет 
вид: 
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X I Ху  Хд  Хд  X Гу 


У і 
У-2 
У 8 
Уі 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Ненулевые  элементы  г'-го  столбца  указывают  на  совокупность 
элементов  у 6 У,  представляющую  собой  сечение  А(хі),  например, 
А{х5)  = [уг,  Уі). 

Полному  отношению  соответствует  матрица,  все  клетки  кото- 
рой заполнены  единицами,  тождественному  — единичная  матрица, 
а пустому  — нулевая 
матрица. 

5.  Граф  отношения. 

Отношения  можно  так- 
же задавать  (или  изо- 
бражать) с помощью  ори- 
ентированного графа. 

Вершины  графа  соответ- 
ствуют элементам  мно- 
жеств X и У,  а дуга, 
направленная  из  верши- 
ны хі  к Уі,  означает,  что 
ХіАу,.  Граф  отношения 
из (3)  показан  на  рис.  32. 

Отношение  в X отоб- 
ражается графом  с вер- 
шинами, соответствую- 
щими элементам  этого  множества.  При  этом,  если  имеют  место  со- 
отношения ХіАх,-  и Х/Ахі,  то  вершины  связываются  двумя  противо- 
положно направленными  дугами,  которые  можно  условно  заменять 
одной  ненаправленной  дугой  (или  указывать  противоположные 
направления  на  одной  дуге).  Соотношению  ХіАхі  соответствует 
петля,  выходящая  из  Хі  и входящая  в эту  же  вершину.  На  рис.  33 
показан  граф  отношения  в X,  заданного  множеством  Л = {(*!,  х2), 
(-*Й,  Хъ}<  (-Г 2,  хі),  (Х2,  Хз)>  (Х3,  Хі)>  (х3<  Хі)>  (Хі<  Хз),  (Л4і  •'-5)  > (*5.  *б). 
(*в.  **)}. 


Рис.  32.  Граф  отно-  Рис.  33.  Граф  отноше- 

шения  от  X к V (би-  ния  в множестве  X. 

граф). 
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Графы  полного,  тождественного  и пустого  отношений  изобра- 
жены на  рис.  34  (для  пустого  отношения  граф  состоит  из  изолиро- 
ванных вершин). 

6.  Симметричное  отношение.  Так  как  отношение  — эго  мно- 
жества, то  над  ними  можно  выполнять  все  теоретико-множествен- 
ные операции.  Кроме  этого,  определяются  специфические  для  отно- 
шений операции:  обращение  ( симметризация ) и композиция. 

Отношение,  симметричное  (обратное)  некоторому  отношению 
А а X X У,  обозначается  через  Л-1  и представляет  собой  подмно- 
жествомножества У X X,  образованное  теми  парами  (у,  х)  е У X X, 


Рис.  34.  Граф  полного  (а),  тождественного  (б)  и пустого  (в)  от- 
ношений. 


для  которых  (х,  у)  е А.  Переход  от  А к А~1  осуществляется  взаим- 
ной перестановкой  координат  каждой  упорядоченной  пары.  Так, 
обратное  отношение  для  «х  есть  делитель  у»  будет  «у  делится  на  х» 
и для  приведенного  в (2)  примера  выражается  множеством  {(4,  2), 
(6,  2),  (3,  3),  (6,  3)}. 

При  переходе  от  Л к Л 1 область  определения  становится  об- 
ластью значений,  и наоборот.  Матрица  обратного  отношения  полу- 
чается транспонированием  исходной  матрицы.  Граф  обратного 
отношения  находится  из  исходного  графа  заменой  направлений 
всех  дуг  на  противоположные. 

7.  Композиция  отношений.  Пусть  даны  три  множества  X,  У, 
I и два  отношения  ЛсХхКиВсУхК.  Композиция  отноше- 
ний А и В есть  отношение  С,  состоящее  из  всех  тех  пар  (х,  г)  с: 
с ~ X х I,  для  которых  существует  такое  у € У,  что  (х,  у)  е А 
и (у,  г)  € В. 

Сечение  отношения  С по  л:  совпадает  с сечением  отношения  В по 
подмножеству  А(х)  с:  У,  т.  е.  С(х)  = В (А(х)). 

Рассмотрим,  например,  два  отношения:  Л из  примера  (3)  и 
в — \(Уи  г2),  (у 2,  г і),  (у 2,  г2),  (у3,  г3),  (Уі,  г3)}.  Очевидно,  С = 
■ ( ('Л ' ^г)>  (М>  г3),  (х  2.  с Л , (х2,  23),  (х3,  с4) , (л:3,  с Л , (х3,  23),  (.ѵ , , а3),  (х3 , 
гі)>  (хь>  2г).  (х-а,  23)}.  Сечение  С(х3)  = {гь  г2,  г3).  С другой  стороны, 
В(А(х3))  = В({уь  у 2,  Уі))  = (г2)  У {г!,  г2}  у {г3)  = (гь  г2,  г3}. 


ЮО 


Теперь  нужно  решить  вопрос,  как  записать  композицию  отно- 
шений А и В.  Если  исходить  из  соотношений  хАу  и уВг,  то  есте- 
ственно записать  л Сг  = хАВг,  т.  е.  С = АВ.  Но  при  этом  соотно- 
шение С(х)  = В(А(х))  приняло  бы  неудобную  форму  (АВ)(х)  — 
= В(А(х)).  Поэтому  композицию  С отношений  А и В обычно  запи- 
сывают как  С — ВА  (или  С = В°А),  тогда  (ВА)(х)  = В(А(х)). 
Как  увидим  дальше,  такая  запись  имеет  и другие  преимущества. 

Композиция  отношений  обладает  ассоциативным  законом,  т.  е. 
Б(ВА)  = (ОВ)Л  = ОВА,  но  не  коммутативна  (В А Ф АВ).  Можно 
также  показать,  что  ( ВА )—1  = А~1В~1. 

8.  Представление  композиции  отношений  матрицами  и графа- 
ми. Композиция  отношений  А а.  X х V и В с У х 2 наглядно 
представляется  с помощью  графов.  Прежде  всего  необходимо  к гра- 
фу отношения  А достроить  граф  отношения  В.  Граф  отношения  С — 
= ВА  получим,  исключив  вершины,  соответствующие  элементам 
множества  V.  При  исключении  вершины  уд  каждый  проходящий 
через  нее  путь  от  вершин  х к вершинам  г заменяется  одной  дугой 
с тем  же  направлением.  Параллельные  ветви  с одинаковыми  направ- 
лениями соответствуют  одинаковым  парам  в С и рассматриваются 
как  одна  ветвь.  Граф  композиции  отношений  из  (7)  показан  на 
рис.  35. 

Аналогично  можно  получить  матрицу  композиции  С = ВА  как 
произведение  матриц  отношений  В и А (в  порядке  их  следования), 
которое  выполняется  по  обычному  правилу  умножения  прямоуголь- 
ных матриц  с последующей  заменой  отличного  от  нуля  элемента 
результирующей  матрицы  единицей.  Так,  для  рассматриваемого 
примера  имеем: 


-Ѵ'і  Хг  Хя  ХА  Хь 


1 1 


*1  х2  хя  х.%  х5 


Х2 

*4 

хь 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Приведенное  выше  правило  легко  доказывается  на  основе  вы- 
ражения для  элемента  сік  — Ьпаік  + Ьі2аік  + • • • + Ьіпапк  =» 

П 

— 2 Ьцаік  произведения  матриц,  соответствующих  отношениям 


В и Л.  В этом  выражении  слагаемое  Ьиа!к  равно  единице  при 
условии,  что  а ц = Ьік  = 1 , а это  возможно  только,  если  имеют 
место  соотношения  Х/Ау,  и у/Вгк,  т.  е.  Х/ВАгк.  Если  в выраже- 
нии для  сік  не  одно,  а несколько  единичных  слагаемых,  то  каж- 


дое из  них  соответствует 
одному  и тому  же  соотно- 
шению хсВАгк  и их  сумма 
должна  быть  заменена  еди- 
ницей (это  соответствует 
замене  нескольких  одина- 
ково направленных  дуг  гра- 
фа одной  дугой). 

Если  Л и В — отноше- 
ния в X,  то  графы  этих  от- 
шенііи  хлу  И уаг.  ношений  и граф  компози- 

ции С = ВА  строится  на 
множестве  вершин,  соответствующих  х<  е X,  по  тому  же  правилу, 
что  и в общем  случае.  В приведенном  на  рис.  36  примере  сплошные 
дуги  соответствуют  отношению  Л,  а пунктирные  — отношению  В 
(справа  показан  граф  композиции  С = В А). 

9.  Общие  свойства  отношений.  Пусть  А — бинарное  отноше- 
ние в множестве  X.  Определим  общие  свойства  таких  отношений 
которые  должны  выполняться  для  всех  (хіу  х,)  е Л.  Говорят,  что 
Л сд  X X Хі 

1)  рефлексивно,  если  Л гэ 
^ Е (Е  — тождественное  от- 
ношение), т.  е.  оно  всегда 
выполняется  между  объектом 
и им  самим:  хАх  (равенство, 
самообслуживание); 

2)  антирефлексивно , если 
А П Е=0,  т.  е.  может  выпол- 
няться только  для  несовпадающих  объектов: 

Хі  ф Хі  (строгое  неравенство,  «быть  старше»); 

3)  симметрично,  если  Л = Л-1,  т.  е.  при  выполнении  соотно- 
шения х4Лх/  выполняется  и соотношение  х(Лх,  (расстояние  между 
двумя  точками,  «быть  братом»); 


Рис.  36. 


Г раф  композиции 
в множестве  X. 


отношений 


из  х(Ах,-  следует 


4)  асимметрично,  если  А П Л"1  = 0,  т.  е.  из  двух  соотношений 
хіАхі  и Х/Ах,  по  меньшей  мере  одно  не  выполняется  (строгое 
включение,  «быть  отцом»);  если  отношение  асимметрично  то  оно 
и антирефлексивно; 

5)  антисимметрично,  если  А [)  А~*  а Е,  т.  е.  оба  соотноше- 
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ния  х.Ах,  и Х/АХі  выполняются  одновременно  только  тогда,  когда 
Х{  = Х/  (нестрогое  неравенство  <,  включение); 

6)  транзитивно , если  ААаА,  т.  е.  из  х^Ах/  и Х/Ахк  следует 
х(Ахк  («быть  делителем»,  «быть  родственником»). 

Для  рефлексивного  отношения  все  элементы  матрицы  на  глав- 
ной диагонали  — единицы,  а для  антирефлексивного  — нули.  Сим- 
метричность отношения  влечет  и симметричность  матрицы,  асим- 
метричность отношения  — несимметричность  матрицы  с нулевыми 
элементами  на  главной  диагонали,  антисимметричность  отноше- 
ния — только  несимметричность  матриц.  В матрице  транзитивного 
отношения  для  каждой  пары  единичных  элементов,  один  из  которых 
расположен  в /-м  столбце  и /-й  строке,  а другой  в /-м  столбце  и к- й 
строке,  обязательно  сущест- 
вует единичный  элемент,  рас- 
положенный в клетке  на  пе- 
ресечении /-го  столбца  и к- й 
строки  (наличие  единичных  а 5 

элементов  на  главной  диаго-  Рис.  37.  Граф  транзитивного  отношения  (а) 
нали  не  нарушает  транзитив-  и его  упрощенное  изображение  (б), 
ности). 

Граф  рефлексивного  отношения  содержит  петли  у всех  вершин, 
антирефлексивного  — не  содержит  ни  одной  петли.  Для  симмет- 
ричного отношения  вершины  графа  могут  быть  связаны  только 
парами  противоположно  направленных  дуг  (ненаправленными  ду- 
гами). В графе  асимметричного  отношения  петли  отсутствуют,  а вер- 
шины могут  быть  связаны  только  одной  направленной  дугой.  В слу- 
чае антисимметричного  отношения  могут  быть  петли,  но  связь 
между  вершинами,  если  она  имеется,  также  отображается  только 
одной  направленной  дугой.  Наглядно  проявляется  на  графе  и свой- 
ство транзитивности:  если  через  некоторую  совокупность  вершин 
графа  проходит  путь,  то  существуют  дуги,  соединяющие  любую 
пару  вершин  из  этой  совокупности  (рис.  37,  а). 

Обычно  в графе  транзитивного  отношения  изображают  толь- 
ко этот  путь,  а обусловленные  транзитивностью  дуги  опускают 
(рис.  37,  б).  Такой  упрощенный  граф  называют  графом  ре- 
дукции. 

10.  Многоместные  отношения.  Отношение  может  быть  опреде- 
лено не  только  для  пар  объектов,  но  и для  троек,  четверок  и т.  д. 
Отношение  п объектов  ( п-местное  отношение)  определяется  как 
множество  «-мерных  векторов  (хх,  хъ  ...,  хп),  являющееся  подмно- 
жеством произведения  Хх  X Х2  X ...  X Х„,  причем  хх  € Хх,  х2  б 
€ Х2,  ...,  хп  б Хп. 

Многомерные  векторы  можно  определить  в терминах  упорядо- 
ченных пар,  например  тройка  (хъ  х2,  х3)  рассматривается  как  упоря- 
доченная пара  ((аГі,  х2),  х3),  где  первая  координата  (хх,  х2)  сама 
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является  упорядоченной  парой,  причем  (хъ  х2)  6 х X 2.  Вооб- 
ще, «-мерный  вектор  выражается  как  упорядоченная  пара  через 
((*ъ  *2>  хп- 1),  х п),  если  определено  (хъ  хъ  ....  хп-і). 

Примером  трехмест'ных  (тернарных)  отношений  являются:  ариф- 
метические операции  над  числами,  отношение  между  родителями 
и детьми  (отец,  мать,  ребенок)  и т.  п.  Пропорция  х : у = г : и 
иллюстрирует  четырехместное  отношение.  Множество,  задаваемое 
с помощью  общего  свойства  элементов  из  некоторого  универсума, 
можно  рассматривать  как  одноместное  ( унарное ) отношение  в этом 
универсуме. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

'•  Даны  два  множества  X = {*,  *2,  дс3,  *4,  х5,  хв } и У = {Уі,  у2,  у Уі) 
и определеио  бинарное  отношение  А = {(*,  у2)  (х2,  Уі),  (х2,  у2), 

Ы4>  Уз),  Уі),  (Хъ,  у3)).  Для  данного  отношения  А: 

а)  записать  область  определения  и область  значений; 

б)  определить  сечения  по  каждому  элементу  из  X ; 

в)  определить  сечения  по  подмножествам  X'  = {*,,  хА  и X"  = !х 

х3,  Хъ]  множества  X;  1 2> 

г)  записать  матрицу  и нарисовать  граф; 

д)  определить  симметричное  отношение  А~1. 


Рис.  38.  Геометрический 
образ  к задаче  4. 


2 


ного  отношения. 


2.  Пусть  X — множество  студентов;  У — множество  дисциплин  и соот-> 
ношение  хАу,  где  х 6 X и у У,  означает  «студент  х изучает  дисциплину 
у».  Дайте  словесное  описание  областей  определения  и значений,  сечений 
и обратного  отношения,  полученных  в задаче  1. 

3.  По  результатам  задачи  1 определите  множества  А(х2)  П Д(х4), 
А(х?)  \ А (х4)  и А (х2)  А (х4) . Дайте  им  словесное  описание  в соответствии 
с условием  задачи  2. 

4.  Дайте  описание  геометрического  образа  (рис.  38),  представляющего 
собой  множество  X — {хх,  х2,  х3,  х^,  Хъ}  фигур  на  плоскости  посредством  от- 
ношений: 

а)  унарных:  чхі  — окружность»,  «^  — прямоугольник»; 
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б)  бинарных:  «х-  больше  Ху»,  «Ху  правее  х-ь,  «хг  над  ху»,  «х1  внутри  Ху», 
«х(.  шире  х;-»; 

в)  тернарных:  «х(-  между  Ху  и х4»,  «хг  ближе  к Ху,  чем  к хкі>. 

5.  Представьте  бинарное  отношение,  заданное  графом  (рис.  39),  как 
множество  упорядоченных  пар  и запишите  его  матрицу.  Какими  свойствами 
характеризуется  данное  отношение? 

6.  Приведите  примеры  рефлексивных,  антирефлексивных,  симметрія* 
ных,  асимметричных,  антисимметричных  и транзитивных  отношений. 

7.  Какими  общими  свойствами  обладают  бинарные  отношения,  задан- 
ные в некотором  множестве  людей  X и выражающиеся  соотношениями  (ху, 
х;.  6 X): 

а)  «Ху  похож  на  Ху»; 

б)  «Ху  знаком  с Ху»; 


в)  «Ху  родственник  х;-»; 

г)  «Ху  сосед  Ху»; 

д)  «Ху  живет  в одном  доме  с ху»; 

е)  «Ху  весит  больше,  чем  х;»; 


ж)  «Ху  подчинен  х у». 

8.  Пусть  А — (а,  б , в,  г,  д,  е,  ж)  — множество  бинарных  отношений 
в X из  задачи  7 и В=  {1,  2,  3,  4,  5,  6}  — множество  шести  общих  свойств 
отношений,  представленных  их  номерами,  как  в (9).  На  основе  результатов 
задачи  7 постройте  граф  отношения  А -*•  В,  устанавливающего  соответствие 
между  бинарными  отношениями  из  Л и их  общими  свойствами  из  В. 

9.  Записать  композицию  С = В А отношений  А — {(1,  2),  (1,  3),  (2,  1), 
(2,  4),  (3,  3)}  и В = {(1,  1),  (1, 3),  (2,  2),  (2,  3),  (3,  1),  (4,  2),  (4,  3)}.  Проверить 
результат  с помощью  операций  над  матрицами  и графами  заданных  отно- 
шений. 

10.  Пусть  отношение  А задано  в множестве  действительных  чисел  /?. 
Тогда  на  плоскости  каждой  упорядоченной  паре  будет  соответствовать  точка 
с координатами  х и у,  если  (х,  у)  $ А.  Отношение  А изобразится  графиком, 
представляющим  собой  подмножество  точек  плоскости  (области,  линии  или 
отдельные  точки).  При  этом  отношение  записывается  как  А = {(х,  у)  ^ 
б Р X Р(х,  у)},  где  Р(х,  у)  — определяющее  свойство  отношения  А,  вы- 
ражаемое обычно  алгебраическими  уравнениями  и неравенствами. 

Постройте  графики  для  следующих  отношений  (в  тех  случаях,  когда 
график  является  частью  плоскости,  эта  часть  штрихуется): 

' {(х,  у)  € В X Р х = у); 

((х,  у)  € К X Р У>х); 

{(х,у)€РхР  У%х  и х>0); 

{(х,  у)  е в х Я х2  + (/2=  1}; 

{(х,у)^РхР  | х | + 2 | у | = 1); 

{(х,  у)ЬРХР\у>0  и (/<х  и х + г/<  1}. 

12.  Запишите  отношения,  графики  которых  показаны  на  рис.  40. 

13.  Покажите,  что  график,  приведенный  на  рис.  41,  а соответствует  пере- 
сечению, а на  рис.  41,  б — объединению  бинарных  отношений  { (х,  у)  $ 
бДХ7?|0‘<:х<;2}  и {(х,  (/)  б 7?  X 1?  | 0 ^ і/  1} . Запишите  отно- 
шение для  каждого  из  этих  графиков  одним  соотношением. 

14.  Докажите  следующие  свойства  симметризации  и композиции  от- 
ношений: 


а)  (Лй)-і  = В'1  Л'1; 

б)  (ЛІ|В)-і  = Л-1  и В-1; 

в)  (лпв)-і  = л-^в-ь 

г)  (Л'1)-1  = Л. 
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15.  Докажите,  что  (X  X К)-’1  = V X X. 

16.  Покажите,  что  при  симметризации  отношения  все  его  свойства 
сохраняются  (имеются  в виду  свойства,  перечисленные  -в  задаче  6). 

17.  Докажите  следующие  утверждения: 

а)  если  отношения  Л и б рефлексивны,  то  рефлексивны  и отношения 
А[]В,  А\\В,  АВ\ 

б)  если  отношения  А и В антирефлексивны,  то  антирефлексивны  и от- 
ношения А у В,  А[}В ; 

в)  если  отношения  А и В симметричны,  то  симметричны  и отношения 
А\]В,  А[]В- 

г)  если  отношение  А асимметрично,  то  пересечение  А (~|  В асимметрич- 
но при  любом  б; 

д)  если  отношения  А и В антисимметричны,  то  антисимметрично  и от- 
ношение А П б; 

е)  если  отношения  Л и б транзитивны,  то  транзитивно  и отношение 


Рис  40.  Графики  отношений. 


-Рис.  41.  Графики  пересечения  (а)  и 
объединения  (б)  бинарных  отношений. 


18.  Покажите,  что: 

а)  композиция  В А антирефлексивных  отношений  Л и б тогда  и только 
тогда  антирефлексивна,  когда  Л Г)  б-1  = 0; 

б)  объединение  А []  В асимметричных  отношений  Л и б тогда  и только 
тогда  асимметрично,  когда  Л П б_1=,0; 

в)  объединение  А\]В  антисимметричных  отношений  Л и б тогда  и только 
тогда  антисимметрично,  когда  Л (]  В~ 1 с:  Е (Е  — тождественное  отношение). 


3.  ОТОБРАЖЕНИЯ  И ФУНКЦИИ 

1.  Функциональные  отношения.  Отношение  А си  X X У на- 
зывается функциональным,  если  все  его  элементы  (упорядоченные 
пары)  имеют  различные  первые  координаты.  Иначе  говоря,  каж- 
дому элементу  х из  X такому,  что  (х,  у)  с А соответствует  один 
и только  один  элемент  у из  У. 

Очевидно,  для  функционального  отношения  А каждое  сечение 
по  х из  X содержит  не  более  одного  элемента.  Если,  х не  входит 
в область  определения  00(А)  этого  отношения,  то  сечение  по  х пус- 
то. Если  сечение  по  любому  элементу  из  X содержит  один  и только 
один  элемент,  то  функциональное  отношение  является  всюду  опре- 
деленным. 
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Матрица  функционального  отношения  содержит  в каждом 
столбце  не  больше  одного  единичного  элемента,  а его  граф  харак- 
теризуется тем,  что  из  каждой  вершины  может  выходить  только 
одна  дуга  (считая  и петли).  Элементам*  € X,  не  входящим  в область 
определения,  соответствует  нулевой  столбец  в матрице  и изолиро- 
ванная вершина  в графе  функционального  отношения. 

Пусть,  например,  X = {хъ  х2,  х3,  *4,  х5,  х6)  и У = [уъ  уъ  у3). 
Функциональное  отношение  А — {(хъ  уъ),  (х2,  у2),  ( х3 , у А, 
(хь,  Уз),  (хв,  Уі)}  представляется  матрицей,  в которой  четвертый 
столбец  нулевой,  а его  граф  содержит  изолированную  вершину  *4. 

2.  Функции  и отображения.  Всякое  функциональное  отношение 
можно  рассматривать  как  функцию.  При  этом  первая  координата 
* упорядоченной  пары  (х,  у)  <Е  А является  аргументом  (переменной), 
а вторая  у — образом  ( значением ) функции.  Обычная  запись 
У — І(х)  соответствует  соотношению  х(у,  или  (*,  у)  € /.  Следует 
различать  функцию  / как  множество  упорядоченных  пар  (отноше- 
ние) и значение  функции  у = [(х)  как  вторую  координату  одной  из 
таких  пар. 

Для  всякого  функционального  отношения  А можно  определить 
связанную  с этим  отношением  функцию  /.  Но  симметричное  к нему 
отношение  А~г  может  и не  быть  функцией.  Так,  отношение  Л-1  = 
= [ІУъ  М),  (Уі,  М»),  (Уі,  *«),  ІУ 2,  *з),  ( Уз , Хъ)},  обратное  рассмотрен- 
ному в (1),  не  является  функцией. 

Если  функциональное  отношение  А а X X У всюду  определено 
на  X,  т.  е.  его  область  определения  00(Л)  совпадает  с множеством 
X,  то  его  называют  отобраоісением  множества  X в У и записывают 

л 

X У.  Отображение  можно  также  рассматривать  как  функцию 
I,  определенную  на  множестве  X и,  принимающую  значения  в мно- 
жестве У. 

Как  видно,  различие  между  отображением  и функцией  сво- 
дится к способу  определения  этих  отношений  на  множестве  X, 
причем  отображение  следует  рассматривать  как  частный  случай 
функции.  Однако  большинство  авторов  не  различают  понятия  ото- 
бражения и функции,  оставляя  открытым  вопрос  об  области  опре- 
деления. Если  / — отображение  или  функция,  то  пишут  / : X ->  У 
или  проще  * ->  /(*). 

3.  Типы  отображений^  При  отображении  X в У каждый  эле- 
мент * из  X имеет  один  и только  один  образ  у — /(*)  из  У.  Однако 
вовсе  не  обязательно,  чтобы  и всякий  элемент  из  У был  образом 
некоторого  элемента  из  X (рис.  42,  а).  Если  же  любой  элемент  из 
У есть  образ,  по  крайней  мере,  одного  элемента  из  X (рис.  42,  б),  то 
говорят,  что  имеет  место  отображение  X на  У (сюръекция  или 
накрытие) . 
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Если  для  любых  двух  различных  элементов  хх  и х2  из  X их 
образы  ух  — /(лу)  и у2  — /(х2)  также  различны,  то  отображение 
І называется  инъекцией  (рис.  40,  в).  Отображение,  которое  является 
одновременно  сюръективным  и инъективным  (рис.  40,  г),  называется 
биекцией  ( наложением ).  В этом  случае  говорят,  что  / 
есть  взаимно-однозначное  отображение,  а между  элементами  X и У 
имеется  взаимно-однозначное  соответствие.  При  этом  обратное 
отношение  / 1 также  взаимно-однозначное  отображение,  к — 
— / г(у)  равносильно  у = /(х)  и (/~1)'1  совпадает  с /, 

Любое  отображение  / из  X в У есть  элемент  множества  9Ь( X X У), 
которое  обозначается  также  через  Vх  (напомним,  что  &>(Х  X К)  — 
это  множество  всех  подмножеств  прямого  произведения  X X У, 


Рис.  42.  Типы  отображений: 
а — отображение  X в У;  б — отображение  X на  Г 
(сюръекция);  в — взаимно-однозначное  отображение 
X в V (инъекция);  г — взаимно-однозначное  отобра- 
жение X на  У (биекция). 


г 


а элементами  последнего  являются  упорядоченные  пары  (х,  у), 
где  х € X и у 6 У.  Если  / — взаимно-однозначное  отображение, 
а множества  X и У совпадают  (X  = У),  то  / : X X назы- 
вают отображением  множества  X на  себя.  Элементы  (х,  х)  е 
6 X X X образуют  тождественное  отображение  е,  причем  //-1  = 

= ГЧ  = 

4.  Мощность  множества.  Два  множества,  между  элементами  ко- 
торых имеет  место  биективное  (взаимно-однозначное)  отображение, 
называют  равномощными. 

Мощность  конечного  множества  выражается  количеством  его 
элементов,  которое  называют  кардинальным  числом.  Подсчет  эле- 
ментов конечного  множества  состоит  в установлении  взаимно-одно- 
значного соответствия  между  этими  элементами  и некоторой  после- 
довательностью натуральных  чисел,  начиная  с единицы. 

Бесконечные  множества  также  могут  различаться  по  мощности. 
Наименьшую  мощность  имеют  счетные  множества,  т.  е.  такие  мно- 
жества, которые  равномощны  множеству  натуральных  чисел.  К ним 
относятся,  например,  множество  всех  четных  чисел,  множество 
квадратов  целых  чисел  и т.  п.  Мощность  множества  действительных 
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чисел  отрезка  [0,  1],  называемая  мощностью  континуума,  превы- 
шает мощность  счетного  множества. 

Можно  указать  множества,  мощность  которых  больше  мощности 
континуума.  Но  множества  с наибольшей  мощностью  не  существует 
(подобно  тому,  как  не  существует  наибольшего  натурального  чис- 
ла). Это  является  следствием  того,  что  мощность  множества  М всег- 
да строго  меньше  мощности  множества  3°  (М)  всех  его  подмножеств. 
Иначе  говоря,  какой  бы  мощности  не  было  данное  множество,  всегда 
можно  образовать  множество  его  подмножеств,  которое  будет 
иметь  большую  мощность.  Так,  ^(УѴ),  где  N — множество  на- 
туральных чисел,  несчетно:  его  мощность  равна  мощности  конти- 
нуума. 

5.  Образы  и прообразы.  В общем  случае  при  отображении 
I : X ->  У элемент  из  У может  быть  образом  не  одного,  а нескольких 
элементов  множества  X.  Так,  для  рассмотренного  в (1)  отношения 
элемент  ух  является  образом  элементов  хъ  х3  и хв.  Совокупность  всех 
элементов,  образом  которых  является  данный  элемент  у из  У,  назы- 
вается полным  прообразом  элемента  у и обозначается  )'~3у).  В на- 
шем примере  /_1((/і)  = {хъ  х3,  л:в}. 

Пусть  <2  — некоторое  подмножество  множества  X,  на  котором 
определено  отображение  [.  Совокупность  элементов  НФ,  являющих- 
ся образами  всех  элементов  множества  < },  называется  образом 
этого  множества  и обозначается  КО).  В свою  очередь,  для  каждого 
множества  Н из  У определяется  его  полный  прообраз  (~1(3)  как 
совокупность  всех  тех  элементов  из  X,  образы  которых  принадле- 
жат 

Основные  свойства  отображений  выражаются  соотношениями: 

п(А  і!  в)  = п(А)  и ггт  гча  л в>  - гча)  п гчву,  на  и в)= 

= І(А)І)ПВ).  Образ  пересечения  двух  множеств,  вообще  говоря, 
не  совпадает  с пересечением  их  образов.  Но  можно  показать,  что 

НА  ПВ)с  НА)  Л №■  „ А , ѵ ѵ 

6.  Сужение  и продолжение  функции.  Пусть  функция  [ : X ->  У 
определена  на  множестве  X,  а Н — на  множестве  0 с:  X,  причем 
для  каждого  л:  е 0 значения  функций  / и Н совпадают.  Тогда  П 
называют  ограничением  ( сужением ) функции  } на  0,  а / — продолж- 
нием  функции  Н на  X. 

Например,  функция  Нх)  — *3  (другая  запись  х ->  х3),  опреде- 
ленная на  множестве  действительных  чисел  Н,  отображает  это 
множество  на  себя.  Если  ограничить  область  определения  этой 
функции  множеством  целых  чисел  7.,  то  получим  сужение  Н(х)  функ- 
ции Нх)  на  причем  Н(х)  отображает  множество  2 в 2 (а  не  на  2), 
так  как  не  всякое  число  является  кубом  целого  числа. 

7.  Композиция  отображений.  Если  [ : X У и § : У 2, 
то  их  композиция  (§°/)  : X ->  2,  причем  (д°  / )(х ) = §(Их)).  Пусть, 
например,  / =*  $іп,  § — 1п;  тогда  (§  ° /)(х)  — (1п  ° зіп)х  = 1п  зіпл:. 
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Для  наглядности  представления  соотношений,  где  встречаются 
несколько  отображений,  пользуются  диаграммами,  например: 


Такая  диаграмма  называется  коммутативной,  если  в любом 
случае,  когда  можно  пройти  от  одного  множества  к другому  по 
различным  последовательностям  стрелок,  соответствующие  компо- 
зиции совпадают  (в  приведенном  выше  примере  условие  коммута- 
тивности і ° — / о Н). 

8.  Числовые  функции.  Проиллюст- 
рируем введенные  понятия  на  функ- 
циях, определенных  на  числовых 
множествах,  элементами  которых  яв- 
ляются действительные  числа.  Такая 
функция  каждому  числу  х из  области 
определения  ставит  в соответствие 
число  у — )(х)  из  области  ее  значе- 
ний. Иначе  говоря,  числовая  функция 
/ определяется  множеством  упорядо- 
ченных пар  чисел  (х,  у)  с /. 

На  геометрическом  языке  мно- 
жеству действительных  чисел  соот- 
ветствует множество  точек  прямой 
(числовой  оси).  Пары  чисел  (х,  у) 
представляются  в декартовой  системе  координат  точками  плос- 
кости с координатами  х € X и у 6 У , причем  первая  коорди- 
ната х — абсцисса,  а вторая  у — ордината  точки.  Числовые  оси, 
соответствующие  множествам  X и У,  являются  осями  координат, 
а декартово  произведение  X х V,  представляет  собой  множество 
точек  плоскости.  Таким  образом,  между  элементами  множества 
X X У и точками  плоскости  устанавливается  взаимно-однознач- 
ное соответствие. 

Различные  подмножества  действительных  чисел,  на  которых 
определяется  функция,  соответствуют  подмножествам  точек  прямой. 
В качестве  таких  подмножеств  часто  используют  следующие: 
отрезок  (замкнутый  интервал ) [а,  Ь]  — {х\  а < х < Ь}\  полу- 
интервал, открытый  слева  (а,  Ь]  = [х\а  < х < Ь);  полуинтервал, 
открытый  справа  [а,  Ъ)  = {х\  а < х < Ъ),  и открытый  интервал 
(или  просто  интервал)  (а,  Ь)  = {х|  а < х < Ь).  Область  определе- 
ния функции  может  быть  задана  и отдельными  точками  числовой 
прямой. 

Множество  точек  плоскости,  соответствующих  множеству  упоря- 
доченных пар  (х,  у)  € /,  называют  графиком  функции  (.  На  рис.  43 


Рис.  43.  График  числовой  функ- 
ции у — / (х)  (О  — область  опре- 
деления; р — область  значений). 
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показан  график  функции  у — /( х ),  определенной  на  множестве  О 
с областью  значений  Р. 

9.  Подстановки  как  отображения.  Взаимно-однозначное  ото- 
бражение множества  N — { 1,  2,  п } на  себя  называется  под- 
становкой п чисел  (или  подстановкой  п- й степени).  Обычно  при- 
нято записывать  подстановку  двумя  строками,  заключенными 
в скобки.  Первая  строка  содержит  аргументы  (первые  координаты) 
подстановки,  а вторая  — соответствующие  им  образы  (вторые  коор- 
динаты). Например,  взаимно-однозначное  соответствие  четырех 
чисел,  заданное  множеством  упорядоченных  пар  {(1,  2),  (2,  4), 
(3,  3),  (4,  1)}  запишется  как  подстановка  а четвертой  степени 


/12  3 4 
\ 2 4 3 1 


в которой  1 переходит  в 2,  2 — в 4,  3 — вЗи4  — в 1 . 

Так  как  безразлично,  в каком  порядке  следуют  упорядоченные 
пары  отображения,  то  одна  и та  же  подстановка  допускает  различ- 
ные представления: 

/ 1 2 3 4 \ /4  2 3 1\  /2  1 4 3\ 

( 2 4 3 I ) = Ч 4 3 2/  \4  2 1 3/  И Д' 


Каждая  строка  в записи  подстановки  п-іл  степени  содержит 
п различных  чисел,  расположенных  в определенном  порядке,  т.  е. 
представляет  собой  некоторую  перестановку  п чисел  1,  2,  ...,  п. 
Если  обозначить  г-е  элементы  перестановок  через  а,-  и р,  (і  = 
= 1,  2,  ...,  п),  причем  ас,  р і € ІѴ,  то  подстановку  п- й степени 
можно  представить  как 


Поскольку  число  всех  перестановок  из  п чисел  равно  п\,  то  число 
всех  различных  подстановок  п- й степени,  как  и число  всевозможных 
способов  записи  любой  из  таких  подстановок,  также  равно  п\ 
Тождественная  подстановка  п- й степени  еп  переводит  каждое 
число  в себя.  Очевидно,  одной  из  записей  еп  является  следующая: 


Если  в подстановке  а поменяем  местами  ее  перестановки,  то 
получим  подстановку  а-1,  симметричную  а.  Например 
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Композицией  подстановок  п- й степени  а и Ъ называется  подста- 
новка я-й  степени  с = аЬ,  являющаяся  результатом  последователь- 
ного выполнения  сначала  а,  затем  Ь.  Например: 

с = аЬ-('  2 3 4\/1  2 3 4Х  /1  2 3 4Х 

\2  4 3 1/  \1  4 3 2/  1,4  2 3 і) 

так  как  1 переходит  в 2 и 2 — в 4,  т.  е.  в результате  1 переходит 
в 4 и т.  д. 

Очевидно,  если  а — подстановка  я-й  степени,  то  аеп  = епа  = а, 
асГх  = а~ха  = еп. 

Подстановка  называется  четной,  если  общее  число  инверсий 
в ее  строках  (перестановках)  четно,  и нечетной  — в противном  слу- 
чае. Как  известно,  инверсию  образуют  два  числа  в перестановке, 
когда  меньшее  из  них  расположено  правее  большего.  Каждой  пере- 
становке можно  сопоставить  число  инверсий  в ней,  которое  подсчи- 
тывается следующим  образом:  для  каждого  из  чисел  определяется 
количество  стоящих  правее  его  меньших  чисел,  и полученные  ре- 
зультаты складываются.  Например,  подстановка 

/4  2 5 1 3 6\ 

\5  3 1 4 2 6/ 


нечетная,  так  как  количество  инверсий  в верхней  перестановке 
34-1+2  + 0 + 0 + 0 = 6 н в нижней  перестановке  4 + 2 + 
+ 0 + 1 + 0 + 0 = 7,  т.  е.  общее  число  инверсий  6 + 7=13. 

10.  Разложение  подстановки  в циклы.  Всякую  подстановку 
можно  разложить  в произведение  циклов,  множества  элементов  кото- 
рых попарно  не  пересекаются.  Цикл  — это  такая  подстановка 


/аі. 

\а2>  а3> 


аА-1>  ак’  а*+1> 

Ч>  аѵ  Ч+ъ 


= («1.  <*2 Ч)> 


которая  переводит  ах  в а2,  а2  в а3,  ...,  ак_х  в ак  и ак  в аь  а 
остальные  элементы  ик+\,  ...,  ап  переходят  в самих  себя.  Сокра- 
щенная запись  цикла  (аъ  а2,  ...,  ак)  сводится  к перечислению  мно- 
жества элементов,  которые  циклически  переходят  друг  в друга, 
а количество  этих  элементов  к определяет  длину  ( порядок ) цикла. 
Так, 

/4  2 5 1 3 6\ 

(б  3 1 4 2 бН1’  4>  5«2’3)^ 

Цикл  длины  1 представляет  собой  тождественную  подстановку 
и часто  не  записывается.  Подстановка,  все  я элементов  которой 
образуют  цикл,  называется  круговой  или  циклической.  Цикл  длины  2 
называют  транспозицией  (это  подстановка,  переставляющая  только 
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два  элемента).  Всякая  подстановка  представляется  произведением 
транспозиций,  например: 

/1  2 3 4 5\  = /1  2 3 4 5\  /2  1 3 4 5\  /2  5 3 4 1\ 

\2  5 4 1 3/  \2  1 3 4 5/  ^2  5 3 4 1 ) ' \2  5 4 3 1 ) Х 

2 5 4 3 1\ 

2 5 4 1 3/  = (1’  2)(1’  5^3’  4^’  3). 

Заметим,  что  подобное  разложение  может  содержать  циклы 
с общими  элементами  и при  этом  оно  не  является  единственным. 

то  же  время  разложение  подстановки  на  независимые  циклы 
(оез  общих  элементов)  всегда  можно  осуществить  только  единствен- 
ным способом. 

Разность  между  числом  всех 
элементов  подстановки  п и ко- 
личеством ее  циклов  т (с  учетом 
циклов  длины  1)  называется 
декрементом  подстановки  й — 

— п — т.  Четность  подстановки 
совпадает  с четностью  ее  декре- 
мента. 

Наглядное  представление  о 
подстановках  дают  их  графы, 
построенные  на  множестве  п 
вершин,  соответствующих  числам  1,2,  ...,  п.  На  рис.  44,  а пока- 
заны графы  подстановок  а (сплошными  линиями)  и Ь (штриховыми) 
и на  рис.  44,  6 — граф  их  композиции  с = аЬ : 

/1  2 3 4 5 6^/1,2,  3,  4,  5,  6\  /1,  2,  3,  4,  5,  6^ 

\3  1 2 5 4 6/  І1,  2,  4,  3,  6,  Ъ)  и 1,  2,  6,  3,  ь)  ' 

Циклам  подстановок  соответствуют  простые  циклы  графа  (циклы 
длины  1 изображаются  петлями),  причем  граф  состоит  исключи- 
тельно из  таких  циклов.  Композиция  подстановок  на  рис.  44,  б 
содержит  только  один  цикл,  которому  соответствует  единственный 
цикл  графа,  т.  е.  является  циклической. 


Рис.  44.  Графы  подстановок  (а)  и ком- 
позиции подстановок  (б). 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  В множестве  N = { 1 , 2,  3,  4,  5}  заданы  отношения: 

а)  {(1,2),  (2,  3),  (2,  4),  (3,  2),  (5,  1)}; 

б)  {(2,  1),  (3,  4),  (4,  4),  (5,  3)}; 

т 


Какие  из  этих  отношений  являются  функциями  и какие  — отобра- 
жениями? 

2.  К какому  типу  относятся  отображения  из  задачи  1? 

3.  Какие  из  приведенных  ниже  отношений  в множестве  действитель- 
ных чисел  Д являются  функциями? 

а)  { С*.  У)  € Я X Л | у = х2  + 2х  + 1 } ; 

б)  {(х,у)ЧКхК\х=у*)- 

в)  {(х,  *)€«ХЛ||*|-Ну|=1}; 

г)  {(х,  у)  е Я X /?  I х2  + уг  = 1 и у > 0} . 

4.  Какие  из  отношений  { (х,  у)  6 /?  X К\Р(х,  у)},  заданные  графиками 
на  рис.  45,  являются  функциями?  Какие  из  функций  взаимно-однозначны? 


Рис.  45.  Графики  отношений  к задаче  4. 


5.  Пусть  X — множество  столиц  союзных  республик  и К — множество 
букв  русского  алфавита.  Отображение  / : X -*■  У ставит  каждой  столице 
в соответствие  первую  букву  ее  названия,  так  что  / = { (Москва,  М),  (Киев,  КХ 
(Минск,  М),  (Баку,  Б),  (Тбилиси,  Т),  (Ереван,  Е),  (Алма-Ата,  А),  (Фрунзе, 
Ф),  (Ташкент,  Т),  (Ашхабад,  А),  (Душанбе,  Д),  (Рига,  Р),  (Вильнюс,  В), 
(Таллин,  Т),  (Кишинев,  К)}.  Для  данного  отображения  определить: 

а)  область  значений  Д,(/); 

б)  образ  множества  X'  = {Москва,  Киев,  Тбилиси,  Кишинев)  с X; 

в)  полные  прообразы  для  всех  элементов  из  области  значений; 

г)  полный  прообраз  множества  У'  = {А,  М,  Т)  а П3(/). 

6.  Пусть  X — множество  неупорядоченных  троек  (а,  Ь,  с)  натуральных 
чисел  и N — множество  натуральных  чисел.  Отображение  / : X -*■  N ставит 
в соответствие  каждой  тройке  (а,  в,  с)  сумму  а + Ь с.  Записать  прообраз 
для  каждого  из  первых  шести  натуральных  чисел. 

7.  Показать,  что  каждая  из  следующих  функций  имеет  обратную  (Д  — 
множество  действительных  чисел): 

а)  / : К Д,  где  / (х)  — 2х  + 1; 

б)  { (х,  у)  € /?  X /?!*/=  х2,  х > 0} ; 

в)  { (х,  У \ — х2)  | 0 < х < 1 ) 


Найти  области  определения  и значений  обратных  функций  и начертить 
графики. 

8.  Представить  в виде  композиции  функций  следующие  функции: 

1_ 

а)  / (х)  = 4 1 

б)  /(*)  = (!-«**)• 
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9.  Определите  множество  действительных  чисел,  на  котором  функции 
Я х ) = х‘‘  — 1 и §(х)  = 2х'г  — х — 3 равны. 

10.  Пусть  А — множество  жителей  нашей  страны.  Указать,  какие  из 
Я*)  можно  считать  функциями,  если  они  означают: 

а)  !(х)  = отец  х; 

б)  }(х)  = сын  х\ 

в)  [(х)  — брат  х\ 

г)  1(х)  = муж  х. 

11.  Даны  две  подстановки  пятой  степени: 


а)  определите  четность  подстановок; 

б)  разложите  подстановки  в циклы; 

в)  запишите  композиции  подстановок  аЬ  и Ъа; 

г)  постройте  графы  подстановок  и их  композиций. 

12.  Для  10  студентов  приготовлено  10  различных  задач,  причем  каж- 
дый студент  получает  одну  задачу.  Определить  число  вариантов  распределен 
ния  задач  между  студентами.  Что  из  себя  представляет  каждое  такое  рас- 
пределение? 


4.  ОТНОШЕНИЕ  ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 


1 . Эквивалентность.  Отношение  эквивалентности  представляет 
собой  экспликацию  (перевод  интуитивных  представлений  в ранг 
строгих  математических  понятий)  таких  обыденных  слов  как  «оди- 
наковость», «неразличимость»,  «взаимозаменяемость». 

Эквивалентность  удовлетворяет  условиям  рефлексивности, 
симметричности,  транзитивности  и обычно  обозначается  знаком  — . 
При  этом  л:  — у означает,  что  упорядоченная  пара  (х,  у)  принадле- 
жит множеству  А с М х М,  являющимся  отношением  эквивалент- 
ности в множестве  М. 

Свойства  эквивалентности  записываются  следующим  образом: 
\)  х — л:  (рефлексивность);  2)  если  х — у,  то  у ~ х (симметрич- 
ность); 3)  из  х ~ у и у ~ г следует  х — г (транзитивность). 

2.  Классы  эквивалентности.  Важнейшее  значение  эквивалент- 
ности состоит  в том,  что  это  отношение  определяет  признак,  который 
допускает  разбиение  множества  М на  непересекающиеся  подмно- 
жества, называемые  классами  эквивалентности.  Наоборот,  всякое 
разбиение  множества  М на  непересекающиеся  подмножества  оп- 
ределяет между  элементами  этого  множества  некоторое  отношение 
эквивалентности. 

Например,  отношение  «проживать  в одном  доме»  в множестве 
жителей  города  является  эквивалентностью  и разбивает  это  мно- 
жество на  непересекающиеся  подмножества  людей,  являющихся 
соседями  по  дому.  Примерами  отношений  эквивалентности  могут 
служить  подобие  или  равенство  треугольников  на  плоскости,  па- 
раллельность прямых,  утверждение  «быть  таким  же»  и т.  п. 
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3.  Система  представителей.  Все  элементы,  принадлежащие 
некоторому  классу  АЦ  разбиения  {Мъ  Мъ  ...}  множества  М,  свя- 
заны отношением  эквивалентности.  Они  взаимозаменяемые  в том 
смысле,  что  любой  из  этих  элементов  определяет  данный  класс, 
т.  е.  может  служить  его  представителем  (эталоном) . Подмножество 
из  М,  содержащее  по  одному  и только  по  одному  элементу  из  каждого 
класса  некоторого  разбиения,  называют  системой  представителей 
соответствующего  отношения  эквивалентности.  Множество  всех 
классов  разбиения  множества  М,  определяемого  отношением  экви- 
валентности А,  образует  фактор-множество  М/А. 

Например,  отношение  параллельности  определяет  разбиение 
множества  прямых  на  плоскости  на  классы,  каждый  из  которых 
образован  множеством  параллельных  между  собой  прямых  и харак- 
теризуется некоторым  направлением  (следует  также  считать,  что 
прямая  параллельна  самой  себе).  Любая  из  параллельных  прямых 
может  служить  представителем  данного  класса,  а само  направле- 
ние есть  класс  эквивалентности.  Множество  всех  направлений 
составляет  фактор-множество  множества  исех  прямых  по  отноше- 
нию параллельности. 

4.  Классы  вычетов  по  модулю  т.  Рассмотрим  отношение  срав- 
нения по  модулю  т на  множестве  натуральных  чисел,  что  записы- 
вается как  х = у (той  т)  и означает:  л:  сравнимо  с у по  модулю 
т (т  — целое  положительное  число,  не  равное  нулю),  если  л:  — у 
делится  на  т.  Целые  числа,  сравнимые  по  модулю  т,  связаны 
соотношением  х = у + кт  (к  — целое  число)  и образуют  под- 
множество целых  чисел,  имеющих  одинаковый  остаток  / при  деле- 
нии на  т.  Так  как  эти  подмножества  не  пересекаются,  они  являются 
классами  эквивалентности,  а в качестве  представителя  каждого  из 
них  естественно  выбрать  остаток  / = 0,  1,  2,  ...,  т — 1.  Таким 
образом,  отношение  сравнения  по  модулю  т определяет  разбиение 
множества  натуральных  чисел  на  т классов  М0,  М1,  М2,  ...,  Мт-\, 
где  М/  — {/,  ] + т,  ] + 2т,  ...}  — счетное  множество,  называемое 
классом  вычетов  по  модулю  т. 

Например,  при  т — 4 имеем  М0  = (0,  4,  8,  12,  ...};  Мх  — 
= {1,  5,  9,  13,  ...};  М 2 = {2,  6,  10,  14,  ...);  М3  = {3,  7,  11,  15, 
...).  Представителями  классов  эквивалентности  являются  числа 
0,  1,  2 и 3,  так  как  0 = 4(шосі4)  = 8(тосі4)  = ...;  1 = 5(тосІ4)  == 
= 9(тос1 4)  = ...;  2 = 6 (то<3  4)  = 10  (той  4)  = ...  и 3 = 7 (тоб  4)  = 
= 11  (тоб4)  = ....  Таким  образом,  множество  целых  чисел  раз- 
бивается отношением  сравнения  по  модулю  4 на  четыре  класса 
эквивалентности.  Внутри  каждого  класса  эти  числа  неразличимы 
(4  — 0,  5 — 1,6  — 2,  7 — Зит.  д.). 

При  т = 1 разбиение  состоит  из  единственного  класса,  который 
совпадает  с исходным  множеством,  т.  е.  имеем  полное  отношение 
эквивалентности,  при  котором  любые  два  элемента  эквивалентны 
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(все  целые  числа  делятся  на  единицу).  Отношение  х = у{тоА  2) 
разбивает  множество  целых  чисел  на  классы  четных  и нечетных 
чисел. 

Значение  рассмотренного  примера  столь  велико,  что  многие 
авторы  принимают  для  отношения  эквивалентности  А обозначе- 
ние а = Ь (той  А). 

5.  Идентификация  элементов.  Произвольное  отношение  экви- 
валентности определяет  на  некотором  множестве  обобщенную  форму 
равенства.  Классы  эквивалентности  состоят  из  всех  тех  элементов, 
которые  неразличимы  с точки  зрения  данного  отношения  эквива- 
лентности. Разбиение  множества  на  классы  означает  идентифика- 
цию эквивалентных  между  собой  элементов.  При  этом  каждый  класс 
определяется  его  представителем  (эталоном)  и отождествляется 
с некоторым  общим  свойством  или  совокупностью  свойств  (пара- 
метров) входящих  в него  элементов  (направление  по  отношению 
параллельности,  остаток  относительно  сравнения  по  модулю  т 
и т.  п.). 

Предельным  случаем  отношения  эквивалентности  является 
тождественное  равенство.  Единственный  элемент,  равный  какому- 
либо  данному  элементу,  есть  этот  самый  элемент.  Следовательно, 
имеем  самое  полное  разбиение,  при  котором  классы  эквивалент- 
ности содержат  только  по  одному  элементу  исходного  множества. 

6.  Классы  номинальных  значений.  В условиях  массового  про- 
изводства стандартной  детали  (или  компонента)  определяется  р.  д 
номинальных  значений  характеризующей  ее  величины  (емкость 
конденсатора,  диаметр  и твердость  шарикоподшипника,  чистота 
поверхности  детали,  содержание  примесей  вещества  и т.  п.).  На- 
пример, для  постоянных  резисторов  с допустимым  отклонением 
сопротивления  +20%  задается  ряд:  1,0;  1,5;  2,2;  3,3;  4,7;  6,8 
(ГОСТ  2825 — 67).  Величины  номинальных  сопротивлений  должны 
соответствовать  числам,  получаемым  умножением  этих  значений 
на  10*,  где  к — целое  положительное  или  отрицательное  число 
(1,5  кОм;  4,7  Ом;  0,68  Ом;  1,0  МОм  и т.  п.).  Этими  указаниями 
руководствуются  при  проектировании  изделий  с резисторами  и при 
их  сортировке  в процессе  производства. 

Задание  ряда  номинальных  значений  хъ  х2,  ...,  хп  с допусти- 
мым отклонением  Ах  можно  рассматривать  как  определение  отно- 
шения эквивалентности  в множестве  М значений  параметров  х неко- 
торых объектов.  Неравенства  (х,-  — Ах)  <х  < (х;  + Ах),  і — 
= 1,  2,  ...,  п определяют  п классов  эквивалентности  в множестве 
возможных  значений  х.  Семейство  представителей  образуется  сово- 
купностью всех  номинальных  значений  {хъ  х2,  ...,  х„).  Объекты, 
параметры  которых  принимают  эти  значения,  взаимозаменяемы 
(возможность  замены  любого  объекта  эквивалентным)  и неразличимы 
(все  эквивалентные  объекты  маркируются  номинальным  значением) . 
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7.  Матрица  отношения  эквивалентности.  Элементы,  принадле- 
жащие некоторому  классу  эквивалентности,  попарно  эквивалентны 
между  собой,  а их  сечения  совпадают.  Следовательно,  столбцы 
матрицы  отношения  эквивалентности  для  элементов  одного  класса 
одинаковы  и содержат  единицы  во  всех  строках,  которые  соответ- 
ствуют этим  элементам.  Так  как  классы  эквивалентности  не  пере- 
секаются, то  в столбцах  различных  классов  не  будет  единиц  в оди- 
наковых строках. 

Расположим  элементы  множества  так,  чтобы  в каждом  классе 
эквивалентности  принадлежащие  ему  элементы  стояли  рядом.  Тогда 
единичные  элементы  матрицы  отношения  эквивалентности  образуют 
непересекающиеся  квадраты,  диагонали  которых  располагаются  по 
главной  диагонали  матрицы.  Например,  для  разбиения  на  классы 
эквивалентности  Ж,  = {хъ  *„  *3);  Ж2  = {х4};  Ж3  = {хь,  х„  х7, 
дг8}  имеем: 


Хі 

Ха 

х3 

х4 

Х5 

х8 

х7 

Хе 

Хі 

1 1 1 

1 

1 

1 

1 | 

*3 

1 ! 1 

1 

*4 

1 

1 

1 

1 

1 

«в 

1 

1 

1 

1 

X, 

1 

1 

1 

1 

х8 

I 

1 

1 

1 

1 

8.  Граф  отношения  эквивалентности.  На  рис.  46  изображен 
граф  отношения  эквивалентности,  матрица  которого  приведена 

в (7).  Каждому  классу  эквива- 
лентности соответствует  отдель- 
ная часть  графа,  которая  предста- 
вляет собой  полный  направленный 
граф  на  множестве  ее  вершин. 

Как  видно,  матрицы  и графы 
отношения  эквивалентности  со- 
держат избыточную  информацию 
и полностью  определяются  зада- 
нием классов  эквивалентности. 
Разбиение  множества  на  классы 


Рис.  46.  Граф  отношения  эквивалент- 
ности на  множестве  X. 


9.  Разбиение  и отображение. 

можно  связать  с отображением  / : X У,  ставящим  каждому 
элементу  из  X в соответствие  один  и только  один  элемент  из  У 
(рис.  47).  Собирая  в один  класс  все  те  элементы  из  X,  образы  кото- 
рых в У совпадают,  приходим  к некоторому  разбиению  на  непере- 
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секающиеся  подмножества  {Хь  Х2,  ...}.  Каждое  подмножество 
Х(  характеризуется  соответствующим  ему  образом  у,:  € У и явля- 
ется классом  эквивалентности.  Обратно,  если  задана  некоторая 
совокупность  классов  эквивалентности  {Хъ  Х2,  ...}  множества 
X,  то  каждому  элементу  х € X можно  поставить  в соответствие  тот 
класс  Хі,  к которому  принадлежит  х.  В результате  получаем  отобра- 
жение множества  X на  множество  классов  {Л^,  Х2,  ...}. 

Пусть,  например,  задано  отображение  {(хь  у 1),  (х2,  у3),  (х3,  ух), 
(хі>  У г),  (хъ-  Уі)>  (*6,  Уз)}-  Тогда  классы  эквивалентности,  соответ- 


ствующие образам  уъ  у2  и у3,  будут:  Хг  = {хг 


{Хі,  Х2,  Х3 


з<  ль),  X 2 — { х 4} 
выразится  мно- 


Ркс.  47.  Отображение  / : X -*  У , по- 
рождающее отношение  эквивалентно- 
сти на  X. 


и Х3  = {х2,  хв).  Отображение  X на 
жеством  упорядоченных  пар  { (хъ 
Хі),  (х,і,  Х3),  (х3,  Хі),  (х4,  X 2), 
іх5<  Ху),  (х6,  Х3)}. 

Итак,  любое  отображение  / : 

:Х  -+  У порождает  отношение  эк- 
вивалентности на  множестве  X, 
причем  Хі  ~ Ху,  если  и только 
если  /(*,-)=  /(х;) . Образы  у,  клас- 
сов эквивалентности  Хь  Хъ  ... 
могут  служить  эталонами  и об- 
разуют в совокупности  систему 
представителей. 

10.  Измерения.  Измеритель- 
ный прибор  можно  рассматривать 
как  устройство,  отображающее  множества  возможных  значений 
измеряемых  величин  х в множество  элементов  функциональной 
шкалы  прибора.  При  использовании  цифровых  измерительных 
приборов  результат  измерения  получается  в виде  некоторого 
«-разрядного  числа  а 6 У,  которое  соответствует  измеряемой 
величине  х,  заключенной  в интервале  (а,-  — 0,5)  <х  < (а*  + 0,5). 
Множество  возможных  значений  х разбивается  на  10"  классов  эк- 
вивалентности, каждый  из  которых  характеризуется  соответ- 
ствующим ему  образом  а4-  из  множества  чисел  (0,  1,2 10"  — 1}. 

В аналоговых  приборах  функциональная  шкала  значений  ас 
обычно  наносится  в виде  меток  на  отрезок  дуги  или  прямой,  а ре- 
зультат измерения  а,  определяется  положением  подвижного  ука- 
зателя относительно  шкалы  (иногда  таким  указателем  является  сам 
объект  измерения,  например,  при  измерении  длины  с помощью 
линейки  или  рулетки).  Множество  классов  эквивалентности  опре- 
деляется соотношениями  (а,-  — Да)  < х < (а,-  + Да),  где  Да 
равно  половине  расстояния  между  соседними  метками  шкалы 
(предполагается,  что  шкала  равномерная). 

При  различных  измерениях,  а также  для  градуировки  приборов 
используют  также  натуральные  искали.  Например,  шкала  твердости 
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минералов  задается  системой  неравенства  х < |30;  (30  < * < Рг; 

р9  < х < р10;  Р10  <*,  соответствующих  0,  1,  2,  9,  10  бал- 

лам, причем  Р;  — твердости  некоторых  минералов  (тальк,  гипс, 
известковый  шпат,  ...,  корунд,  алмаз).  Каждое  неравенство  опре- 
деляет класс  эквивалентности  для  твердости,  а представителями 
этих  классов  являются  твердость  рі(  выраженная  в баллах  (р,-  = 
= 0,  1,  ...,  10).  Аналогично  строятся  натуральные  шкалы  темпера- 
тур, двенадцатибалльная  шкала  скорости  ветра,  шкала  чувстви- 
тельности фотопленок  и т.  п. 

Следует  отметить,  что  изложенное  выше  является  идеализирован- 
ной моделью,  не  учитывающей  различных  погрешностей,  неиз- 
бежно сопровождающих  процесс  измерения  в реальных  условиях. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Покажите,  что  каждое  из  следующих  отношений  является  эквива- 
лентностью: 

а)  подобие  в множестве  всех  треугольников  на  плоскости; 

б)  принадлежность  к одной  группе  в множестве  студентов  факультета; 

в)  равенство  веса  в множестве  разновесов; 

г)  равномощность  в произвольной  системе  множеств; 

д)  взаимозаменяемость  на  множестве  деталей; 

е)  концентричность  в множестве  окружностей  на  плоскости. 

2.  Опишите  характерные  свойства  графика  отношения  в множестве 
действительных  чисел,  если  это  отношение:  а)  рефлексивно,  б)  симметрично, 
в)  транзитивно.  Что  можно  сказать  о графике  отношения  эквивалентности? 

3.  Отношение  эквивалентности  на  множестве  М = { 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7} 
задано  разбиением  на  классы:  Мг  — { 1,  4} ; Л?2  = (2,  3,  7) ; М3  — { 5,  6}  . 
Представьте  это  отношение  множеством  упорядоченных  пар,  матрицей 
и графом. 

4.  Укажите  свойства,  которыми  обладают  приведенные  ниже  отношения 
и объясните,  почему  они  не  являются  эквивалентностями: 

а)  «х  кратно  уі>  в множестве  целых  чисел; 

б)  «х  имеет  общие  точки  с у»  в множестве  прямых  на  плоскости; 

в)  «х  касается  у » в множестве  окружностей  на  плоскости; 

г)  «х  знаком  с у»  в множестве  людей. 

5.  Пусть  5 = {х(і)  \ Р(х)}  — множество  сигналов  х{(),  характеризую- 
щихся свойством  Р(х).  Один  из  способов  различения  принимаемых  сигналов 
состоит  в подсчете  числа  пересечений  с нулевым  уровнем  за  определенный 
промежуток  времени  (рис.  48),  что  соответствует  разбиению  множества  5 на 
непересекающиеся  подмножества: 

5*  = {х  (I)  | х(і)  имеет  к несовпадающих  пересечений  на  заданном  интервале 
времени}  (к  = 0,  1,2,  ...). 

а)  Охарактеризуйте  отношение,  задаваемое  этим  разбиением,  как  отно- 
шение эквивалентности. 

б)  Укажите  систему  представителей  данного  разбиения. 

в)  Как  следует  определить  классы  эквивалентности,  чтобы  их  число  не 
превышало  величины  п? 

6.  Охарактеризуйте  отношения  эквивалентности,  порождаемые  следую- 
щими отображениями: 

а)  /(*)  — отец  х; 

б)  /(х)  — рост  х\ 


120 


в)  /(*)  — начальная  буква  имени  х; 

г)  Нх)  — взаимно-однозначное  отображение; 

Д)  А(х)  = а (а  — постоянная  величина). 

7.  Покажите,  что  если  Л и б — отношения  эквивалентности,  то  их  пере- 
сечение Л Г)  б также  является  эквивалентностью. 

8.  Покажите,  что  отношение  А 1,  симметричное  отношению  эквивалент- 
ности А,  также  является  эквивалентностью. 

9.  В общем  случае  объединение  А []  В отношений  эквивалентности 
Л и б не  является  эквивалентностью.  Приведите  пример,  подтверждающий 
это  положение. 


а 


Рис.  48.  Различение  сигналов  на  основе  числа  пересечений  нулевого 

уровня: 

а — система  передачи  сигналов;  б — передаваемые  сигналы;  в — принятые  сигналы 

(после  ограничителя). 

10.  Для  того  чтобы  композиция  Лб  отношений  эквивалентности  Л и б 
была  эквивалентностью,  необходимо  и достаточно,  чтобы  Л и б коммути- 
ровали, т.  е.  АВ  — ВА.  Докажите  это  утверждение. 


5.  ОТНОШЕНИЕ  ПОРЯДКА 

1.  Упорядоченность.  Отношение  порядка  обладает  свойствами 
рефлексивности,  транзитивности  и антисимметричности.  Его  при- 
нято обозначать  символом  <.  Запись  х < у означает,  что  пара 
( х , У)  принадлежит  множеству  А с:  М X М,  являющемуся  отноше- 
нием порядка  в множестве  М,  причем  х предшествует  у (или  у сле- 
дует за  х).  В принятых  обозначениях  свойства  отношения  порядка 
запишутся  следующим  образом:  1)  х <х  (рефлексивность);  2)  если 
•х  <у  и у <г,  то  х <2  (транзитивность);  3)  из  х < у и у < х 
следует  х = у (антисимметричность). 
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Множество,  на  котором  определено  отношение  порядка,  назы- 
вают упорядоченным,  и говорят,  что  порядок  введен  этим  отношением. 
Множество  совершенно  ( линейно , просто ),  упорядочено , если  для 
любых  двух  его  элементов  имеет  место,  по  крайней  мере,  х < у 
или  у < х (его  называют  также  цепью).  Например,  множество  нату- 
ральных или  действительных  чисел  с естественным  отношением 
порядка  <,  множество  значений  длин  волн  на  шкале  радиоприем- 
ника и т п. 

В общем  случае  может  оказаться,  что  для  некоторых  пар  (х,  у) 
ни  одно  из  соотношений  л:  < у н у <х  не  имеет  места  ("такие  эле- 
менты называют  несравнимыми).  Тогда  говорят,  что  множество 
частично  упорядочено.  Типичными  примерами  частичного  порядка 
являются  включение,  отношение  «быть  делителем»  и т.  п.  Так,  отно- 
шение включения  на  множестве  подмножеств  некоторого  универсу- 
ма рефлексивно  (X  с=  А'),  транзитивно  (если  ХсУ  и У с 2,  то 
Хс2)  и антисимметрично  (из  X с У и У с X следует  X = К), 
но  среди  всевозможных  подмножеств  имеются  такие,  что  ни  одно  из 
соотношений  X с У и УсХ  для  них  не  имеет  места.  Аналогично 
не  все  пары  элементов  из  множества  целых  чисел  находятся  в отно- 
шении «быть  делителем». 

2.  Отношение  строгого  порядка.  Отношение,  наделенное  свойства- 
ми транзитивности  и антирефлексивности  (следствиями  этих  двух 
свойств  являются  также  асимметричность  и антисимметричность), 
называют  отношением  строгого  порядка  и обозначают  символом  <. 
Свойство  антирефлексивности  означает,  что  элемент  множества  не 
может  сравниваться  сам  с собой  (как  в случае  строгого  неравенства 
или  строгого  включения).  В отличие  от  него  введенное  в (1)  отно- 
шение называют  нестрогим  порядком.  Между  отношениями  строгого 
и нестрогого  порядка  имеют  место  соотношения:  (<)  = (<)  II  Е 
и (<)  = (<)  \ Е,  где  Е — тождественное  отношение. 

Отношение  строгого  порядка  характерно  для  различного  рода 
иерархий  с подчинением  одного  объекта  другому  (или  другим). 
Если  для  некоторой  совокупности  элементов  из  М справедливо 
соотношение  хг  < х2  < ...  < хп,  то  в соответствии  со  свойством 
транзитивности  хс  < х,-{і  < / <п),т.  е.  отношение  строгого  поряд- 
ка обусловливает  как  прямое,  так  и косвенное  подчинение  по  стар- 
шинству. Говорят,  что  хі+/  покрывает  хь  если  х(  < X/,  и не  су- 
ществует такого  промежуточного  элемента  х,  что  хс  < х < х,-. 

3.  Последовательности.  Элементы  любого  конечного  множества 
М можно  пронумеровать  порядковыми  числами  1,  2,  3,  ....  п.  Для 
счетного  множества  нумерацию  следует  понимать  как  взаимно- 
однозначное отображение  множества  натуральных  чисел  N на  М, 
которое  каждому  числу  і ставит  в соответствие  некоторый  эле- 
мент хі  из  М.  Упорядоченное  таким  отображением  множество 
{дсі,  х2,  х3,  ...)  называется  последовательностью  (конечной  или 
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бесконечной).  Элемент  х,-  из  Лі  называют  членом  последовательности 
с индексом  і. 

Если  отношение  строгого  порядка  на  конечном  множестве  со- 
вершенно, то  на  этом  множестве  всегда  можно  выбрать  такую  после- 
довательность всех  его  элементов  { хъ  х2 хп },  что  соотношение 

хі  ^ хі  будет  выполняться  в том  и только  в том  случае,  когда 
г < / < п.  Другими  словами,  любой  совершенно  строгий  порядок 
на  конечном  множестве  равносилен  естественному  порядку  следова- 
ния натуральных  чисел.  Если  же  порядок  на  конечном  множестве 
не  является  совершенным,  то  элементы  этого  множества  нельзя 
пронумеровать  так,  чтобы  большим  номерам  соответствовали  стар- 
шие элементы. 

Нумерация  элементов  множества  устанавливает  совершенно 
строгий  порядок  на  этом  множестве.  Например,  на  спортивных 
соревнованиях  жеребьевкой  каждому  спортсмену  ставится  в соот- 
ветствие номер;  термины  в предметном  указателе  располагаются 
в соответствии  с порядком  следования  букв  алфавита  (здесь  пред- 
полагается соответствие  между  последовательностью  букв  и отрез- 
ком натурального  ряда  чисел). 

4.  Весовые  функции.  Пусть  на  множестве  М определено  ото- 
бражение/ : М ->  Д (Д  — множество  действительных  чисел),  ставя- 
щее в соответствие  каждому  объекту  х из  М некоторое  действитель- 
ное число  /(х).  Это  число  называют  весом,  а отображение  / — весо- 
вой функцией.  Иногда  понятие  веса  совпадает  с буквальным  смыс- 
лом этого  слова  (вес  детали  какого-либо  механизма,  атомный  вес 
химического  элемента,  полезный  груз  автомашины  в колонне  и 
т.  п.).  Но  весом  может  служить  любая  числовая  характеристика 
объекта  (сопротивление  резистора,  объем  тела,  площадь  участка, 
число  баллов  спортсмена  и т.  п.). 

Если  отображение  / взаимно-однозначно,  то  на  множестве  М 
можно  определить  совершенно  строгий  порядок  условием:  х < у, 
если  /(х)  < Ку).  Действительно,  поскольку  не  существует  объектов 
с равными  весовыми  функциями,  то  для  любой  пары  (х,  у)  справед- 
ливо либо  /(х)  < Ку),  либо  /( у ) < /(х),  т.  е.  все  элементы  сравнимы, 
и отношение  антирефлексивно.  В то  же  время  оно  транзитивно 
так  как  для  элементов  х,  у,  г е М из  /(х)  < [(у)  и /(о)  < /(г)  сле- 
дует /(х)  < [(г). 

Примерами  совершенно  строгого  упорядочения  множества, 
на  котором  определено  инъективное  отображение  (весовая  функ- 
ция) являются:  периодическая  система  Менделеева,  расположение 
спортсменов  по  совокупности  полученных  баллов  при  условии,  что 
нет  одинаковых  результатов  и т.  п. 

5.  Квазипорядок.  Если  отображение  / : М ->  не  инъективно, 

Т:  Два  различных  объекта  х и у из  М могут  иметь  равные  веса 

/и)  Т\У) . то  отношение  между  ними  не  является  антисим- 
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метричным  и,  следовательно,  не  удовлетворяет  определению 
порядка.  В то  же  время,  как  показано  в (4.9),  с отображением  / 
можно  связать  разбиение  множества  М на  классы  эквивалентности 
{М1(  М2,  ...,  М/,  ...).  Каждый  из  них  объединяет  различные  эле- 
менты из  М с равными  весами,  причем  этот  вес  служит  представи- 
телем соответствующего  класса. 

Теперь  можно  говорить  об  упорядочении  совокупности  классов 
эквивалентности  [Мъ  М г,  ...}  некоторого  множества  М по  их 
представителям  аъ  а2,  ...  Так  как  система  представителей  {аь  а2, 
...)  не  содержит  одинаковых  элементов  (в  противном  случае  соот- 
ветствующие им  классы  объединились  бы  в общий  класс  эквива- 
лентности), то  на  этой  системе  как  на  множестве  можно  определить 
строгий  порядок.  Такое  упорядочение  отождествляет  элементы 
множества  М,  принадлежащие  к одному  и тому  же  классу  эквива- 
лентности, и определяет  на  этом  множестве  квазипорядок  (предпо- 
рядок).  Говорят  также,  что  строгий  порядок  на  множестве  классов 
эквивалентности  {Мх,  М2,  ...}  множества  М индуцируется  квази- 
порядком. 

Квазипорядок  удовлетворяет  условиям  рефлексивности  и тран- 
зитивности. Он  является  обобщением  эквивалентности  (в  опре- 
деление не  входит  свойство  симметричности)  и нестрогого  порядка 
(не  обязательно  свойство  антисимметричности).  Отношение,  явля- 
ющееся одновременно  эквивалентностью  и нестрогим  порядком,  есть 
тождественное  равенство.  Можно  также  показать,  что  если  А — 
квазипорядок,  то  — эквивалентность.  Совершенный  ква- 

зипорядок индуцирует  и совершенно  строгий  порядок  на  мно- 
жестве классов  эквивалентности. 

Рассмотренный  в (4.  6)  ряд  номинальных  значений  можно  рас- 
сматривать как  строго  упорядоченное  множество,  а упорядоченное 
множество  объектов,  приведенных  в соответствие  этому  ряду,  вводит- 
ся квазипорядком.  Аналогично  можно  говорить,  что  квазипорядск 
на  множестве  возможных  значений  измеряемых  величин  индуци- 
рует строгий  порядок  на  функциональной  шкале  (множестве  репер- 
ных точек)  измерительного  прибора  (4.  10). 

6.  Области  уровня.  Классы  эквивалентности  множества  М с 
квазипорядком,  представляющие  собой  такие  множества,  где  весо- 
вая функция  / принимает  фиксированные  значения,  обычно  называ- 
ются областями  уровня.  Например,  в множестве  конденсаторов, 
характеризуемых  номинальными  значениями  емкости,  области 
уровня  — это  подмножества  конденсаторов  с одинаковыми  номи- 
нальными емкостями.  Другим  примером  служит  квазипорядок  А 
на  множестве  комплексных  чисел  г = а + Ы такой,  что  гі  Агк , если 
йі  < ак.  При  этом  различные  комплексные  числа  с одинаковыми 
действительными  частями  объединяются  в классы  эквивалентности, 
множество  которых  может  быть  упорядочено  по  их  представителям. 
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Пусть  М — множество  точек  на  топографической  карте  и Н(а) 
высота  точки  а над  уровнем  моря.  Отношение  а < Ь,  если  Н(а)  < 
< Н(Ъ),  определяет  квазипорядок  на  множестве  М.  Областями 
уровня  служат  горизонтали  (изолинии)  — геометрические  места 
(различных)  точек,  высота  которых  над  уровнем  моря  одинакова. 
Обычно  такие  горизонтали  строят  для  некоторых  фиксированных 
уровней  Нъ  Но,  Нп  и по  ним  судят  о характере  изображаемого 
рельефа  (рис.  49). 

Аналогичный  прием  используется  для  представления  на  плос- 
кости функций  двух  переменных  <р(х,  у)  = г.  Полагая  2 = Нъ  Н.г, 
...,  Н,г,  строят  кривые  (изоли- 
нии), соответствующие  ф ,(х,  у)  = 

= Ні  (і  = 1,2,...,  п).  На  практи- 
ке в такой  форме  обычно  пред- 
ставляют рассчитанные  или  по- 
лученные экспериментально  зна- 
чения различных  величин,  ха- 
рактеризующих точки  плоскости 
(или  земной  поверхности),  тем- 
пературы (изотермы),  потенциа- 
ла (эквипотенциальные  линии) 
и т.  п. 

7.  Комплексный  показатель 
качества.  Сравнение  различных 
изделий  (или  любых  объектов)  по 
некоторой  числовой  характерис- 
тике сводится,  как  об  этом  говорилось  в (4),  к упорядочению  мно- 
жества соответствующих  им  весов,  которые  можно  рассматривать 
как  некоторый  показатель  качества.  Сложное  изделие  характери- 
зуется несколькими  показателями  качества  хІУ  х2,  ...,  хп  (стоимость, 
надежность,  габаритные  размеры,  масса  и т.  п.). 

Для  оценки  различных  типов  изделий  одинакового  назначения 
используется  комплексный  показатель  качества,  который  выра- 
жается некоторым  числом  .г  = [(хъ  х2,  ...,  хп ).  Простейший  способ 
определения  этого  числа  основан  на  соотношении  л:  = а1х1  + 
+ а2х2  + ...  + апхп,  где  а,  — коэффициент  весомости  показа- 
теля хі.  Обычно  под  хІУ  х2,  ....  хп  понимают  относительные  пока- 
затели по  сравнению  с соответствующими  показателями  некоторого 
изделия,  принятого  в качестве  базисного.  Коэффициенты  весо- 
мости а і являются  численными  выражениями  значимости  показа- 
телей и их  определение  находится  в компетенции  специалистов 
конкретной  отрасли  промышленности. 

Определив  комплексные  показатели  качества  некоторой  сово- 
купности изделий  одинакового  назначения  и упорядочив  множество 
этих  показателей,  можно  судить  о качестве  изделий  и сравнивать  их 


Рис.  49.  Линии  уровня  (горизонтали) 
на  топографической  карте. 
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между  собой.  Изделия  с одинаковыми  показателями  качества  явля- 
ются в этом  отношении  эквивалентными.  Следует,  однако,  отме- 
тить, что  порядок  или  квазипорядок  на  множестве  изделий  зависит 
от  того,  как  определены  коэффициенты  весомости  а,-,  что  составляет 
основную  трудность  при  оценке  качества. 

8.  Структура  упорядоченных  множеств.  Приведем  несколько 
определений,  относящихся  к структуре  множества  М,  упорядочен- 
ного некоторым  отношением  порядка  А.  Мажорантой  ( верхней  гра- 
ницей) подмножества  ()  с ~М  называют  такой  элемент  т € М, 


5 


а 


Рис.  50.  Упрощенный 
граф  отношения  «быть 
делителем». 


Рис.  51.  Граф  отношения  квазипорядка  (а) 
и его  упрощенное  изображение  (б). 


что  для  всех  ц € С)  справедливо  соотношение  цАт.  Минорантой 
(нижней  границей)  подмножества  СсМ  называют  такой  элемент 
п € М,  что  для  всех  ц € С)  справедливо  соотношение  пАц. 

Если  мажоранта  т (миноранта  п)  принадлежит  <2,  то  т называ- 
ется максимумом  ( п называется  минимумом)  множества  ф и обо- 
значается гпахф  (тіп<2).  Максимум,  как  и минимум,  если  он  су- 
ществует, единственен;  поэтому,  когда  говорят  о минимуме  или  мак- 
симуме множества  С),  имеют  в виду  вполне  определенный  элемент. 

Множество  С)  а М может  иметь  много  мажорант  и минорант. 
Если  множество  мажорант  (минорант)  имеет  минимум  (максимум), 
то  этот  элемент  единственен.  Его  называют  верхней  (нижней) 
гранью  или  супремумом  (инфинумом)  множества  ()  и обозначают 
$ир<2  (іпГф). 

9.  Матрицы  отношений  порядка.  Отношению  порядка  соответ- 
ствует матрица,  у которой  главная  диагональ  заполнена  единицами 
(рефлексивность).  Для  каждой  пары  единичных  элементов,  один 
из  которых  расположен  в г'-м  столбце  и /-й  строке,  а второй  — в /-м 
столбце  и к- й строке,  обязательно  существует  единичный  элемент 
в /-м  столбце  и к,- й строке  (транзитивность).  Кроме  того,  ни  один 
единичный  элемент  не  имеет  симметричного  относительно  главной 
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диагонали  (антисимметричность).  Например,  матрица  отношения 
«быть  делителем»  на  множестве  (1,2,  3,  4,  6,  7,  12,  14,  21;  28,  42, 
84}  имеет  вид: 


I 2 3 4 6 7 12  14  21  28  42  84 


Матрица  отношения  строгого  порядка  отличается  тем,  что  все 
элементы  главной  диагонали  нулевые  (антирефлексивность),  а квази- 
порядка — допустимостью  симметричных  единичных  элементов. 

10.  Графы  отношений  порядка.  Граф  нестрогого  порядка  не  со- 
держит параллельных  и противоположно  направленных  дуг,  с каж- 
дой вершиной  связана  петля,  а также  все  вершины  любого  пути 
попарно  связаны  между  собой  дугами  в направлении  этого  пути. 
Граф  строгого  порядка  отличается  тем,  что  отсутствуют  петли,  а граф 
квазипорядка  — - тем,  что  допускает  параллельные  и противопо- 
ложно направленные  дуги. 

Так  как  отношение  порядка  транзитивно,  то  его  граф  обычно 
заменяется  графом  редукции,  причем  в графе  нестрогого  порядка 
петли  не  изображаются.  Граф  квазипорядка  можно  упростить, 
заменив  его  графом  строгого  порядка  на  множестве  вершин,  соответ- 
ствующих классам  эквивалентности.  При  этом  каждая  такая  вер- 
шина изображает  все  множество  элементов  данного  класса. 

На  рис.  50  показан  упрощенный  граф  отношения  «быть  дели- 
телем» из  (5.  9).  На  графе  наглядно  прослеживается  структура 
упорядоченного  множества.  Так,  для  подмножества  (}  = {4,  б,  14, 
28,  42}  мажорантой  является  элемент  84,  а минорантами  — эле- 
менты 1 и 2.  Максимума  и минимума  ()  не  имеет,  но  зир  <3  = 84, 
а іпі  13  = 2.  Для  всего  множества  единственная  мажоранта  84  явля- 
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ется  одновременно  максимальным  элементом,  а миноранта  I — 
минимальным  элементом. 

На  рис.  51,  а показан  граф  отношения  квазипорядка,  а на 
рис.  51,  о упрощенный  граф  отношения  порядка  на  множестве 
классов  эквивалентности  [Хі),  {х2},  {х3>  лг4,  х5)  и {*,},  индуциро- 
ванного этим  квазипорядком. 

Совершенный  порядок  всегда  представляется  связным  графом, 
в то  время  как  граф  частичного  порядка  может  быть  несвязным. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Показать,  что  приведенные  ниже  отношения  являются  отношениями 
порядка  и определить  тип  упорядоченности: 

а)  іх  тяжелее  уъ  в множестве  деталей; 

б)  «х  подчинен  у » в множестве  должностей; 

в)  «х  длиннее  уъ  в множестве  отрезков  на  плоскости; 

г)  « х старше  у » в множестве  людей; 

д)  « х не  превосходит  у»  в множестве  номеров  домов  на  улице; 

е)  «из  х следует  у » в множестве  высказываний; 

ж)  « х находится  внутри  у » в множестве  окружностей  на  плоскости. 

2.  В множестве  комплексных  чисел  задано  отношение  А такое,  что  для 
любых  х,  у 6 2 имеет  место  соотношение  хАу,  если  действительная  часть 
числа  х меньше  действительной  части  числа  у.  Покажите,  что  А — квази- 
порядок, и опишите  множество  классов  эквивалентности,  в котором  этот 
квазипорядок  индуцирует  строгий  порядок. 

3.  Пять  приборов  оценивают  по  четырем  показателям  в десятибалльной 
системе  с коэффициентом  весомости  щ (і  = 1,  2,  3,  4).  Определите  на  осно- 
вании приведенной  таблицы  комплексные  показатели  качества  приборов 
и упорядочите  в соответствии  с этими  показателями  множество  приборов. 
К какому  типу  относится  полученное  упорядочение? 


Показатели 

качества 

Коэффи- 

циенты 

весомости 

Оценка 

приборов 

(в  баллах) 

1 

2 

3 

4 

5 

•н 

0,2 

5 

4 

7 

8 

6 

0,1 

6 

6 

4 

9 

3 

Х3 

0,5 

4 

6 

3 

5 

7 

0,3 

9 

5 

10 

7 

8 

4.  На  рис.  52  показан  граф  организационной  структуры,  определяемой 
соотношением  «х  начальник  у » со  свойствами:  1)  никто  не  является  собствен- 
ным начальником;  2)  никто  не  может  быть  одновременно  начальником  и под- 
чиненным другого  лица;  3)  начальник  начальника  некоторого  лица  является 
начальником  этого  лица. 

а)  Определите  тип  упорядоченности  такой  организации. 

б)  Покажите,  что  необходимым  и достаточным  условием  такой  органи- 
зации является  отсутствие  контуров  в соответствующей  ей  графе. 
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5.  Вес  (значимость)  каждого  лица  в организации  (задача  4)  можно 
оценивать  целым  числом  т(х),  которое  определяется  по  формуле 

т(х)=Уі  Ч' 


где  Пі  — число  подчиненных  уровня  к.  Уровень  подчинения  равен  длине 
кратчайшего  пути  от  вышестоящего  лица  х к подчиненному  у,  т.  е.  числу 
дуг  графа  в самом  коротком  пути  от  вершины  х к вершине  у.  Если  х не  им  еет 
подчиненных,  то  ш(х)  = 0. 

а)  Определите  веса  всех  лиц  в организации,  заданной  графом  на  рис.  52. 

б)  Упорядочите  множество  всех  лиц  данной  организации  по  их  весам 
и укажите,  к какому  типу  относится  эта  упорядоченность. 

6.  Может  ли  оказаться  (при  определении  понятия  уровня,  как  это  сде- 
лано в задаче  5),  что  некоторое  лицо  в организации  характеризуется  меньшим 
весом,  чем  его  подчиненный? 


Рис.  52.  Граф 


Аиректор 

Заместители  директора 
Начальники  отделов 
Референты 


организационной  структуры 
к задаче  4. 


Приведите  пример. 

7.  Если  уровень  подчине- 
ния к определить  как  самый 
длинный  путь  от  вышестоящего 
лица  к подчиненному,  то  си- 
туация, описанная  в задаче  6, 
не  может  иметь  места.  Дока- 
жите это  положение.  Опреде- 
лите значимость  всех  лиц  в 
организации  (рис.  52),  приняв 
приведенное  здесь  определение 
уровня  к. 

8.  Пусть  А — подмножест- 
во действительных  чисел,  состоящее  из  числа  — 1 и из  чисел  0 О х ■<  1. 
Покажите,  что: 

а)  любое  число,  большее  или  равное  1,  является  мажорантой  множества 
Л,  а любое  число,  меньшее  или  равное  — 1,  — минорантой  этого  множества; 

б)  верхняя  грань  (супремум)  равна  1,  а нижняя  грань  (инфинум)  равна — 1. 

9.  Покажите,  что  если  отношение  А — строгий  порядок  (нестрогий 
порядок,  квазипорядок),  то  симметричное  ему  Л~*  также  является  строгим  по- 
рядком (нестрогим  порядком,  квазипорядком). 

10.  Покажите,  что  если  Л и В — строгие  порядки,  то  пересечение 
Л Г)  В является  строгим  порядком.  Распространите  это  положение  на  нестро- 
гий порядок  и квазипорядок. 

11.  Объединение  порядков  в общем  случае  не  является  порядком.  Если 
А и В — строгие  порядки,  то  объединение  А {]  В является  строгим  порядком, 
если  и только  если  В А []  АВ  са  А []  В.  Для  того  чтобы  объединение  Л У В 
нестрогих  порядков  было  также  нестрогим  порядком,  необходимо  и достаточно 
выполнение  условий  ВЛ  у ЛВсі  []  В и 4 У В-1  о Е.  Приведите  при- 
меры. 


6.  ОТНОШЕНИЕ  ТОЛЕРАНТНОСТИ 

1.  Толерантность.  Отношение  толерантности  т на  множестве 
М удовлетворяет  свойствам  рефлексивности  и симметричности. 
Упорядоченная  пара  (х,  у)  принадлежит  множеству  тсМ  х М, 
если:  1)  ххх  и 2)  из  хху  следует  угх.  Для  этого  отношения,  в отличие 
от  эквивалентности,  транзитивность  не  обязательна,  и значит  экви- 
валентность есть  частный  случай  толерантности. 
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Отношение  толерантности  представляет  собой  экспликацию  ин- 
туитивных представлений  о сходстве  и неразличимости.  Каждый 
объект  неразличим  сам  с собой  (рефлексивность),  а сходство  двух 
объектов  не  зависит  от  того,  в каком  порядке  они  сравниваются 
(симметричность).  В то  же  время,  если  один  объект  сходен  с другим, 
а другой  сходен  с третьим,  то  это  вовсе  не  означает,  что  все  они  обя- 
зательно сходны  между  собой,  т.  е.  свойство  транзитивности  может 
не  выполняться. 

Например,  толерантность  на  множестве  точек  плоскости  может 
быть  задана  свойством:  расстояние  между  любой  парой  точек  не 
превышает  величины  а.  С этим  свойством  обычно  связывается  моде- 
лирование зрительного  органа.  Очевидно,  толерантностью  может 
быть  острота  зрения,  т.  е.  условие  того,  что  любые  пары  точек  не- 
различимы для  глаза  в его  поле  зрения. 

Развлекательным  примером  толерантности  является  популяр- 
ная задача  «превращение  мухи  в слона»  (муха — мура — тура — тара — 
кара — каре — кафе — кафр—  каюр—- каюк—  крюк— крок — срок — сток  — 
— стон  — слон).  Здесь  отношение  толерантности  определяется 
сходством  между  четырехбуквенными  словами,  если  они  отлича- 
ются только  одной  буквой.  Если  определить  отношение  между  сло- 
вами как  наличие  хотя  бы  одной  общей  буквы,  то  толерантными  бу- 
дут пересекающиеся  слова  кроссворда. 

2.  Толерантность  кортежей.  На  множестве  кортежей  (векторов) 
х=  (лу,  х2,  ...,  хп)  толерантность  можно  задать  различными  спо- 
собами, например,  обусловить  наличие  в паре  кортежей  хотя  бы 
одной  общей  компоненты  Хі. 

Компонентами  кортежа  могут  быть  любые  объекты.  Если  они 
принимают  целочисленные  значения  от  0 до  т — 1 , то  кортеж  мож- 
но рассматривать  как  п-разрядное  число,  записанное  в позиционной 
системе  счисления  с основанием  т.  Например,  кортеж  х = (7,  О, 
4,  9,  2)  соответствует  десятичному  числу  70492.  Количество  всех 
таких  кортежей,  очевидно,  равно  тп. 

При  т = 2 имеем  двоичный  кортеж,  его  компоненты  принимают 
значения  0 или  1.  Для  каждого  х — (хъ  х2,  ...,  хп)  существует 
только  один  не  толерантный  к нему  кортеж  х'  = (1  — лу,  1 — х2, 
...,  1 — хп). 

Двоичный  кортеж  можно  трактовать  также  как  содержимое 
п-разрядного  регистра  вычислительной  машины.  Состояние  ма- 
шины определяется  содержимым  всех  его  регистров,  т.  е.  множест- 
вом двоичных  кортежей.  Если  два  состояния  машины  различаются 
содержимым  некоторого  ограниченного  числа  регистров,  то  гово- 
рят, что  эти  состояния  толерантны,  а машину  называют  толерант- 
ным автоматом. 

3.  Толерантность  числовых  функций.  Каждый  кортеж  х = (лу, 
х2,  ...,  х„),  компоненты  которого  — некоторые  действительные 
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Рис.  53.  Толерантность  функций. 


числа  Хі,  можно  считать  числовой  функцией,  заданной  на  множестве 
{1,  2,  ...,  л}.  Каждому  числу  і (1  < / < п)  эта  функция  сопостав- 
ляет число  Хі.  Толерантность  двух  функций  означает,  что  хотя  бы 
в одной  точке  они  принимают  одинаковые  значения  (точка  А на 
рис.  53). 

Если  функции  определены  на  некотором  отрезке  действитель- 
ных чисел,  то  толерантность  на  множестве  таких  функций  означает 
совпадение  хотя  бы  одного  из  значе- 
ний двух  функций,  соответствующих 
одному  и тому  же  аргументу.  Другими 
словами,  толерантными  являются 
функции,  графики  которых  пересека- 
ются (точки  пересечения  Л и В на 
рис.  53). 

4.  Многомерный  симплекс.  Рас- 
смотрим совокупность  8Я  всех  непу- 
стых подмножеств  множества  ц + 1 
натуральных  чисел  Н — (1,  2,  ...,  ц + 1).  Определим  на  этой 
совокупности  отношение  толерантности:  два  подмножества  толе- 
рантны,  если  они  содержат  хотя  бы  один  общий  элемент. 

При  (?  = 0,  1,  2,  3 множество  5а  можно  представить  соответ- 
ственно точкой,  отрезком,  треугольником  и тетраэдром  (рис.  54), 
отображая  одноэлементные  подмножества  вершинами,  двухэле- 
ментные — ребрами,  трехэлементные  — гранями  и четырехэле- 
ментные — геометрическим  телом 
(тетраэдром).  Если  ц > 3,  то  гео- 
метрическое представление  мно- 
жества 8Ч  в обычном  трехмер- 
ном пространстве  теряет  нагляд- 
ность, но  может  быть  формально 
продолжено  в абстрактном  про- 
странстве, имеющем  ц измере- 
ний. 

Множество  5*,  называют 
ц- мерным  симплексом.  Симплекс 
обобщает  понятия  отрезка,  тре- 
угольника и тетраэдра  на  много- 


Рис. 


54.  Многомерные 
(?  = 0,  1,  2,  3). 


симплексы 


мерный  случай.  Подмножества,  содержащие  й + 1 элемент,  рассмат- 
риваются как  к-мерные  грани.  Толерантность  граней  симплекса 
(наличие  общих  вершин)  означает  их  геометрическую  инцидент- 
ность. 

5.  Толерантность  в множестве  подмножеств.  Пусть  Н — произ- 
вольное конечное  множество,  элементами  которого  могут  быть  объек- 
ты любой  природы  (предметы,  числа,  фигуры,  свойства  и т.  п.),  и 
5Н  — множество  всех  его  непустых  подмножеств.  Если  Н содержит 


5* 
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<7  элементов,  количество  элементов  в $„  равно  21  — 1 (вычитаемая 
единица  соответствует  пустому  подмножеству  универсума  Я). 

Толерантность  в множестве  5„  можно  задать  условием:  два 
подмножества  Л,  К 6 5Н  (X  а Я и У а Я)  толерантны,  если  они 
содержат  хотя  бы  один  общий  элемент.  Это  значит,  что  Хт У при 
условии  X П У Ф 0 . 

Пусть,  например,  Я = {а1,  а2,  а3,  а4}  и заданы  подмножества 
X = [аъ  а2};  У — [аъ  а3,  а4};  2 — {а4};  в соответствии  с опре- 
делением Хт  У и У т2,  но  X и 2 не  толерантны,  так  как  ни  один  из 
элементов  из  X не  содержится  в 2. 

6.  Сходство  как  толерантность.  Сходство  между  различными 
объектами  имеет  точный  смысл  только  тогда,  когда  указана  совокуп- 
ность признаков,  относительно  которой  это  сходство  устанавлива- 
ется. Два  объекта  считаются  сходными  (толерантными) , если  они 
обладают  хотя  бы  одним  общим  признаком. 

Пусть  М = {хъ  х2,  хт)  множество  объектов  и Я — {аь 
а2,  ....  а„ } — множество  признаков.  Каждому  элементу  х(  из  М 
соответствует  некоторое  подмножество  Я,:  признаков  (Я,-  сг  Я). 
Следовательно,  сходство  между  объектами  Хі  и X/  определяется 
толерантностью  соответствующих  им  подмножеств  Я,  и Я,-  из  Я, 
т.  е.  условием  Я;  (~)  Я,  Ф 0. 

Если  рассматривать  соответствие  между  объектами  и призна- 
ками как  бинарное  отношение  А между  множеством  объектов  М 
и множеством  признаков  Я,  то  элементами  А будут  упорядоченные 
пары  (х,  а)  € Л,  в каждой  из  которых  первая  координата  является 
объектом,  а вторая  — признаком.  Очевидно,  множество  Я(-  приз- 
наков объекта  Хі  является  сечением  Л(х,)  этого  отношения,  т.  е. 
Ні  — А{хі).  Как  было  показано  в (2.  3),  все  такие  сечения  пол- 
ностью определяют  бинарное  отношение  Л. 

Итак,  толерантность  т на  множестве  объектов  М можно  задать 
с помощью  некоторого  всюду  определенного  бинарного  отношения 
Л от  М к Я следующим  образом:  для  любой  пары  объектов  х,- 
и X/  из  М имеет  место  х,тх;,  если  и только  если  Л (х,)  П Л (х;)  Ф 0. 

Действительно,  отношение  т симметрично,  ибо  из  х;тх;-  следует 

Л (х)  П Л (х()  Ф 0,  но  Л (хс)  П Л (хі)  = А (хі)  П Л (хі),  следова- 
тельно, х/тх,-.  Оно  также  рефлексивно,  поскольку  отношение  Л 
определено  на  всем  М.  В этом  и только  в этом  случае  множество 
А (хі)  П Л (хі)  = Л (X;)  не  пусто  для  любого  х(-  е М.  Следовательно, 
т — отношение  толерантности. 

7.  Классы  толерантности.  Множество  Е с ~М,  любые  два  эле- 
мента которого  толерантны,  называют  предклассом  толерантности. 

Если  толерантность  связана  с отношением  Л , то  обратное  отно- 
шение А~1  устанавливает  соответствие  между  признаками  и объек- 
тами. Каждому  признаку  а,-  6 Я соответствует  некоторая  сово- 
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купность  объектов  из  М,  которые  обладают  этим  признаком.  Такая 
совокупность  определяется  сечением  А~1(а,і)  и является  предклас- 
сом.  Следовательно,  множество  всех  различных  сечений  Л~1(а1)  = 
= Ьі  образует  некоторое  множество  предклассов,  причем  каждый 
объект  из  М входит  хотя  бы  в один  предкласс. 

Некоторые  из  предклассов  могут  быть  связаны  отношением 
включения  Т;  с:  Т/.  Если  некоторый  предкласс  не  является  подмно- 
жеством никакого  другого  предкласса,  то  он  является  максималь- 
ным предклассом  и называется  классом  толерантности. 

Чтобы  выделить  из  множества  предклассов  Ьі  классы  толе- 
рантности, необходимо  попарно  сравнить  все  предклассы  относи- 
тельно включения.  При  этом,  если  Е,  сгЕ/,  то  Ьі  отбрасывается 
и продолжается  сравнение  Г,  с другими  предклассами  до  тех  пор, 
пока  не  останутся  только  предклассы,  которые  не  связаны  отно- 
шением включения.  Они  и образуют  совокупность  классов  толе- 
рантности {Кі,  /<2 , ...  , К,,}. 

Различные  классы  толерантности  могут  содержать  одинаковые 
элементы  и,  следовательно,  являются  пересекающимися  множест- 
вами. В то  же  время  их  объединение  равно  множеству  М,  т.  е. 
/Сі  Ы /С2  0!  ...  {]  Кр  = М ■ Говорят,  что  классы  толерантности 
образуют  покрытие  множества  М. 

Пусть,  например,  М = [хх,  *2,  х9,  х4,  х5,  хв,  х7)  и Н = {аь  а2, 
а3,  а4,  а5},  причем  объект  хх  наделен  признаками  аа  и ос5,  т.  е.  Нх  = 
= {сс3,  а5)  и аналогично  Н2  = {а2,  а4};  И3  = |а3,  а,};  Н 4 = 
= («2,  «4І;  Г/ 5 = {аъ  а2,  а3,  а4};  Яв  = {а3,  а6);  //,  = {а4}.  Соот- 
ветствующее отношение  выражается  матрицей 


Отсюда  определяем  предклассы  как  сечения  обратного  отно- 
шения: Т4  = {лгБ} ; Т2  = {х2,  х4,  х5};  і3  = {хи  х3,  хв,  хе}\  Т4  = {х.г, 
х4,  хъ,  х7};  Т5  = {хь  х3,  хв].  Так  как  Іх  а Т2  сд  І4  и Ьъ  сд  Е3,  то 
классами  толерантности  являются  Т,  и Т4,  т.  е.  Кі  = Т3  = {х4, 
*8,  *5,  хв|  и К 2 = Е4  = {*2,  х4,  х5,  X,}. 

8.  Толерантность  и эквивалентность.  Изложенный  способ  обра- 
зования классов  толерантности  подсказывает  связь  между  толе- 
рантностью и эквивалентностью. 


Ш 


В частном  случае,  когда  каждый  объект  характеризуется  только 
одним  признаком  (отношение  А от  М к Н есть  отображение  или 
функция),  классы  толерантности  объединяют  только  те  объекты, 
которые  обладают  данным  признаком.  При  этом  толерантность 
переходит  в эквивалентность,  а классы  толерантности  — в классы 
эквивалентности.  Другая  формулировка  условия  совпадения  то- 
лерантности с эквивалентностью  требует,  чтобы  классы  толерант- 
ности не  пересекались  друг  с другом. 

Более  глубокая  связь  между  отношениями  толерантности  и экви- 
валентности устанавливается  при  рассмотрении  подмножеств 


6 


д 


а 


Рис.  -55.  Отношение  толерантности: 

й — граф  отношения  М Н;  6 — граф  толерантности;  в — карта  отношения 


толерантности. 


Н,  = Л(хі)  признаков,  соответствующих  объекту  Хі  С М.  Ра- 
зобьем М на  непересекающиеся  классы,  поместив  в каждый  класс 
все  объекты  хс  из  М,  для  которых  Д,:  совпадают.  Тогда  это  раз- 
биение {Мъ  М2,  ...}  определит  на  множестве  М отношение  экви- 
валентности. Так,  для  примера  из  (7)  имеем  М,  = {*,,  х,,  *,)■ 
Мг  = {х2,  х4);  Ма  = Ы,Л*4  = {*7}  ' 

Так  как  эквивалентность  является  частным  случаем  толе- 
рантности, то  каждый  класс  эквивалентности  является  подмно- 
жеством какого-либо  класса  толерантности  либо  совпадает  с ним. 
Значит  классы  эквивалентности  являются  предклассами  или  клас- 
сами толерантности  (в  нашем  примере  с:  Къ  М2  сд  К2,  М3  сп  Кл, 
Ли  ^ и 2,  Мд  с:  /С2).  Отсюда  также  следует,  что  класс  эквивалент- 
ности связан  отношением  включения  с пересечением  классов  толе- 
рантности, подмножествами  которых  он  является  (М3  а /Сх  рД2). 
Если  классы  толерантности  не  пересекаются,  то  толерантность 
переходит  в эквивалентность.  Ясно  также,  что  класс  толерантности 
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выражается  через  объединение  входящих  в него  классов  эквива- 
лентности {Кі  = МХ{]М3\  К 2 = М2\]  М31)  УИ4). 

9.  Матрица  толерантности.  Пусть  толерантность  определена 
как  совокупность  классов  толерантности  {Къ  К 2,  ...  }.  Внутри  каж- 
дого такого  класса  любые  два  элемента  толерантны,  следовательно, 
кроме  рефлексивности  и симметричности  имеет  место  и транзитив- 
ность. Поэтому  подобно  эквивалентности,  классу  толерантности 
соответствует  заполненный  единичными  элементами  квадрат,  диа- 
гональ которого  располагается  по  главной  диагонали  матрицы. 
Но  в отличие  от  эквивалентности  эти  квадраты  пересекаются,  так 
что  в целом  толерантность  не  транзитивна. 

Если  при  записи  матрицы  расположить  элементы  множества 
совокупностями,  соответствующими  классам  эквивалентности  и то- 
лерантности, то  для  примера  из  (7)  имеем: 
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10.  Граф  толерантности.  Подграф,  определяемый  разбиением 
[Мх,  Мъ  ...},  состоит  из  отдельных  частей,  которые  в графе  толе- 
рантности объединяются  за  счет  пересечения  классов  толерантности 
{Къ  К2,  •••)•  Для  упрощения  петли  на  графе  не  изображаются, 
а параллельные  и противоположно  направленные  дуги  заменяются 
ненаправленной  дугой. 

На  рис.  55,  а показан  граф  бинарного  отношения  М -ѵ  Н,  а на 
рис.  55,  б — граф  толерантности  для  примера  из  (7).  Отношение 
толерантности  полностью  определяется  его  картой,  на  которой  изо- 
бражаются классы  эквивалентности  (или  любое  другое  покрытие) 
и классы  толерантности  (рис.  55,  в). 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Какие  из  приведенных  ниже  отношений  являются  толерантностями? 

а)  «х  перпендикулярна  у»  в множестве  прямых; 

б)  «х  знаком  с у»  в множестве  людей; 

в)  «х  имеет  общие  точки  с у » в множестве  геометрических  фигур; 

г)  «х  рядом  с у»  в множестве  книг  на  полке.  ..і 
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_ . ГІУСТЬ  М {х±,  Хп,  х3,  хд,  дсб  , х6,  Хі,  лг8}  — множество  объектов  и Н ~ 

\аі>  ®2>  аз>  а4>  а5>  ав)  — множество  признаков.  Бинарное  отношение  за- 
дано матрицей 


а)  определить  предклассы  и классы  толерантности; 

б)  определить  классы  эквивалентности,  связанные  с отношением; 

в)  начертить  граф  данного  отношения; 

г)  начертить  граф  и карту  толерантности. 

3.  Два  ребра  графа  считаются  смежными,  если  они  имеют  общую  вер- 
шину (каждое  ребро  смежно  с самим  собой): 

а)  показать,  что  смежность  ребер  графа  является  толерантностью,  кото- 
рая задается  отношением  инцидентности  ребер  и вершин; 

б)  записать  матрицу  инцидентности  для  графа,  изображенного  на  рис.  66, 
и на  ее  основании  определить  предклассы  и классы  толерантности; 

в)  изобразить  граф  и карту  данного  отношения  толерантности’. 


4.  Пусть  толерантность  определена  как  отношение  смежности  на  мно- 
жестве ребер  графа.  Покажите,  что: 

а)  для  простого  графа  без  концевых  вершин  классы  толерантности  это 

множества  ребер,  инцидентных  вершинам,  и число  таких  классов  равно 
числу  вершин;  н 

б)  для  произвольного  мультиграфа  классы  эквивалентности  объеди- 
няют кратные  ребра. 

б.  Пусть  на  множестве  вершин  графа  определена  толерантность  как 
отношение  соседства:  две  вершины  считаются  соседними,  если  они  имеют 
общее  ребро,  причем  каждая  вершина  соседняя  с самой  собой.  Определить 
классы  толерантности  на  множестве  вершин  графа,  показанного  на  рис  57 
Имеет  ли  эта  задача  другие  решения? 
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6.  Совокупность  классов  толерантности  К — {Кг,Кг,  ...}  в множестве 
М образует  базис,  если:  1)  для  всякой  толерантной  пары  х,  у С М существует 
класс  толерантности  из  К , который  содержит  эти  элементы;  2)  удаление  из  К 
хотя  бы  одного  класса  приводит  к потере  этого  свойства.  Иначе  говоря,  для 
всякого  Кі  6 К существует  толерантная  пара  х,  у , для  которой  Кі  — един- 
ственный общий  класс  толерантности  в К.  Пока- 
жите, что: 

а)  отношение  соседства  на  множестве  вер- 
шин графа  (рис.  58)  имеет  базис,  состоящий  из 
классов  толерантности,  которые  объединяют  вер- 
шины заштрихованных  треугольников; 

б)  для  рассматриваемого  примера  сущест- 
вует только  два  базиса  (найдите  другой  базис). 

7.  Пусть  ЛІ  — ■ множество  «-разрядных  деся- 
тичных чисел  и Кп  — подмножества  этого  мно- 
жества (Кі/  сд  ЛІ),  состоящие  из  всех  тех  чисел, 
которые  в і-м  разряде  содержат  цифру  / (і  = 1, 

2,  ....  я;  / = 0,  1,  ....  9). 

а)  Покажите,  что  Кц  — классы  толерантнос- 
ти, образующие  базис; 

б)  Сколько  элементов  содержит  каждый  из  классов  толерантности 
Кі/  и сколько  всего  имеется  таких  классов? 

8.  Покажите,  что  для  любого  рефлексивного  отношения  А отношения 
А у и А (]  А~1  являются  толерантностями. 


Рис.  58.  Базис  толерант- 
ности на  множестве  вер- 
шин графа  к задаче  6. 


7.  ЗАКОНЫ  КОМПОЗИЦИИ 


1.  Композиция  объектов.  В математике  и ее  приложениях  боль- 
шое значение  имеют  отношения,  ставящие  в соответствие  паре 
каких-либо  объектов  (а,  Ь ) третий  объект  с.  Примерами  таких 
отношений  являются  действия  над  числами.  В общем  случае 
отношение  может  представлять  собой  некоторую  операцию  не 
только  между  числами,  но  и между  объектами  любой  природы. 
При  этом  запись  а Т Ь = с,  или  а _і_  Ъ = с,  означает,  что  а в компо- 
зиции с Ь дает  с.  Символ  Т (или  _[_)  обозначает  операцию,  объекты 
а и Ь называют  операндами,  а объект  с — результатом  операции 
или  композицией  объектов  а и Ь. 

Обозначим  множества  операндов  соответственно  через  А и В 
(а  ё А и Ь € В),  а множество  результатов  операции  — через  С 
(с  ё С).  Так  как  множество  всех  пар  (а,  Ь)  есть  прямое  произведение 
А X В,  то  операцию  определяют  как  отображение  множества 
А X В в С,  т.  е.  А X В С,  и часто  называют  законом  композиции. 

2.  Таблица  Кэли.  Любой  закон  композиции  А X В -+■  С над 
конечными  множествами  можно  задавать  прямоугольной  матрицей 
(таблицей  Кэли).  Строки  таблицы  соответствуют  элементам  мно- 
жества А,  столбцы  — элементами  множества  В.  На  пересечении 
строки  и столбца,  соответствующих  паре  (а,  Ь),  располагается 
элемент  с — а Т Ъ. 
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Хорошо  известными  примерами  являются  таблицы  сложения 
и умножения  одноразрядных  чисел.  В общем  случае  таблица,  опре- 
деляющая бинарную  операцию,  имеет  вид: 


т 

ьі 

ъг 

ь3 

К 

Ьъ 

... 

Сц 

С12 

С13 

С14 

Си 

а2 

С21 

Сц 

С23 

С21 

С-іъ 

а3 

С31 

^32 

С33 

СА\ 

С35 

аі 

сп 

С42 

С43 

С)  4 

САЪ 

3.  Законы  композиции  на  множестве.  Множества  А,  В,  С,  участ- 
вующие в операции  А X В ->  С,  не  обязательно  должны  быть  раз- 
личными. Если  В = С = 5,  то  говорят,  что  закон  композиции 
определен  на  множестве  8. 

Различают  внутренний  закон  композиции  5 X 5 5 и внеш- 

ний закон  композиции  й X 5 ->  5,  где  О и 5 — различные  мно- 
жества. В случае  внутреннего  закона  говорят,  что  множество 
образует  группоид  относительно  операции  Т-  В случае  внешнего 
закона  композиции  элементы  а € О называют  операторами, 
ай  — множеством  операторов  на  множестве  5. 

Примерами  внутреннего  закона  композиции  являются  сложение 
а + Ь — с и умножение  аЬ  = с на  множестве  действительных  чисел, 
а также  геометрическое  суммирование  векторов  на  плоскости. 
Умножение  вектора  на  скаляр  может  служить  примером  внешнего 
закона  композиции  на  множестве  векторов,  причем  операторами 
язляются  скаляры  — элементы  множества  действительных 
чисел. 

Пусть  5 — множество  дифференцируемых  функций  !і{хъ  х2, 
...,  хп)  и й — множество  операторов  дифференцирования  д/дх/ 
(/  = 1,  2,  ...,  п).  Тогда  паре  ( д/дх /,  Д)  можно  поставить  в соответ- 
ствие частную  производную  д}(/дх,-,  т.  е.  имеем  внешний  закон  ком- 
позиции на  множестве  дифференцируемых  функций. 

В остальной  части  этого  параграфа  речь  будет  идти  о внутренних 
законах  композиции. 
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4.  Матрица  и граф  группоида.  Конечный  группоид  5 относи- 
тельно закона  Т определяется  квадратной  матрицей  п-то  порядка 
( п — число  элементов  группоида),  например, 


т 

а 

Ь 

с 

сі 

а 

Ь 

с 

а 

Ь 

Ь 

а 

Ь 

с 

а 

с 

Ъ 

а 

сі 

сі 

сі 

сі 

Ъ 

сі 

Ъ 

Построение  графа  группоида  основано  на  представлении  бинар- 
ного соотношения  а Т Ь — с (рис.  59,  а),  где  дуги  графа  изобра- 
жают элементы  а,  Ь,  с е 5,  причем  операнды  образуют  некоторый 
путь,  а дуга  результата  операции  замыкает  этот  путь.  Если  а Т Ь = 
= а,  то  Ь изображается  петлей  в конечной  вершине  дуги  а.  При 
построении  графа  сначала 
наносят  дуги  для  всех  эле- 
ментов группоида  как  выхо- 
дящие из  одной  вершины,  а 
затем  последовательно  изоб- 
ражают все  бинарные  соотно- 
шения. 

На  рис.  59,  6 изображен 
граф  группоида,  заданного 
приведенной  выше  матрицей. 

Дуги  а,  Ь,  с,  й,  выходящие  из 
одной  вершины,  соответству- 
ют элементам  группоида.  Так 
как  а Т а — Ь,  а Т Ь — с, 
а Т с = а и а Т й = Ь,  то  из 
конца  дуги  а проводят  дуги  а , 

Ь,  с,  й соответственно  к конечным  вершинам  дуг  Ь,  с,  а,  Ъ.  Две  па- 
раллельные дуги  а и сі,  направленные  к конечной  вершине  дуги  Ь, 
условно  изображают  одной  дугой  а , сі.  Дуга  с начинается  и кончается 
в конечной  вершине  дуги  а,  т.  е.  образует  петлю.  Аналогично  изоб- 
ражают на  графе  и остальные  соотношения,  определяемые  матри- 
цей группоида. 

5.  Свойства  внутреннего  закона  композиции.  Операции  на  мно- 
жестве 5 могут  обладать  некоторыми  общими  свойствами,  которые 
обычно  выражаются  соотношениями  между  элементами  из  5: 


Рис.  59.  Граф  операции  на  множестве: 
а — операнды  а,  Ъ и результат  операции  с\ 
6 — граф  группоида. 
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коммутативность  а Т Ь — Ь Т а; 
ассоциативность  а Т (Ь  Т с)  — (а  Т Ь)  Т с; 
дистрибутивность  слева  (а  Т Ь)  I с = (а  і с)  Т (Ь  і с)  и 
справа  с ± (а  Т Ь)  — (с  ± а)  Т (с  ]_  Ь ). 

На  множестве  действительных  чисел  сложение  и умножение 
ассоциативны  и коммутативны.  Умножение  дистрибутивно  (слева 
и справа)  относительно  сложения,  но  сложение  не  дистрибутивно 
относительно  умножения,  так  как  вообще  а + Ьс  Ф (а  + Ь)(а  + с). 
Возведение  в степень  не  ассоциативно  («'•)'•'  ф а[ьс\  не  коммута- 
тивно а"  Ф Ьа , но  дистрибутивно  справа  относительно  умножения, 
так  как  ( аЬ ) = асЬс.  Пересечение  и объединение  множеств 
взаимно  дистрибутивны  относительно  друг  друга.  Если  в мно- 
жестве Г а 5 композиция  любых  двух  элементов  из  Р также  при- 
надлежит Р,  то  Р называется  замкнутым,  относительно  рассматри- 
ваемого закона  композиции  (подмножество  четных  чисел  является 
замкнутым  относительно  сложения  и умножения). 

6.  Регулярный,  нейтральный  и симметричный  элементы.  Закон 
композиции  наделяет  элементы  множества  некоторыми  общими 
свойствами.  При  различных  законах  одни  и те  же  элементы  могут 
обладать  различными  свойствами.  Поэтому  имеет  смысл  говорить 
о свойствах  элементов  множества  5 относительно  заданного  на 
нем  закона  композиции  Т . 

Элемента  называется  регулярным,  если  из  соотношений  а Т х = 
— а Т у н х Т а — у Т а следует  х = у ( сокращение  на  регуляр- 
ный элемент).  Всякое  число  регулярно  относительно  сложения, 
а для  умножения  регулярно  всякое  число,  кроме  нуля  (Олт  = 0 у не 
влечет  х = у). 

Нейтральным  элементом  е € 5 называют  такой  элемент,  что 
для  всех  элементов  г из  5 справедливо  е Т х = х т е = х (если 
нейтральный  элемент  существует,  то  он  единственен  и регулярен). 
Среди  чисел  нуль  — нейтральный  элемент  относительно  сложения, 
а единица  — относительно  умножения.  Пустое  множество  явля- 
ется нейтральным  элементом  относительно  объединения,  а основное 
множество  (универсум)  — относительно  пересечения.  На  множестве 
всех  квадратных  матриц  п- го  порядка  с числовыми  элементами  ну- 
левая и единичная  матрицы  служат  соответственно  нейтральными 
элементами  относительно  сложения  и умножения. 

Если  множество  содержит  нейтральный  элемент  е относительно 
закона  композиции  Т , то  элемент  Ь называется  симметричным 
(обратным,  противоположным)  элементу  а,  если  а~Ь  = Ь~а  = 
= е\  при  этом  а называют  симметризуемым  элементом  и Ь обозна- 
чается через  а,  т.  е.  Ь — а.  Относительно  ассоциативного  закона, 
элемент  а,  симметричный  элементу  а (если  он  существует),  един- 
ственен и регулярен. 
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При  сложении  симметричным  некоторому  числу  х будет  —х, 
а при  умножении  л:-1.  Например,  симметричными  элементами 
на  множестве  квадратных  матриц  /г-го  порядка  относительно  умно- 
жения являются  взаимно- обратные  матрицы.  Множество  всех  соб- 
ственных подмножеств  относительно  объединения  или  пересечения 
не  содержит  симметричных  элементов.  Множество,  в котором  всякий 
элемент  имеет  симметричный,  называется  симметризуемым. 

7.  Аддитивные  и мультипликативные  обозначения.  Свойства 
законов  композиции  можно  представить  в двух  формах.  В аддитив- 
ных обозначениях  операция  Т записывается  символом  сложения 
(+),  а в мультипликативных  — символом  умножения  (•).  Если  мно- 
жество наделено  двумя  законами  композиции,  то  чаще  всего  первый 
из  них  і считается  аддитивным , а второй  — мультипликатив- 
ным. В аддитивной  записи  нейтральный  элемент  обозначается 
через  0 и называется  нулем,  а симметричный  элементу  а — через 
( — а).  В мультипликативной  записи  нейтральный  элемент  обозна- 
чается через  1 и называется  единицей, а симметричный  элементу  а — 
через  а~1. 

Если  закон  композиции  ассоциативный  и коммутативный,  а эле- 
менты множества  Л'1(  хъ  ...,  хп  6 5 отмечены  операторным  индексом 
і,  то  в аддитивной  записи 


Х1  ~Ь  Х2  “Ь  • • • хп  — хі 

і=  1 

и в мультипликативной  записи 

п 

X 1 • *2  • ...  • хп  = П*г. 

1=1 

Следует  подчеркнуть,  что  здесь,  в отличие  от  элементарной 
алгебры,  знаки  (+)  и (•)  не  обязательно  означают  сложение  и умно- 
жение чисел.  Они  просто  заменяют  в различных  соотношениях  сим- 
волы т и указывая  на  то,  что  над  элементами  множества  (не 
обязательно  числами)  выполняются  некоторые  операции.  Эти  опера- 
ции могут  лишь  внешне  напоминать  обычные  операции  сложения 
или  умножения  чисел,  но  по  существу  в общем  случае  — это  дру- 
гие операции.  Удобство  аддитивных  и мультипликативных  обозна- 
чений состоит  в том,  что  при  операциях  над  числами  различные 
соотношения  совпадают  с общепринятой  формой  записи. 

8.  Алгебраические  системы.  Определяя  на  некотором  множестве 
5 один  или  два  закона  композиции  и наделяя  их  определенными  свой- 
ствами, а также  задавая  структуру  множества  относительно  зако- 
нов композиции  (наличие  нейтрального  элемента  и симметризуе- 
мость  множества),  получаем  различные  алгебраические  системы 
(структуры  или  модели).  Наиболее  употребительные  из  них 
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Таблица  2 

Алгебраические  системы  (модели) 


Название 

алгебраических 

систем 

Первый  закон 
(аддитивный) 

Второй  закон 
(мультипликативный) 

Свойства 

Элементы 

Свойства  | Элементы 

Ассоциа-  | 

тивность 

. 

Коммута- 

тивность 

Нейтраль- 

ный 

Симмет- 

ричный 

Ассоциа- 

тивность 

Коммута- 

тивность 

Нейтраль- 

ный 

Симмет- 

ричный 

Полугруппа 

(моноид) 

* 

Абелева  (коммута- 
тивная) полугруппа 

* 

* 

Полугруппа  с нулем 
(единицей) 

* 

* 

Абелева  полугруппа 
с нулем  (единицей) 

* 

* 

* 

Группа 

* 

* 

* 

Абелева  (коммута- 
тивная) группа 

* 

* 

* 

* 

Ассоциативное 

кольцо 

* 

* 

* 

* 

* 

Абелево  (коммута- 
тивное) кольцо 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

Кольцо  с единицей 
(унитарное  кольцо) 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

Абелево  кольцо 
с единицей 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

Тело 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

♦ 

Поле  (коммутатив- 
ное тело) 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

Примечания:  1.  Второй  закон  композиции  (если  он  определен)  является  дистри- 
бутивным слева  и справа  относительно  первого  закона.  2.  Симметричные  элементы  относи- 
тельно второго  закона  определены  для  всех  элементов,  кроме  нейтрального  относительно 
первого  закона  (нуля). 
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приведены  в табл.  2,  где  звездочка  (*)  указывает  на  то,  что  данный 
закон  обладает  отмеченными  свойствами,  и множество  содержит 
относительно  этого  закона  соответствующие  элементы. 

Так,  группа  — это  наделенное  ассоциативным  законом  множест- 
во, содержащее  нейтральный  элемент  и симметризуемое  относитель- 
но этого  закона.  Если,  кроме  того,  закон  композиции  коммутатив- 
ный, то  группу  называют  абелевой  (коммутативной). 

Во  всякой  группе  соотношения  (уравнения)  а т х = Ьиу  Т а = 

= ь Допускают  единственное  решение  х = ~а  Т Ь ( частное  справа) 
и У ~ ^ 1 _а  (частное  слева).  Имеет  место  также  соотношение 

а 1 1 ® или_  + Ь)  = — Ь — а (в  аддитивной  записи) 

и (о.  • о)  = о • а 1 (в  мультипликативной  записи). 

Кольцо  — это  множество,  наделенное  двумя  законами  компо- 
зиции. оіносительно  первого  (аддитивного)  оно  образует  абелеву 
группу,  а второй  закон  (мультипликативный)  является  ассоциатив- 
ным, а также  дистрибутивным  относительно  первого  закона.  Телом 
называют  кольцо  с единицей,  в котором  каждый  отличный  от  нуля 
элемент  обладает  симметричным  относительно  второго  (мультипли- 
кативного) закона.  Поле  — это  коммутативное  тело. 

Изучение  алгебраических  систем  позволяет  выявить  общие 
свойства  операций  на  множествах  объектов  различной  природы. 
с>ти  свойства  используются  при  решении  многих  научных  и техни- 
ческих задач.  Из  приведенных  алгебраических  систем  наиболее  ши- 
рокими понятиями  являются  моноид  и группа,  а наиболее  узкими  — 
тело  и поле.  Последние  обслуживают  в основном  числовые  мно- 
жества, в то  время  как  более  широкие  понятия  распространяются 
и на  более  далекие  от  чисел  совокупности  объектов. 

9.  Подсистемы.  Всякую  часть  системы,  которая  снова  является 
системой  относительно  тех  же  законов,  называют  подсистемой. 

^ частности,  всякая  подгруппа  должна  содержать  нейтральный 
элемент  группы.  Подкольцо  образует  подгруппу  аддитивной  груп- 
пы кольца  и замкнуто  относительно  мультипликативного  закона. 

Подкольцо  / абелева  кольца  К называется  идеалом  (в  этом  коль- 
це), если  / есть  аддитивная  подгруппа  кольца  (композиция  любых 
элементов  а и Ь из  / относительно  первого  закона  также  принадле- 
жат/, т.е.  а + Ь б /и а — Ь б /),  и в результате  применения  к эле- 
менту из  1 и любому  элементу  из  К второго  закона  получаем  элемент 
из  / (т.  е.  для  любых  а б / и х б К имеет  место  а • х б /)  На- 
пример, множество  четных  чисел  есть  идеал  в кольце  целых  чисел, 
рассматриваемом  как  аддитивная  группа,  а вторым  законом  явля- 
ется операция  умножения  (произведение  четного  числа  на  любое 
целое  число  дает  четное  число). 

10.  Делители  нуля.  Если  некоторой  паре  элементов  а и Ь из 
кольца,  которые  отличны  от  нейтрального  элемента  первого  закона, 
второй  закон  ставит  в соответствие  этот  нейтральный  элемент,  то 
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говорят,  что  элементы  а и Ь есть  делители  нуля  (а  • Ь = 0 при 
а Ф 0 и Ь Ф 0).  Так  3-2  = 0 (шосі  6),  т.  е.  числа  3 и 2 — делители 
нуля  в кольце  вычетов  по  модулю  6.  В кольце  квадратных  матриц 
второго  порядка  делителя  нуля  —это  ненулевые  матрицы,  произ- 
ведения которых  равно  нулевой  матрице,  например 


'2  61 

3 —9' 

‘0  01 

1 3 

— 1 3 

0 0 

Кольцо  без  делителей  нуля  называется  кольцом  целостности. 
В таких  кольцах  справедлив  закон  сокращения : из  а ■ х = а ■ у 
или  х • а — у ■ а следует  х = у.  Область  целостности  — это 
коммутативное  кольцо  с нейтральным  элементом  относительно 
второго  закона  (единицей)  и без  делителей  нуля  (например,  целые 
числа  и многочлены). 

В следующем  разделе  рассматриваются  некоторые  наиболее 
интересные  в теоретическом  и практическом  отношении  алгебраи- 
ческие системы  с одним  или  двумя  внутренними  законами  компо- 
зиции. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

!•  На  трехэлементном  множестве  О = [а,  Ь,  с)  задан  закон  композиции 
одной  из  следующих  таблиц: 


а)  Т 

а Ь с 

б)  Т 

а Ь с 

в)  Т 

а 

Ь с 

а 

Ь с а ■ 

а 

а с Ь ■ 

а 

ь 

с а 

ь 

с с Ь 

ь 

с Ь а ’ 

ь 

С 

а Ь 

С 

Ь Ь с 

С 

Ь а с 

С 

а 

Ь с 

Определите  свойства  каждого  из  этих  законов  и тип  соответствующей 
алгебраической  системы.  Укажите  нейтральный  и симметричные  элементы, 
если  они  существуют.  Постройте  графы  для  всех  заданных  законов  компо- 
зиции (группоидов). 

2.  Дана  группа  О = [а,  Ь,  с,  Л,  е,  [}  относительно  закона  Т , определен- 
ного таблицей  к 


а Ь с а е I 


е I а 
А с Ь 
а Ь с 
! е А 
с А е 
Ь а ( 


Ь с и 
а [ е 
А е і 
с Ь а 
I а Ь 
е А с 


а)  Постройте  граф  этой  группы. 

б)  Является  ли  данная  группа  коммутативной? 

в)  Какой  элемент  из  0 играет  роль  нейтрального  элемента? 

г)  Для  каждого  элемента  из  О определите  симметричный  элемент 

„,„Л.„П,0КаЖНТе’  ЧТ°  множества  = {а,  с,  е } и О"  = {с.  А]  относительно 
данного  закона  композиции  являются  подгруппами  данной  группы. 
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3.  Укажите  тип  алгебраической  системы,  которую  образует  каждое 
из  приведенных  ниже  множеств  с определенными  на  нем  внутренними  опе- 
рациями: 

а)  натуральные  числа  (сложение); 

б)  натуральные  числа  (умножение); 

в)  целые  числа  (сложение); 

г)  целые  числа  (умножение); 

д)  четные  числа  (сложение  и умножение); 

е)  действительные  числа  (умножение); 

ж)  целые  числа  (сложение  и умножение); 

з)  действительные  или  комплексные  числа  (сложение  и умножение). 

4.  К каким  алгебраическим  системам  относится  множество  квадратных 
матриц  п- го  порядка  ( п — фиксированное  число)  относительно  операций: 

а)  сложения;  б)  умножения;  в)  сложения  и умножения? 

5.  На  множестве  О = (а,  Ь,  с)  заданы  два  внутренних  закона  компози- 
ции ■ — аддитивный  и мультипликативный: 


+ 

а Ь с 

а Ь с 

а 

Ь с а а 

а Ь с 

ь 

с а Ь ’ Ь 

Ь а с 

С 

а Ь с с 

С С С 

а)  Покажите,  что  О с заданными  на  нем  законами  образует  коммутатив- 
ное тело. 

б)  Определите  нейтральные  элементы  относительно  заданных  законов 
композиции. 

в)  Для  элементов  из  О определите  симметричные  элементы  относительно 
заданных  законов  композиции. 

г)  Замените  элементы  а,  Ь,  с соответственно  на  числа  1,  2 и 3 и истолкуйте 
заданные  операции  в числовом  множестве. 

6.  Покажите,  что  целые  числа,  кратные  некоторому  числу  р,  составляют 
идеал  в кольце  целых  чисел. 


8.  ПРИМЕРЫ  АЛГЕБРАИЧЕСКИХ  СИСТЕМ 

1.  Группы  подстановок.  Рассмотрение  некоторых  систем  начнем 
с группы  подстановок,  общее  описание  которых  дано  в (3.9)  и 
(3.10).  Групповая  операция  задается  внутренним  законом  компо- 
зиции — композицией  подстановок.  Необходимо  обратить  внимание 
на  смысл  слова  «композиция»  в предыдущей  фразе.  В данном  случае 
композиция  (произведение)  подстановок  а и Ь — это  композиция 
двух  взаимно-однозначных  отображений  (3.7)  множества  объек- 
тов N на  себя,  т.  е.  N Я N к (V,  в результате  чего  получаем  неко- 
торую подстановку  аЬ.  Закон  композиции  — это  отображение  мно- 
жества всех  пар  подстановок  (а,  Ь)  на  множество  подстановок  5, 
т.  е.  5 X 5 5,  которое  осуществляется  в соответствии  с пра- 

вилом композиции  (умножения)  подстановок. 

Нейтральным  элементом  в группе  подстановок  является  тож- 
дественная подстановка  е,  а симметричным  элементом  для  любой 
подстановки  а — симметричная  подстановка  а~1.  Так  как  компо- 
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п°дстановок  не  подчиняется  коммутативному  закону  (аЬ  Ф 
тивна.'  РУППЗ  ПОДСТановок  «-й  степени  при  „ >3  не  коммутУ- 

Если  множество  N конечно  и содержит  п чисел  то  множество  9 
всех  подстановок  п-й  степени  также  конечно  и содаржиЛ ! эле 
пял1°В'  і гРУппа  называется  симметрической  группой  по- 

р Пплп  (порядок  гРУппы  определяется  числом  ее  элементов) 
ноеоЛТ™  СИММеТриГКИХ  Групп  называют  капами  подста- 
тральный  элементСЛЯ  едимтная  грУппа’  содержащая  только  ней- 

ческаяЬгг)ѵппаеіОлнГя)^еСТВеНН^Ю  подстанові<У).  и сама  симметри- 
ллппД  „РУ"113-  0днако’  кроме  этих  тривиальных  групп  имеется 

П дстановокРУНППЧяеИММеТРИЧеСКОЙ  Группы’  являі°щихся  группами 
"°ІС  аН°В0КѴВ  частности-  группу  образует  множество  всех  четных 
дстановок  (знакопеременная  группа) . Множество  всех  подстановок 
переводящих  какой-либо  элемент  в себя,  таюП^^Г?;^ 
Подгруппами  симметрических  групп  исчерпываются  по  су- 
ществу все  конечные  группы.  Иначе  говоря,  всякая  конечная  группа 
порядка  п может  быть  представлена  группой  подстановок  н-й'сте 
пени  ее  элементов  ( теорема  Кэли).  вок  и сте‘ 

Действительно,  пусть  множество  О = { х,  х ѵ \ „ „„„ 

деленным  на  нем  законом  композиции  т образует' группу  и у — 
фиксированным  элемент  из  О.  Тогда  /,(х)  = I тХ(і!  і о* 

элшеітуТ*  «тТЙ  Го  каждому 

зназно,  так  как  „р„  Ікіоі  мД 

имеет  единственное  решение  *,-/,(*,)  т*Г  (каждый  Ілемеіт  к) 
группы  имеет  единственный  симметричный  ему  х^).  Таким  обра- 
зом, взаимно-однозначное  отображение  /.  на  множестве  О можно 
представить  подстановкой  « „ 'Г.  множестве  о можно 


~ /.  н 

представить  подстановкой  и объектов  х,  х 
ветствует  элементу  хк,  т.  е.  2’ 


х„,  которая  соот- 


= 


х„ 


М Хд  , , 

* (А'і)  / А (х2)  ...  /*  (х„)у 
I / А этои  подстановке  нижняя  перестановка  (/.  (х.)  /.  л- \ 
мая”  І — ]ЭТ<2  Строка  матрицы  композиции  для  элемента  х*  Прини- 

элементам'  группы  "г  л подстановок-  соответствующих  и 

венная  подстанош-я  Д НеитРальномУ  элементу  отвечает  тождест- 
пн  ная  подстановка  в,  а симметричному  элементу  х,"1  - симмет- 
ричная подстановка  акх 

тохУтДГГДГТГ  т7ДГ  Т "°гопрадеГию 

т у.  _ (ѵ  т I с т ( ~ >к>  (■**)■  С Другой  стороны,  х,  т т 

элементу'  х,  т х,  Соответствует’  =коЛ  °ТСЮ*Да  ^ = /Л.  т.  е. 
у к і тветствует  композиция  отображения  Д и 
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а значит,  и композиция  соответствующих  им  подстановок.  Таким 
образом,  множество  подстановок  ак(к—\,  2,  ...  , п)  образует 
группу  порядка  п,  которая  однозначно  представляет  группу  О. 

Например,  группе  третьего  порядка  с групповой  операцией,  за- 
данной таблицей 


т 

Хі 

%2 

х3 

Хі 

X 2 

х3 

Хі 

Х2 

х3 

Хі 

Хі 

Х3 

Хі 

Х2 

х3 

соответствует  группа  подстановок  {оу,  а2,  а3}>  гДе 

а,  - (*■  *■  **)  ; а,  - (*■  **  *’)  ; а,  = (*■  *•  *■)  . 

\Х2  х3  Х±/  \Х3  Х1  Х2)  \^і  Х2  Х3/ 

Нейтральным  элементом  этой  группы  относительно  закона 
Т является  а3}  а подстановки  аг  и а2  — взаимно  симметричные  эле- 
менты {ахаг  = а2аг  — а3;  ах  = а2-1;  а2  = аД1)-  Если  элементы 
исходной  группы  пронумеровать  и заменить  соответствующими  им 
числами,  то 


«г 


/1 

2 

3\ 

/1 

2 

3\ 

/ 

\2 

3 

і): 

«2-  1 з 

1 

2/  ’ 

а3=  1 

2 

2 


Эта  группа  подстановок  является  подгруппой  симметрической 
группы,  которая,  кроме  подстановок  а1(  а2  и а3,  содержит  подста- 
новки 


2 

3\ 

/1 

2 

з\ 

/1 

2 

3 

2/  ’ 

йъ  ІЗ 

2 

а°=І2 

1 

каждая  из  которых  обратна  самой  себе.  Ясно,  что  при  большом 
п для  представления  конечной  группы  п-го  порядка  используется 
лишь  ничтожная  часть  перестановок  симметрической  группы. 

2.  Кольцо  многочленов.  Рассмотрим  множество  многочленов 
( полиномов ) от  переменной  х над  числовым  полем  Р,  т.  е.  выражения 
вида  І(х)  — а0  + ахх  + ...  + а,,*",  где  п — целое  неотрицательное 
число,  а коэффициенты  многочлена  а0,  аъ  ....  ап  — числа  из  поля 
Р (действительные  или  комплексные).  Наибольшее  число  п,  при 
котором  ап  Ф 0,  называется  степенью  многочлена  и обозначается 
бе§ [(х) . Два  многочлена  [(х)  — а0  + аѵх  + ...  + апх ? и §(х)  — 
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— Ь0  + Ьѵх  + ...  + ьтх"‘  тождественно  равны , если  п = т и а,-  = 

— Ьі  ( і = 1,  2,  п).  Определим  на  множестве  многочленов  два 

внутренних  закона  — аддитивный  и мультипликативный. 

Сумма  двух  многочленов  /(х)  + д(х)  — это  многочлен,  у кото- 
рого коэффициент  при  каждой  степени  переменного  х равен  сумме 
коэффициентов  многочленов  /(х)  и §(х)  при  той  же  степени  х.  Если 
степени^  п и т слагаемых  многочленов  не  равны,  то  многочлен 
меньшей  степени  дополняется  до  старшей  степени  членами  с нуле- 
выми коэффициентами.  При  этом  йе§[/(х)  + §{х)\  <шах[с!ер/(х) 
сіе§  §(х)]  Например:  /(х)  = 2х3  + Зх2  - х + 6;  §(х)  = х2  — Г; 
' ■ ' 8(х)  2х  -+-  4х2  х -Ь  5.  Операция  сложения  многочле- 

нов ассоциативна  и коммутативна.  Нейтральным  элементом  отно- 
сительно сложения  является  многочлен,  все  коэффициенты  кото- 
рого нули.  Всякий  многочлен  /(х)  обладает  симметричным  ему,  все 
коэффициенты  которого  противоположны  коэффициентам  /(х),  т.  е. 

І(х)  ~КХ)  ■ Следовательно,  множество  многочленов  является 
абелевой  группой  относительно  сложения. 

П ' роизведение  двух  многочленов  определяется  как  многочлен 
г/  \ х ’ получающийся  умножением  каждого  члена  многочлена 
}{х)  на  каждый  член  многочлена  §(х),  суммированием  полученных 
произведений  и приведением  подобных  членов.  Очевидно, 
йе§І/(х)^(х)]  < с!е§/(х)  + бе§^(х).  Например:  /(х)  = х3  — Зх  + 2; 
8ІХ)  ~ х + 2х  — 3;  /(х)сг(х)  = х4  + 2х3  — Зх2  — Зх3  — 6х2  + 9х  + 
4-  2х  + 4х  6 — х4  х3  — 7х2  + 13х  — 6.  Операция  умноже- 
ния многочленов  ассоциативна,  коммутативна  и дистрибутивна 
оіносительно  сложения.  Нейтральным  элементом  относительно 
умножения  служит  многочлен,  у которого  а0  = 1,  а все  осталь- 
ные коэффициенты  равны  нулю. 

Таким  образом,  множество  многочленов  есть  коммутативное 
кольцо.  Это  кольцо  также  унитарно  (кольцо  с единицей).  Можно 
покяззть,  что  множество  многочленов  не  имеет  делителей  нуля 
следовательно,  оно  есть  кольцо  целостности. 

Любой  многочлен  можно  единственным  образом  представить 
в виде.  / (х)  = § (х)  <7  (х) -(- г (х),  где  у (х)  — частное  от  деления 
/(х)  на  6 (х)  (по  убывающим  степеням)  и г (х)  — остаток.  При 
этом  йе§  г (х)  < с1е§  § (х),  а также  если  бед  / (х)  > беи  р (х), 
то  с1е§  у (х)  = сіе§  / (х)  — сі  е§  § (*)• 

3.  Нули  многочлена.  Число  X называют  нулем  многочлена  /(х), 
если /(X)  = 0.  Говорят  также,  что  X есть  корень  уравнения  / (х)  = о’. 

Для  того  чтобы  Я был  нулем  многочлена  /(х),  необходимо  и до- 
статочно, чтобы  этот  многочлен  делился  без  остатка  на  х — Я.  Если 
многочлен  /(х)  делится  без  остатка  на  (х  — Я)5,  где  5 — наибольшее 
натуральное  число,  для  которого  такое  деление  возможно,  то  Я на- 
зывается нулем  кратности  з . Нуль  кратности  единица  называется 
простым. 
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Основная  теорема  алгебры  утверждает,  что  многочлен  я-й 
степени  с действительными  или  комплексными  коэффициентами 
имеет  не  меньше  одного  и не  больше  я различньм  действительных 
или  комплексных  нулей.  С учетом  кратности  корней  их  общее  число 
всегда  равно  я. 

Пусть  Х1(  Х2,  ...  , \к  — нули  многочлена  степени  я,  а $!,  $2, 
...  , $к  — их  кратности.  Тогда  многочлен  можно  с точностью  до 
постоянной  представить  в виде:  / (х)  = (х  — Хг)5і  (х  — Х2)5*  ... 
...  (х  — Хд,)5*.  Если  X, — нуль  кратности  5,-,  то  дифференцируя 
/ ( х ) 5 і раз,  убеждаемся,  что  / (Х,:)  = /'  (Х()  = • • • = (X,)  = О, 

но  /То  (X,)  Ф 0.  Например:  / (х)  = х&  -}-  х4  — 5х3 — 8х  — 4 = 
= (X- I)3  (X  + 2)*;  ! (1)  = г (1)  = Г (1)  = 0,  но  г (1)  = 54. 

Имеется  большое  количество  методов  определения  нулей  много- 
членов, а также  различных  теорем,  определяющих  их  расположе- 
ние в поле  комплексных  чисел.  Основная  трудность  решения  этой 
задачи  связана  с тем,  что  алгебраические  уравнения  /(х)  = 0 неразре- 
шимы в радикалах,  если  степень  многочлена  выше  четвертой.  Эта 
трудность  преодолевается  применением  приближенных  методов 
вычисления. 

4.  Кольцо  множеств.  Непустая  система  множеств  образует 
кольцо  множеств,  если  для  любых  Л и В этой  системы  А + В и 
А П В также  принадлежат  к этой  системе  множеств.  Здесь  опре- 
делены два  внутренних  закона  композиции:  дизъюнктивная  сумма 
и пересечение.  Нейтральным  элементом  относительно  суммы  служит 
пустое  множество  0.  так  как  А + 0 — А.  Симметричным  для 
каждого  А является  само  это  множество,  так  как  А + А = 0 . 

Второй  закон  — ассоциативный  А (~|  (В  П С)  = (Л  П В)  (")  С и ди- 
стрибутивный относительно  первого,  т.  е.  Л (~|  (В  + С)  = (Л  П 
П В)  + (Л  ПС). 

Нейтральный  элемент  (единица)  ІІ  относительно  второго  за- 
кона (пересечения)  определяется  соотношением  Л П^  = Л,  откуда 
следует,  что  II  есть  не  что  иное,  как  максимальное  множество  этой 
системы,  содержащее  все  другие  входящие  в систему  множества 
(универсум  ІІ).  Если  такой  элемент  существует,  то  имеем  кольцо 
с единицей  (унитарное  кольцо).  Так,  унитарное  кольцо  образует 
система  всех  подмножеств  произвольного  множества  (У.  Примером 
кольца  (без  единицы)  может  служить  множество  всех  ограниченных 
отрезков  числовой  прямой  (не  существует  ограниченного  отрезка, 
который  служил  бы  единицей  кольца,  т.  е.  содержал  все  ограни- 
ченные отрезки  прямой). 

Так  как  для  любых  Л и В справедливы  соотношения:  Л[)  В = 
= (Л  + В)  + (Л  П В)  и Л \ В = Л + (Л  П В),  то  кольцо  мно- 
жеств содержит  также  Л [)  8 и Л\В.  Говорят,  что  кольцо  зам- 
кнуто относительно  объединения  и пересечения,  разности  и дизъюнк- 
тивной суммы. 
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5.  Тело  кватернионов.  Первой  системой  на  пути  обобщения 
комплексных  чисел  явились  кватернионы,  т.  е.  выражения  вида 
х = а + Ы + с/  + йк,  где  а,  Ъ,  с,  й — действительные  числа, 
а символы  /,  /,  к также  называют  кватернионами  (например  / — 
это  кватернион  при  и = Ь==с1  = 0ис  = 1).  Число  а — действи- 
тельная часть,  а сумма  Ъі  + с\  4~  іік  — векторная  часть  кватер- 
ниона. г 

На  множестве  кватернионов  определяют  два  внутренних 
закона.  Аддитивный  закон  задается  подобно  сложению  комплекс- 
ных чисел,  т.  е.  сумма  хх  = ах  + Ъхі  + сх\  + <дхк  и х.  = а2  + Ь,і+ 
с-гі  + д2  к есть 

хі  + х2  — (а  у + а2)  + (Ьх  + Ь2)і  4-  (с1  4-  с2)/  4-  (дх  4-  с12)  к. 

Очевидно,  этот  закон  ассоциативный  и коммутативный.  Нейтраль- 
ным элементом  относительно  сложения  служит  0 = 0 4-0/4- 
4-  0/  4-  0 к,  а симметричным  к элементу  х есть  элемент  — х = —ах  — 
— V — <4/  — = х. 

Чтобы  множество  кватернионов  было  телом,  мультипликатив- 
ный закон  (умножение  кватернионов)  должен  быть  ассоциативным 
и дистрибутивным  относительно  сложения.  Это  достигается,  с одной 
стороны,  определением  мультипликативного  закона  подобно  умно- 
жению многочленных  алгебраических  выражений  и,  с другой  сто- 
роны, заданием  правила  умножения  кватернионов,  которое  в наи- 
более лаконичной  записи  имеет  вид: 

і2  = /2  = к2  = Цк  = — 1, 

где  порядок  сомножителей  в произведении  і}к  строго  фиксирован. 

Отсюда  также  следует 

Ч ~ — ]і  = к',  ]к  = — к]  = і\  кі=—ік=]\ 

Действительно,  умножая  справа  на  к обе  части  равенства 
і]к  = 1,  имеем  і[кг  — — к или  і}  = к.  Умножая  полученное 

уравнение  на  / справа  или  на  і слева,  получаем  соответственно 
— і = к / или  — / = ік  и т.  д. 

Как  видно,  мультипликативный  закон  (умножение  кватерни- 
онов) не  коммутативный,  т.  е. 

ххх2  = (ах  4-  Ь хі  4-  сх]  4-  дхк)(а2  4-  Ь2і  4-  с2/  4-  д2к)  = аха2  4-  ахЬ2і  4- 
аіс2І  + ахс12к  4-  Ьха2і  4-  ЪХЬ.Л-  4-  Ьхс2і]'  4-  Ъхсі2ік  -)-  сха2\  4-  схЬ.г]і  4- 
+ схс2]2  4-  схсІф  4-  сІха2к  4-  дхЬ2кі  4-  йхс2к]  4-  дхд2к2  = 

= (аха2  ЬХЪ2  схс2  — дх д2)  4*  (ахЬ2  4-  Ьха2  4-  схй2  — дхс2)  і 4- 
+ (аіС2  4-  сха2  Ъхй2  4-  дхЪ2)  / 4-  (ахд2  4-  йха2  4-  Ьхс2  — схЬ2)  к ф х2хх. 

Нейтральным  элементом  относительно  умножения  служит  еди- 
ница, рассматриваемая  как  кватернион,  у которого  а = 1 и Ь = 
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= с = сі  = о.  Можно  также  показать,  что  относительно  умножения 
всякий  кватернион  х = а + Ы + с/  Т-  сік  имеет  симметричный 
(обратный)  ему 

х_1  = (а  — Ы — с/  — гій), 
где  число  

т = Ка2  + 63  + с2  + ^2- 

называют  нормой  кватерниона.  Итак,  множество  кватернионов, 
наделенное  описанными  выше  двумя  внутренними  законами  компо- 
зиции, образует  тело. 

Произвольный  кватернион  а = а 4-  Ы + с]  + АЬ  можно  пред- 
ставить как  совокупность  числа  а и трехмерного  вектора  а—  ( Ь , с,  сі), 
выходящего  из  начала  координат  и имеющего  числа  Ь,  с и сі  своими 

проекциями  на  оси  координат,  т.  е.  а = (а,  а).  С другой  стороны, 
всякому  вектору  | = (х,  с/,  г)  взаимно-однозначно  соответствует 
векторный  кватернион  | = Ы + с]  йк. 

6.  Вращения  твердого  тела,  С помощью  кватернионов  изящно 
решаются  задачи,  связанные  с композицией  поворотов  твердого 
тела  в пространстве.  Пусть, 
например,  твердое  тело  по- 
ворачивается на  угол  ср! 
вокруг  некоторой  оси,  про- 
ходящей через  точку  О,  а 
затем  поворачивается  во- 
круг другой  оси,  проходя- 
щей через  ту  же  точку  О, 
на  угол  ф2.  Требуется  оп- 
ределить, на  какой  угол  ф 
и вокруг  какой  оси  следует 
повернуть  тело,  чтобы  оно  Ркс  60  Вращеш;е  тверДОГО  хела; 

ИЗ  первого  ПОЛОЖеНИЯ  сра-  а — композиция  вращений;  б — поворот  на  угол  <р. 

зу  перешло  в третье  (рис. 

60,  а). 

Пусть  положение  твердого  тела  в пространстве  определяется 

вектором  § = (х,  у,  г),  выходящим  из  О.  Тогда  повороту  тела  на 
угол  ф (0  < ф <!  2л)  вокруг  оси,  задаваемой  выходящим  из  начала 

координат  вектором  а = (Ь,  с,  й),  отвечает  такой  же  поворот  вектора 

переводящий  его  в = ( х у',  г’).  Векторам  § и соответствуют 
векторные  кватернионы  § и Рассматриваемому  повороту  взаимно- 
однозначно соответствует  кватернион  а — (а,  а),  где 

а = т сов  ~ ; т = V а2  + Ь2  + с2  + й2. 
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Можно  показать,  что  §'  = а ^а.  Если  известны  и а,  то  нахо- 

а^ат,е,м  I'  и &'•  определяющий  положение  тела  после  поворота 
(рис.  Ы),  о).  Іаким  образом,  поворотам  твердого  тела  соответству- 
ют указанные  действия  над  кватернионами.  ^ 

Если  последовательно  совершаются  два  поворота  вокруг  осей 
«і  = Фі,  съ  ах)  и а2  = (й2,  с2,  у соответственно  на  углы  фг  и ф2, 
то  для  произвольного  вектора  § первый  поворот  дает  а, "Ча  а 

П0В°Р°Т„  “2-1(«1-1?а1)а2  = (а1а2)~1$(а1а2).  Следовательно 
результирующий  поворот  определяется  кватернионом 
т.  е.  композиции  поворотов  отвечает  перемножение  (в  соответствую- 
щем порядке)  определяющих  их  кватернионов.  } 

зяНп7;шТеСТВО  классов  вь,четов  по  модулю  т.  Как  было  пока- 
зано в (4.4),  сравнение  по  модулю  т есть  отношение  эквивалентности 
на  множестве  (кольце)  целых  чисел.  Множество  всех  целых  чисел 

разбивается  на  «классов  эквивалентности  М0,  М, М пвичем 

класс  М/  объединяет  числа  / + кт  (к  — произвольное  целое  число) 

щ ІЧпппІ Которых  Равны  /-„Совокупность  классов  вычетов  по  модулю 
т определяется  системой  представителей  / = 0,  1 2 т — \ 

Сумма  (произведение)  двух  классов  вычетов  по  модулю  т опре- 
деляется как  класс,  который  содержит  сумму  (произведение)  пред- 
ставителн,  этих  классов.  Поэтому  действия  над  классами  мой, 
представить  как  арифметические  действия  над  их  представителями 
по  модулю  т.  Например,  при  т = 4 сложение  и умножение  зада- 
ется таблицами  (числа  являются  представителями  классов): 
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Сложение  классов 

вычетов 

ассоциативн 

о и 

коммутативно.  Сѵ- 

ществует  нейтральный 

элемент 

0 (/  + 0 = 

/). 

и 

каждый  элемент 

' -.„„„сритпии  ему  У іакои,  что  у і-  у = и (той  т)  Так 

трНПГпТ?Т?еп0,  1,2,3  СИММетРИчными  являются  соответ- 
ственно  и,  л,  2,  1.  Отсюда  следует,  что  множество  классов  вычетов 
при  любом  т образуют  абелеву  группу  относительно  сложения. 

Умножение  классов  вычетов  также  ассоциативно  и коммутатив- 
но. Существует  нейтральный  элемент  1 (/  . 1 = і ./  = )).  Но 
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относительнсгумножения  не  каждый  элемент  / имеет  симметричный 
/ такой,  что  //  — 1 (той  от).  Действительно,  как  видно  из  таблицы, 
при  от  = 4 это  соотношение  имеет  место  только  для  1 и 3,  поскольку 
1-1  — 1 (той  4)  и 3 -3  = 9 = 1 (той  4),  т.  е.  1 и 3 симметричны  са- 
мим себе,  а элементы  0 и 2 не  имеют  симметричных.  Следователь- 
но, множество  классов  вычетов  относительно  умножения  не  явля- 
ется группой,  а образует  моноид  (полугруппу). 

Если  от  — простое  число^то  каждый  отличный  от  нуля  элемент 
/ имеет  симметричный  ему  / и относительно  умножения  классов 
вычетов  по  модулю  от.  Действительно,  из  условия  симметричности 


множества  классов  вычетов  /'/  = 1 (тойот)  можно  записать: 
/7  = 1 + кт,  где  к — целое  число.  Это  значит,  что  симметричные 
элементы  получаются  делением  1 + кт  на  / = 1,2,  ...,  от  — 1,  при- 
чем в результате  этого  деления  должны  получаться  целые  числа 
/ < от.  А это  возможно  только  при  условии,  что  от  — простое 
число.  Заметим,  что  элементы  1 и от  — 1 всегда  симметричны  сами 
себе.  Элемент  0 не  имеет  симметричного  ни  при  каком  от  > 1. 

Таким  образом,  множество  классов  вычетов  по  модулю  от  отно- 
сительно первого  закона  композиции  (сложения)  и второго  закона 
(умножения)  при  любом  от  образует  абелево  кольцо  с единицей,  а при 
простых  от — поле. 

8.  Поле  комплексных  чисел.  Комплексное  число  г = а + Ы, 
где  а = Ее 2 — действительная  часть  и Ь = Ітг  — мнимая  часть, 
можно  рассматривать  как  упорядоченную  пару  (а,  Ь)  двух  действи- 
тельных чисел,  которые  являются  элементами  множества  К- 

На  множестве  комплексных  чисел  определяются  два  внутрен- 
них закона  — сложение  гх  + г2  = (а1  + а.2,  Ь1  + Ь2)  и умножение 
гхг2  = (аха2  — ЬХЬ2,  ахЬ2  + а.ф х).  Два  числа  гх  и гг  равны,  если 
ах  = а 2 и Ьх  = Ь2. 

В принятых  обозначениях  і — (0,1),  следовательно,  іг — 
— (0, 1)(0, 1)  = ( — 1,0)  или  і2  = — 1.  Действия  над  комплексными 
числами  в форме  г = а + Ы можно  выполнять  как  с действитель- 
ными числами,  заменяя  всякий  раз  і 2 на  — 1. 

Комплексно-сопряженным  с числом  г — а + Ы является  число 
г*  — а — Ы.  Справедливы  следующие  соотношения:  г + г*  = 2 а; 
гг*  = а2  + Ь 2;  (гх  + г2)*  = гх*+г,*'  (—г)  * = —2*;  (г1.г,)*=21*г. 

Множество  комплексных  чисел  составляет  коммутативную 
группу  относительно  сложения.  Действительно,  сложение  комму- 
тативно и ассоциативно,  нейтральным  элементом  служит  нуль 
(0,  0),  а симметричное  числу  г — (а,  Ъ)  есть  —г  = (—а,  —Ь). 

Относительно  умножения  нейтральным  элементом  является 
единица  (1,  0),  и всякое  отличное  от  нуля  комплексное  число  г = 


= а + Ы имеет  симметричное  (обратное) 


— Ы)  — г г,  где 
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1 г | = У а2  + Ьг  — модуль  комплексного  числа.  Так  как  умноже- 
ние дистрибутивно  относительно  сложения,  то  множество  комплекс- 
ных чисел  составляет  поле. 

Комплексное  число  представляется  в тригонометрической  и 
экспоненциальной  форме  соотношением  г = | г | (со$ф  + і зіпср)  = 
= |г|  ё'? . Здесь  г — модуль  и ф — аргумент  комплексного  числа, 
определяемый  с точностью  до  целого  кратного  2л,  причем  ф = 

= аг§2  = агсі§— . Произведение  двух  комплексных  чисел  ггг2  = 

— І*1І  -іг2!  [С08(Фі  + ф2)  + / Зіп(ф1  + Фа)],  Т.  е.  | 2^3  | = | 2,  I • | 2 1 

и аг§  |212а!  = аг§2х  + аг§2-. 

При  геометрическом 
представлении  комплекс- 
ных чисел  в прямоугольной 
системе  координат  ось  абс- 
цисс используется  для  изо- 
бражения действительной, 
а ось  ординат  — мнимой 
частей.  Их  соответственно 
называют  действительной 
и мнимой  осями  на  плос- 
кости комплексной  пере- 
. -г  менной  (рис.  61,  а).  Числу 

г а Ьі  соответствует  вектор  О А и точка  А с координатами  а и 
о,  называемая  аффиксом  числа  г.  Суммированию  комплексных 
чисел  соответствует  геометрическое  сложение  векторов  на  комп- 
лексной плоскости  (рис.  61,  б).  Отсюда,  в частности,  следует 
і2і  + г2і  <1  гіі  + |г2 1 ( правило  треугольника) . 

9.  Поле  Галуа. ^Хорошо  известные  поля  целых  и действитель- 
ных чисел  это  бесконечные  множества  (соответственно  счетное 
и континуальное).  Конечное  поле  называют  полем  Галуа.  Так, 
множество  из  четырех  элементов  0,  1 , А и В образует  поле  Г алуа,  опе- 
рации сложения  и умножения  в котором  определяются  следую- 
щими двумя  таблицами: 


+ 

0 

1 

А 

в 

• 

0 

1 

А 

В 

0 

0 

1 

А 

в 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

В 

А ; 

1 

0 

1 

А 

в 

А 

А 

в 

0 

і 

А 

0 

А 

В 

1 

в 

В 

А 

1 

0 

В 

0 

В 

1 

А 

Рис.  61.  Геометрическое  представление  ком- 
плексных чисел: 

а — комплексная  плоскость;  6 — суммирование  ком- 
плексных чисел. 
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Эти  операции  являются  ассоциативными,  коммутативными  и ди- 
стрибутивными одна  относительно  другой.  Элемент  0 является 
нейтральным  относительно  сложения,  а 1 — относительно  умно- 
жения. Элементы  А и В могут  означать  не  только  числа,  но  и объек- 
ты любой  природы,  отношения  между  которыми  определяются  при- 
веденными таблицами. 

С помощью  поля  Галуа  можно,  например,  проверять  алгебраи- 
ческие тождества.  Так,  известное  из  алгебры  выражение  (А  В)  х 
X {А  — В)  = А3  — В 2 справедливо  и для  поля  Галуа.  Действитель- 
но, для  левой  части  из  первой  таблицы  имеем  А + В — 1 и А — 
— В = 1 (А  — В — это  такое  число,  которое  в сумме  с В дает  Л), 
а из  второй  таблицы  1 .1  = 1.  Для  правой  части  по  второй  таблице 
находим  А2  = А А — В и В2  = ВВ  = А,  а в соответствии  с первой 
таблицей  А2  — В2  — В — А = 1.  Так  как  для  левой  и правой  час- 
тей получены  одинаковые  результаты,  то  это  означает  их  тождест- 
венность. 

Хотя  поля  Галуа  возникли  в результате  абстрактных  мате- 
матических рассуждений,  они  находят  практическое  примене- 
ние, например,  при  решении  задач,  связанных  с надежным  коди- 
рованием информации  в вычислительных  машинах  и системах 
передачи  данных. 

10.  Гомоморфизм  и изоморфизм.  Рассмотрим  два  группоида: 
множество  С2  с законом  композиции  т и множество  5 с законом  ком- 
позиции 2_ . Пусть  каждому  эле- 
менту из  С } соответствует  некоторый  0 Х^7'ѵ\  / 

элемент  из  5,  причем  если  паре  / а<\Х 
(а,  Ь)  с <2  соответствует  пара  (а',  I \ \ , 

Ь')  € 5,  то  элементу  а \_  Ь — с I адф  ^ — 4 — — 

из  (}  соответствует  а'  Т Ь'  из  5.  \ / 

Такое  отображение  (2  ->  5 называ-  \ ь/  / ^ 

ют  гомоморфизмом  (2  в 5.  Иначе 
говоря,  если  / : (2 5 такое,  что  /; й —5 

ДЛЯ  всякой  пары  (а,  Ь)  из  <2  спра-  рис.  62.  Гомоморфизм  СІ  в 5. 
ведливо  соотношение  /(а  Т Ь)  = 

= ((а)  і.  І(Ь),  то  <2  гомоморфно  отображается  в 5 относительно 
операций  Т и і (рис.  62).  В случае  сюрьективного  отображения  / 
имеем  гомоморфизм  <2  на  8,  называемый  эпиморфизмом. 

Например,  если  каждой  неособой  матрице  «-го  порядка  с дей- 
ствительными элементами  поставить  в соответствие  ее  определи- 
тель, то  получим  гомоморфизм  мультипликативной  группы  таких 
матриц  на  мультипликативную  группу  всех  отличных  от  нуля  дей- 
ствительных чисел.  Если  на  множестве  целых  чисел  задана  опера- 
ция сложения  по  модулю  т,  то  отображение  этого  множества  на 
множество  классов  эквивалентности  (оно  состоит  из  т элементов) 
есть  гомоморфизм. 
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Взаимно-однозначный  (биективный)  гомоморфизм  называется 
изоморфизмом.  Изоморфные  множества  С)  и 5 обладают  одинако- 
выми свойствами  относительно  определенных  на  них  операций. 
Например,  если  операция  т коммутативна  на  множестве  С ?,  то 
операция  _і_  также  коммутативна  на  множестве  5;  если  для  каждого 
элемента  из  0.  существует  симметричный  элемент  относительно  опе- 
рации Т,  то  и для  каждого  элемента  из  5,  соответствующего  эле- 
менту из  С },  существует  симметричный  относительно  операции  щ . 

Замечательным  примером  изоморфизма  является  взаимно-од- 
нозначное отображение  * ->  1§х.  Так  как  \&{аЬ)  = 1§а  + \ф,  то 
произведению  двух  чисел  из  множества  положительных  чисел  соот- 
ветствует сумма  двух  соответствующих  чисел  (логарифмов)  из  мно- 
жества всех  действительных  чисел.  Таким  образом,  операция  ум- 
ножения чисел  заменяется  сложением  их  логарифмов  и результат 
умножения  получается  обратным  отображением  1§х  х.  Подоб- 
ным образом  поступают  в тех  случаях,  когда  изоморфная  операция 
более  проста,  чем  исходная.  Правда,  упрощение  не  дается  даром, 
так  как  необходимо  с помощью  обратного  преобразования  вер- 
нуться в исходное  множество. 

Аналогично  определяются  понятия  гомоморфизма  и изоморфиз- 
ма как  отображений  множеств,  наделенных  не  одним,  а несколь- 
кими законами  композиции. 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Следующие  шесть  операций,  переводящие  вершины  равностороннего 
треугольника,  совмещают  его  с самим  собой  (рис.  63)і 

1 — тождественная  операция,  оставляющая 
все  вершины  на  месте; 

а — поворот  на  1 209  вокруг  центра  О,  пере- 
водящий А в В,  В в С,  С в А; 

Р — поворот  на  240е  вокруг  центра  О,  пере- 
водящий А в С,  В в А , С в В; 

— симметрия,  переводящая  В в С и С в б; 
$2  — симметрия,  переводящая  А в С и С в А; 
53  — симметрия,  переводящая  А в В и В в А. 
Композиция  любых  двух  операций  приво- 
дит к тому  же  результату,  что  и некоторая  опе- 
рация из  множества  0 = (1,  а,  (5,  5,,  $2,  $3), 
например  композиция  53  и 5*  дает  р.  Запишите 
этот  закон  композиции  в виде  таблицы,  исследуй- 
те его  свойства  и определите  тип  соответствую- 
щей алгебраической  системы. 

2.  Представьте  каждую  операцию  из  задачи  1 
соответствующей  ей  подстановкой  третьей  степе- 
ни на  множестве  вершин  треугольника  {А,  В,  С), 

например  5х  = ^св]  и т'  д-  Покажите,  что; 

а)  множество  всех  таких  подстановок  образует  симметрическую  группу 
шестого  порядка,  изоморфную  группе  операций  в задаче  1; 


Рис.  63.  Операции, совме- 
щающие треугольник  с 
самим  собой. 
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б)  каждое  из  подмножеств  {1,а,  Р} , {1,5!},  {1,52},  {1,53}  является 
группой  подстановок. 

3.  Для  группы  О из  задачи  1 постройте  изоморфную  ей  группу  подста- 
новок шестой  степени,  элементами  которых  являются  операции,  совмещаю- 
щие треугольник  с самим  собой. 


: 4.  Даны  многочлены:  /(х)  = 1 + 5х8;  §(х)  = 1 + 2х  + х2;  §(х)  = 25  — 
— 20х  + 1 5л:2  — 10х3  + бх4;  г(х)  — —24  — ЗОх.  Покажите,  что  /( х ) = 
= ^(х)<?(х)  + г(х)  двумя  способами: 

а)  умножением  и суммированием  многочленов; 

б)  делением  (по  убывающим  степеням)  многочлена  /(х)  на  ^(х). 

5.  Многочлен  называется  простым  или  неприводимым,  если  он  не  имеет 
других  делителей,  кроме  самого  себя  и ненулевых  постоянных.  Укажите 
числовые  поля  (рациональное,  действительное,  комплексное)  коэффициен- 
тов, в которых  многочлен  неприводим: 

а)  х2  — 4;  б)  х2  — 2;  в)  х2  + 1 . 

6.  Разделите  многочлен  1 + 5хв  на  многочлен  1 + 2х  -}-  х2  по  возраста- 
ющим степеням  и сравните  результат  с полученным  в задаче  4 б.  Покажите 
на  этом  примере,  что  если  /(х)  не  делится  на  д(х),  то  деление  по  возрастающим 
степеням  может  продолжаться  до  любой  степени  частного. 

7.  Делением  по  возрастающим  степеням  представьте  бесконечными  ря- 
дами выражения: 

.1  ,,  1 х 

а)— б)Г=7і;  В)Г+^- 


8.  Определите  нули  многочленов: 

а)  10  — Зх  — х2; 

б)  1 — х — х2  + х3. 

9.  Покажите,  что  многочлен  х4  — 8х3  + 24х2  — 36х  + 27  имеет  дву- 
кратный нуль  А,х  = 3 и комплексно-сопряженные  нули  Л2  = 1 і ]Л 2 и 

К = 1 - '/2. 

10.  Запишите  таблицы  умножения  и сложения  классов  вычетов  но 
модулю  т для  т,  равного  5 и 6.  Определите  в обоих  случаях  симметричные 
элементы  относительно  умножения  (если  они  существуют)  и объясните  раз- 
личие между  этими  двумя  случаями.  Покажите,  что  множество  классов 
вычетов  при  т = 5 образует  поле  Галуа. 


9.  ПРОСТРАНСТВА 

1.  Абстрактное  пространство.  Сначала  приведем  общее  опре- 
деление пространства,  а затем  попытаемся  уяснить  его  смысл. 
В современной  математике  пространство  определяется  как  мно- 
жество однородных  объектов  (предметов,  явлений,  состояний,  пере- 
менных и т.  п.),  между  которыми  имеются  пространственно  подоб- 
ные отношения.  Часто  слова  «однородные»  и «пространственно  по- 
добные» опускают  и определяют  пространство  как  кортеж  (М,  Аи 
А 2,  ...,  Ап),  где  М — некоторое  множество,  а Аъ  А2,  ...,  от- 
ношения между  его  элементами.  Иногда  о пространстве  говорят 
просто  как  о множестве  М,  между  элементами  которого  подразу- 
меваются некоторые  отношения. 

Столь  широкое  понятие  пространства  сформировалось  в резуль- 
тате абстрагирования  и обобщения  трехмерной  эвклидовой  гео- 
метрии (геометрия  Лобачевского  и другие  неэвклидовы  геометрии, 
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различные  геометрические  преобразования  — проективное,  аффин- 
ное, конформное,  топологическое  и т.  п.),  развития  понятия  числа 
(комплексные  числа,  кватернионы  и гиперкомплексные  числа), 
а также  стремления  использовать  геометрический  язык  и простран- 
ственные представления  для  соотношений  с любым  количеством 
переменных  (подобно  аналитической  геометрии  и векторной  алгебре). 

2.  От  трехмерного  к многомерному  пространству.  Положение 
точки  обычного  трехмерного  пространства  в некоторой  системе 
координат  определяется  тройкой  чисел  (х,  у , г),  называемых  ее  коор- 
динатами (рис.  64).  Каждой  точке  соотносится  пространственный 

вектор , выходящий  из  начала  координат  и 
оканчивающийся  в этой  точке.  Числа  х,  у,  г 
являются  проекциями  вектора  на  оси  коор- 
динат и называются  компонентами  (состав- 
ляющими) вектора.  Как  и точка,  вектор 
полностью  определяется  этой  тройкой  чи- 
сел, если  строго  соблюдается  порядок  их 
— 

следования,  т.  е.  а = (х,  у,  г).  Итак,  меж- 
ду точками  и векторами  пространства 
устанавливается  взаимно- однозначное  соот- 
ветствие. Поэтому  в зависимости  от  удоб- 
ства можно  говорить  о пространстве  как  о 
множестве  точек  или  векторов.  Так,  многие 
физические  величины  (силы  и скорости, 
напряженности  электрического  и магнит- 
ного полей  и др.)  представляются  векторами,  а различные  фигуры 
удобно  рассматривать  как  геометрические  места  точек,  удовлет- 
воряющих соответствующим  соотношениям. 

Действия  над  векторами  сводятся  к операциям  над  тройками 

чисел.  Так,  если  а = (х,  у,  г)  и Ь = (х',  у',  г'),  то  а + Ь = (х  + х', 

У + у’,  г + г’)  и сш  = (ах,  а у,  аг),  где  а — некоторое  число  (ска- 
ляр). Длина  вектора  | а | = у^х2  + у2  + г2.  Расстояние  между 
двумя  точками  пространства,  соответствующими  векторам  а и Ь, 
есть  длина  вектора  а — Ь и,  следовательно,  | а — Ь | = |(х  — х')2  + 


Рис.  64.  Вектор  в трех 
мерном  пространстве. 


+ (у  — у')2  + (г  — г')2]2.  Скалярное  произведение  двух  векторов 
определяется  соотношением  а Ь 
где  у- 


а | • | Ь | созу  = хх'  + уу'  + гг', 
• угол  между  векторами  а и Ь.  Отсюда  созу  = а • Ь 


Р I а I і*г 

единичные  векторы  (орты),  совпадающие  по  направлению  с коор- 
динатными  осями,  выражаются  соответственно  как  і =(1,  0,  0), 

~4- 

І = (0,  1,  0),  к = (0,  0,  1).  Каждый  вектор  однозначно  представля- 
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ется  через  орты,  которые  образуют  единичный  базис  в прямоуголь- 
ной системе  координат:  а = ( х , у,  г)  = х(\,  0,  <0)  + у (0,  1,  0)  + 
+ 2(0,  0,  1)  = х і + у]  + гк. 

Формальное  обобщение  трехмерного  пространства  состоит  в том, 
что  в качестве  вектора  принимается  любая  упорядоченная  после- 
довательность п чисел  а = (хъ  х2,  ....  хп),  называемая  п-мерным 
вектором  или  точкой  многомерного  пространства.  Числа  хІУ  хг, 
...,  хп  называют  компонентами  ( составляющими , координатами) 
«-мерного  вектора,  а множество  таких  векторов  — числовым  или 
точечным  векторным  пространством.  Определяя  соответствующим 
образом  операции  над  векторами  и задавая  на  множестве  векторов 
отношения,  подобные  длине,  расстоянию,  углу  и т.  п.  в обычном 
пространстве,  получают  специальные  типы  пространств. 

До  сих  пор  предполагалось,  что  количество  составляющих  векто- 
ра конечно  и равно  п.  Ничто  не  мешает  сделать  следующий  важный 
шаг  на  пути  расширения  понятия  пространства:  не  ограничивать 
количество  составляющих  векторов  и считать  векторами  любые 
(конечные  или  бесконечные)  числовые  последовательности  х = 
— (хъ  х2,  •••.  Хп,  ...).  Такими  последовательностями  выражаются, 
например,  множество  многочленов  произвольной  степени,  ряды, 
различные  разложения  функций.  Пространство,  точки  которого 
определяются  бесконечными  последовательностями,  называется 
бесконечномерным  пространством . 

Более  того,  в качестве  элементов  пространства  можно  принять 
множество  непрерывных  функций  на  данном  отрезке,  совокупность 
всех  решений  дифференциального  уравнения  определенного  типа 
и т.  п.  В подобных  случаях  функция  /( х ) представляется  как  точка 
в пространстве,  а ее  координатами  служит  бесконечное  множество 
(мощности  континуума)  значений  функции  при  всевозможных 
значениях  аргумента  х.  Пространства,  элементами  которых  явля- 
ются функции,  называются  функциональными  пространствами. 
Представление  функций  как  объектов  пространства  является  одним 
из  исходных  положений  важного  раздела  современной  матема- 
тики — функционального  анализа. 

3.  От  числовых  к абстрактным  пространствам.  Другая  линия 
обобщения  пространства  связана  с содержанием  понятия  вектора. 

Уже  отмечалось,  что  в трехмерном  пространстве  с этим  поня- 
тием связываются  различные  физические  величины,  которые  харак- 
теризуются числовым  значением  и направлением.  Наряду  с этим 
элементы  пространства  (векторы  или  точки)  могут  отождествляться 
с объектами  любой  физической  природы.  Например,  в практике  ши- 
роко используется  трехмерное  цветовое  пространство,  векторы  кото- 
рого соответствуют  цветовым  ощущениям  и определяются  тремя 
компонентами — интенсивностями  красного,  зеленого  и синего  цветов. 
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Состояние  физической  системы  описывается  некоторой  совокуп- 
ностью переменных  (токи  и напряжения  электрической  цепи,  темпе- 
ратуры и концентрации  веществ  в химическом  реакторе  и т.  п.). 
Каждое  такое  состояние  можно  представить  вектором  я-мерного 
пространства,  называемого  пространством  переменных  состояния. 

В приведенных  примерах  объекты  пространства  характеризу- 
ются совокупностью  чисел,  и эти  числа  рассматриваются  как  состав- 
ляющие соответствующих  этим  объектам  векторов.  Можно  гово- 
рить об  отображении  множества  объектов  на  множество  векторов, 
но  в конечном  счете  отношения  между  объектами  пространства 
сводятся  к отношениям  на  множестве  векторов  в числовых  про- 
странствах. 

Но  и в случаях,  когда  объекты  характеризуются  свойствами, 
которые  не  являются  числами  (форма,  цвет,  материал),  совокуп- 
ность таких  объектов  можно  также  рассматривать  как  векторное 
пространство.  При  этом  свойства  кодируются  с помощью  чисел 
или  каких-либо  символов,  которые  можно  истолковать  как  составля- 
ющие векторов  (объектов)  пространства.  Подобные  коды  исполь- 
зуют для  передачи  сообщений,  обработки  различной  информации 
с помощью  вычислительных  машин  и т.  п.  В простейших  случаях 
кодирование  свойств  объектов  сводится  к простой  нумерации, 
и каждый  объект  рассматривается  как  совокупность  номеров  прису- 
щих ему  свойств.  Подобный  способ  был  использован,  например, 
при  рассмотрении  отношения  толерантности  в (6.6). 

Наконец,  можно  говорить  об  объектах  пространства  как  его 
«точках»,  вовсе  не  связывая  эти  объекты  с обычным  представлением 
о векторах,  как  последовательностях  чисел,  кодов  или  символов. 
Пространство  можно  рассматривать  как  множество  объектов  в 
«чистом»  виде  (слова,  понятия,  люди,  животные,  детали  механизма, 
компоненты  электронной  цепи).  Операции  на  множестве  таких 
объектов  выполняются  по  специально  устанавливаемым  правилам, 
а отношения  между  ними  выражаются  в форме  некоторого  описа- 
ния (словесного  или  символического).  Так,  множество  объектов 
М с определенным  на  нем  отношением  толерантности  т можно  рас- 
сматривать как  пространство  толерантности  (М,  т),  структура 
которого  определяет  сходство  между  объектами. 

Что  же  остается  при  такой  степени  обобщения  от  первоначаль- 
ного понятия  обычного  трехмерного  пространства?  Если  вернуться 
к определению,  приведенному  в (1),  то  найдем  там  слова  «про- 
странственно подобные  отношения».  Как  уже  указывалось,  здесь 
имеются  в виду  обобщения  таких  отношений,  как  длина,  расстоя- 
ние, угол,  фигура  и т.  п.  Не  следует  искать  слишком  прямолиней- 
ного истолкования  абстрактного  пространства  в категориях  реаль- 
ного трехмерного  мира.  Это  понятие  введено  математиками  для  того, 
чтобы  использовать  геометрические  образы  и терминологию  для  опи- 
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сания  и изучения  таких  отношений,  которые  не  допускают  интер* 
претации  в обычном  трехмерном  пространстве, 

4.  Метрические  и топологические  пространства.  Рассмотрим  два 
типа  пространств,  определяемых  как  пары  (М,  А),  где  М — мно- 
жество объектов  и А — некоторое  отношение  на  этом  множестве. 

Метрическое  пространство  — это  пара  (М,  р),  где  р — отно- 
шение, называемое  метрикой  и определяющее  расстояние  р (х,  у) 
между  хп  у так,  что  для  любых  х,  у,  гёМ:  1)  р (х,  у)  > О, 
причем  р (х,  у)  = 0 тогда  и только  тогда,  когда  х = у;  2)  р (х,  у)  = 
= Р ІУ . х)  — симметричность;  3)  р (х,  г)  < р (х,  у)  + р (у,  г)  — не- 
равенство треугольника. 

Расстояние  между  двумя  «-мерными  векторами  х = (хх,  х2,  ... 
...  , хп)  и у — (уи  у2,  ...  , уп),  определенное  как 


Р(*.  У)=Ѵ  (*і  — Уі)2  + (х2  — У г)2  Н + (хп  — уп)2, 

обобщает  понятие  расстояния  между  точками  обычного  трехмерного 
пространства.  В «-мерном  пространстве  можно  задать  расстояние 

П 

и другими  способами,  например:  р (х,  у)  — 2 | хк—ук  | или  р(х, 

к=1 

у)  = шах  | хк  — ук  | . Можно  показать,  что  все  эти  соотношения 

1 < к < п 

удовлетворяют  аксиомам  метрического  пространства. 

Топологическое  пространство  — это  пара  [М,  о),  где  о — система 
подмножеств  О множества  М,  называемая  топологией  в М,  которая 
содержит:  1)  само  множество  М и пустое  множество  0,  т.  е.  М е и 
и 0 € в;  2)  пересечение  любой  пары  своих  подмножеств,  т.  е. 
Оі  П О/  6 о;  3)  объединение  любого  (конечного  или  бесконеч- 
ного) множества  своих  подмножеств,  т.  е.  [)  Ос  е в.  Из  приведен- 
ного определения  следует,  что  в содержит 1 также  пересечение  лю- 
бого конечного  множества  своих  подмножеств. 

Множества,  принадлежащие  системе  в,  называются  открытыми 
множествами  пространства  ( М , в).  Одно  и то  же  множество  М мо- 
жет допускать  несколько  топологий  и при  этом  получаются  раз- 
личные пространства.  Всякое  множество  М допускает  тривиальную 
топологию , при  которой  открытыми  множествами  считаются  только 
М и 0 (пространство  слипшихся  точек),  а также  дискретную  топо- 
логию, когда  открыто  любое  подмножество  М. 

Множества  М\<7,  дополнительные  к открытым,  называются 
замкнутыми  множествами  топологического  пространства.  Из  опре- 
деления топологического  пространства  вытекает,  что  замкнутыми 
множествами  являются:  1)  М и 0;  2)  объединение  конечного  числа 
замкнутых  множеств;  3)  пересечение  любого  (конечного  или  бес- 
конечного) числа  замкнутых  множеств.  Как  видно,  имеет  место 
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дуальность  в определении  открытых  и замкнутых  множеств  топо- 
логического пространства. 

5.  Линейные  пространства.  Пусть  х,  у,  г — элементы  из  мно- 
жества 5 ( векторы ) и X,  р,  е — элементы  из  поля  К (скаляры). 
В отличие  от  скаляров  векторы  часто  выделяют  жирным  шрифтом 

(дг)  или  снабжают  стрелкой  (х).  Мы  будем  обозначать  векторы  строч- 
ными латинскими,  а скаляры  — греческими  буквами. 

Множество  5 называется  линейным  пространством  над  полем 
К,  если  на  5 определены  два  закона  композиции: 

1)  внутренний  (аддитивный)  .9  X 5 -*•  5,  относительно  кото- 
рого 5 образует  абелеву  группу,  т.  е.  х -\-  у =*  у х (коммутатив- 
ность), _ х 4-  (у  4-  г)  = (х  4-  у)  + г (ассоциативность),  х + 0 = х 
(О  нейтральный  элемент),  х + ( — х)  — 0 ( — х — обратный  элемент)- 

2)  внешний  закон  К X 5 ->  5 такой,  что  Цх  + у)  = Хх  + Ху 
(дистрибутивность  относительно  внутреннего  закона  — сложения 
векторов),  (X  + іі)д  = Хх  + рс  (дистрибутивность  относительно  ад- 
дитивного закона  поля  К — сложения  скаляров),  Я(рх)  = (Хр)х 
(ассоциативность  относительно  мультипликативного  закона  поля 
К умножения  скаляров),  ех  = х ( е — нейтральный  элемент 
относительно  умножения  в поле  К). 

Линейное  пространство  называется  действительным  (комп- 
лексным), если  скаляры  в его  определении  берутся  из  поля  действи- 
тельных (комплексных)  чисел.  Так,  обычные  трехмерные  векторы 
образуют  действительное  линейное  пространство.  Внутренним  за- 
коном этого  пространства  является  геометрическое  сложение  век- 
торов (х  + у),  а внешним  законом— умножение  вектора  на  действи- 
тельное число  Я,  т.  е.  Хх. 

Любое  поле  К можно  интерпретировать  как  векторное  простран- 
ство над  самим  собой  (5  = К)  со  сложением  в качестве  внутреннего 
закона  и умножением  в качестве  внешнего  закона. 

Линейное  пространство  называют  также  векторным  пространст- 
вом, независимо  от  природы  элементов  множества  5,  на  котором 
оно  определено. 

6.  Операции  в линейном  пространств?.  В п-мерном  векторном 
пространстве  внутренней  операцией  является  сумма  векторов 
(■'ьХг,  ...,  х „)  + (у1ъ  у2,  ...,  уп)  = (лу  + уъ  Хъ  + у ...,  хп  -+-  уп). 
Нейтральным  элементом  относительно  сложения  является  нулевой 
вектор  0 = (0,  0,  ....  0),  а обратный  к х = (хъ  х2,  ..,  х„)  — вектор 
' х = ( хі>  — хіг  •••>  — Хп).  Внешняя  операция  — произведение  ска- 
ляра на  вектор  определяется  как  Хх  = (Аду,  Ххъ  ...,  Хх„),  в резуль- 
тате которой  получается  вектор  той  же  размерности,  что  и исходный. 

В общем  случае  законы  композиции  на  множестве  объектов  ли- 
нейного пространства  могут  быть  заданы  любым  способом,  лишь  бы 
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они  удовлетворяли  определениям  (5).  Пусть,  например,  на  трех- 
э ісментном  множестве  5 = {а,  Ь,  с}  внутренний  закон  композиции 
задан  таблицей: 
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с 
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Относительно  этого  закона  (он  никак  не  связан  с арифметичес- 
ким понятием  суммы  чисел)  множество  8 — {а,  Ь,  с}  образует  абе- 
леву группу  с нейтральным  элементом  с.  Внешний  закон  зададим 
над  полем  вычетов  по  модулю  3 следующими  таблицами: 
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Первая  таблица  определяет  внешнюю  операцию  линейного 
пространства,  а остальные  две — внутренние  операции  поля  К. 
вычетов  по  модулю  3.  Легко  проверить,  что  заданные  таким  обра- 
зом законы  композиции  удовлетворяют  всем  требованиям,  приведен- 
ным в (5),  и определяют  линейное  пространство. 

7.  Евклидово  пространство.  Линейное  пространство  над  число- 
вым (действительным  или  комплексным)  полем  называется  евклидо- 
вым ( действительным  или  комплексным)  пространством,  если 
в нем  определена  операция,  называемая  скалярным  (или  внутрен- 
ним) произведением. 

Скалярное  произведение,  обозначаемое  как  (х,  у)  или  <х,  у > , 
есть  отображение  8 X 8 К,  которое  любой  паре  векторов  хну 
из  5 ставит  в соответствие  число  из  поля  К-  Оно  удовлетворяет  сле- 
дующим аксиомам:  1)  < х,  у > = < у,  х > *;  2)  < рх  + чу,  г > = 
= [і<х,  2>+ѵ<  у,  г> ; 3)  <х,  х > — действительное  неотрица- 
тельное число,  обращающееся  в нуль  лишь  в случае,  когда  х — 
нулевой  элемент. 

Для  комплексных  /г-мерных  векторов  скалярное  произведение 
определяется  как  <х,  у > — хх у*+хгу*  -(-•••  + хПу*,  где  у*  — комп- 


& 
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лексно-сопряженное  к ус.  В случае  действительного  пространства 

<х’  У > = 2 ХіУі  = < у,  X >. 

1=1 

Через  скалярное  произведение  вводятся:  норма  (длина)  вектора 
Ы=Ѵ<х  , х>,  расстояние  между  х и у ( метрика ) р ( х , у)  = ||  х — 

— У \\=Ѵ <х  — у , х — у > и угол  между  двумя  векторами  соз  у = 

<х,у> 

ІІ*ІМІ  У\\ ' 

Норму  вектора  х можно  рассматривать  как  частный  случай 
метрики  при  у = 0.  В общем  случае  норма,  приведенная  к внешнему 
закону  линейного  пространства,  определяется  следующими  усло- 
виями: 1)  ||  х ||  > 0,  причем  ||  х||  = 0 только  и если  только  х = 0; 

2)  ||  Хх||  = | Х|  - И х||,  где  | Я,|  — абсолютное  значение  из  поля  К; 

3)  \\х  + у\\  <||х||  +||  г/ 1|  (неравенство  треугольника). 

Следует  иметь  в виду,  что  норму  можно  задать  различными  спо- 
собами, например:  ||  х||  = | хх|  + |х2|  + ...  + |хл|  или||  х||  = тах|х,| 
(і  — 1,  2,  ...,  п),  т.  е.  наибольшее  из  абсолютных  значений  (моду- 
лей) составляющих  и т.  п.  Пространство,  для  всех  векторов  кото- 
рого определена  некоторая  норма,  называется  нормированным  про- 
странством. 

Вектор,  норма  (длина)  которого  равна  единице,  называется 
единичным.  Два  вектора  хи  у ортогональны  = у|,  если 

< х,  у>  = 0,  причем  для  таких  векторов  ||  х + у ||* 2 3  = <х  + у,  х + 
+ у > = ||  х||2  + ||  у ||2  ( теорема  Пифагора) . 

8.  Базис  линейного  пространства.  Конечная  совокупность  век- 
торов хь  х2,  ...,  хт  называется  линейно-независимой,  если  соотно- 
шение аххг  + а2х2  + ...  + атхт  = 0 (а,-  — скаляры  из  поля  К) 
имеет  место  только  при  осх  = а2  = ...  — аш  = 0.  В случае,  когда 
можно  найти  такую  совокупность  скаляров  аъ  а2,  ....  ат,  что  хотя 
бы  при  одном  из  них,  не  равном  нулю,  справедливо  соотношение 
а\Хі  + а2х2  + ...  + атхт  — 0,  векторы  хь  х2,  ...,  хт  являются 
линейно-зависимыми  (любой  х,-,  для  которого  а,-  Ф 0,  выражается 
через  другие).  Так,  четырехмерные  векторы  хх  = (2,  1,  4,  0);  х2  = 
= (3,  1,  0,  5);  х3  = (2,  2,  6,  — 10)  линейно-зависимы,  так  как  при 
аі  = 2,  а2  = -1  іі  а3  = —0,5  имеем  2 (2,  1,  4,  0)  — (3,  1,  0,  5)  — 

— 0,5  (2,2,  16, — 10)  = (0,0,  0,  0) . Отсюда,  например  хх  = — X 
X (а2х2  + а3х3) . 

Совокупность  независимых  векторов  {еъег,  ...,  еп],  через  кото- 
рую выражается  любой  вектор  х = а ,хех  + а2с2  + ...  + апеп,  назы- 
вается базисом  линейного  пространства.  При  этом  говорят,  что 
пространство  5 порождено  этим  базисом,  а его  размерность  (ранг) 
равна  п,  что  записывается  как  сІітЗ  = п.  Базис  определяет  в 5 
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систему  координат  (систему  отсчета) . При  этом  числа  (сеь  а.,,  ... 

. ..,  ап)  являются  координатами  вектора  (точки  пространства). 
Разумеется,  координаты  одного  и того  же  вектора  в различных 
базисах  могут  быть  различными. 

Совокупность  попарно-ортогональных  единичных  векторов  ии 
и2,  ....  и к таких,  что  <«;,  и,  > = 6ц  (символ  Кронекера  б,7  =1 
при  і = / и б;/  = 0 при  і Ф /),  образует  ортонормированную  систему 
векторов.  Число  векторов  в такой  системе  не  может  превышать 
размерности  пространства  (к  < п).  Каждая  ортонормированная  си* 
стема  п векторов  в я-мерном  евклидовом  пространстве  образует 
ортонормированный  базис. 

Если  имеется  любая  конечная  (или  счетная)  система  линейно- 
независимых векторов  еъ  еъ  ....  еп,  то  ортонормированную  систе- 
му можно  построить  с помощью  следующих  реккурентных  формул 
( ортогонал изация  Грама — Шмидта) : 

е | Л* 

Ні~  \\еі  И : “*“||Л*1Г 

к- 1 

где  кк  = ек  — ^<и,,  ек)и;(к  = 2,  3,  ...  , п). 
і—  і 

Пусть,  например,  ех=  (\,  1,  1);  е2=(1,  2,  3);  е3  = (1,  3,  2). 
Тогда  я,  = -4=г(1,  1,  1).  Так  как  Н2  = еі—(и1,  е2)иѵ  причем 

<ии  е2>  = /-—-(  1,  1,  1),  (1,  2,  3)\  = 2]/3,  то  А,  = ( 1,  2,  3)- 

2(1,  1,  1)  = ( — 1,  0,  1),  и,  следовательно,  «2  = ^=(—  1,  0,  1). 

Далее,  й3  = е3  — («х,  Яз)^-—  (м2,  е3)н2,  что  после  вычислений 

дает  А3=  (—у.  1.  — у)>  0ТКУДа  имеем  «з  = ^ (— ].  2-  — !)■ 

Найденные  векторы  их,  и2  и и3  образуют  ортонормированный 
базис  трехмерного  пространства. 

Любой  вектор  л:  = (хи  х2,  ...  , х ’)  может  быть  представлен 
в ортонормированном  базисе  как  х = ф-  а 2и2  ф-  • • • ф-  а„ы„, 
где  аь  а2,  ...  , а„  — его  координаты  в этом  базисе.  Умножив  это 
равенство  скалярно  на  ик,  получим  (х,  ик)  = а1(и1,  ик)-\- 

ф-  сс2  (и2}  ик)  ф-  * * • "Е  а к (^к'  так  как 

{и и ик)  = 0 при  іфк  и (иА,  н*)  = 1.  Следовательно,  координаты 
вектора  в ортонормированном  базисе  выражаются  соотношением 
чк  =(х,  ик)  (к  = 1,  2,  ...  , п). 

В я-мерном  пространстве  существует  ортогональный  базис, 
состоящий  из  единичных  векторов  ех  = (1,  0,  0,  ...  , 0);  е2  — 
= (0,  1,  0 0),  ...  ; в„  = (0,  0,  0 1).  Компоненты 
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каждого  вектора  являются  одновременно  и координатами  в системе 
координат,  определяемой  этим  базисом,  так  как  х = (хх,  х2, 

•••>  хп)  ~ хіеі  + х2е2  + • • • + хпеп. 

5).  Действия  над  пространствами.  Пусть  5 — линейное  про- 
странство над  полем  К и Д — подмножество  из  5.  Рассмотрим  на 
і внутренний  и внешний  законы  композиции,  индуцированные 
соответственно  внутренним  и внешним  законами  композиции  на 
5.  Если  эти  законы  превращают  Д в линейное  пространство  над  /б, 
то  Д называется  линейным  подпространством  линейного  простран- 
ства 5.  Следовательно,  подпространство  Д обязательно  содержит 
нейтральный  элемент  0 относительно  первого  закона  композиции, 
а также  всякие  линейные  комбинации  Хххг  + Х2х2  для  любой  пары 
хі  и из  Д и любых  Ях  ц Я2  из  поля  К,  над  которым  определено  про- 
странство 5. 

Пусть  X — {хи  х2,  хт ) — некоторая  совокупность  векторов 
из  5.  Конечные  линейные  комбинации  этих  векторов  Х1х1  + Х2х2  + 
+ ...  + Я,„л-т  с коэффициентами  Я,-  € /С  образуют  минимальное 
подпространство  М пространства  5.  Говорят,  что  пространство 
М порождено  множеством  А,  а множество  X есть  система  образую- 
щих пространства  М.  Например,  пространство,  порожденное 
вектором  и,  состоит  из  всех  элементов  вида  а и. 

Размерность  любого  подпространства  /г-мерного  пространства  5 
не  превышает  числа  п.  Если  в Д векторы  еъ  е2,  . ет  образуют 
базис,  причем  т < п,  то  его  можно  дополнить  независимой  сово- 
купностью векторов  е,п+\,  ...,  еп  так,  что  он  будет  базисом  в 5. 

Пересечение  подпространств  Дх  и Д2  есть  подпространство 
Ді  П ^-2.  векторы  которого  принадлежат  одновременно  и Дь  и Д2. 
Во  всех  случаях  пересечение  содержит  нейтральный  элемент  0 от- 
носительно первого  закона  композиции  (сложения  векторов)  т е 

{оіегд.лд*.  : ‘ 

Сумма  подпространств  (алгебраическая  сумма)  Дх  + Д2  есть 
подпространство,  элементами  которого  являются  все  векторы 
х + у,  где  х.  е Дх  и у 6 Д2. 

Прямое  произведение  линейных  пространств  V = 5 х Т есть 
множество  всех  упорядоченных  пар  векторов  (х,  у)  <=  V,  где  х € 5 
и у € Т.  Оно  представляет  собой  новое  пространство,  элементами 
которого  являются  векторы  г — {х,  у),  причем  операции  над  этими 
векторами  определяются  следующим  образом:  г'  + г"  — (х'  + 
+ х">  у'  + у")  и Яг  = (Ял,  Я у),  где  Я е К.  Для  конечномерных 
пространств  бітК  = біт5  + Фіт  Т. 

Пусть  х = (хъ  х2,  хт)  — т-мерные  векторы  из  5 и у — 

— ( Уъ  У 2»  •••,  Уп)  — /г-мерные  векторы  из  Т.  Тогда  элементами  пря- 
мого произведения  V = 5 X Т будут  (:п  + п)-мерные  векторы 
вида  г - (л,  у)  = (хи  х2,  хт\ уъ  у2,  ....  уп). 
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Векторы  из  V можно  представить  как  г — (х,  у)  — ( х , 0)  4- 
+ (0,  у).  Это  значит,  что  прямое  произведение  5 X Т есть  сумма 
некоторых  пространств  5'  и Т',  элементами  которых  являются  соот- 
ветственно векторы  ( х , 0)  и (0,  у).  В то  же  время  5'  и V являются 
подпространствами  V,  причем  все  отличные  от  нуля  векторы  у них 
различные,  и только  при  х = у — 0 векторы  ( х , 0)  и (0,  у)  совпадают 

и равны  нейтральному  вектору  0.  Поэтому  5'(")  Т'  = {0}  и 5'  + 


+ Т’  = V.  Если  подпространства  линейного  пространства  5 
удовлетворяют  этим  условиям,  то  говорят,  что  5 разложимо  в 
прямую  сумму  Ь[  и Ь'2  и записывают  Ь\  ® ^ — 5. 

В общем  случае  линейное  пространство  5 есть  прямая  сумма 
подпространств  1\,  Ѵг,  ...  , Ѵк\  т.  е.  5 = ф Е'®  • • • ® Ѵк, 

если  5=Е'14-Е!2+  • • • + Ь'к  и Ь,  П 4*  + • • * + і + ^г+і+ 


+ • • • + Ѵк)  = {'0}  для  всех  / = 1,  2,  ...  , к.  Это  значит,  что 
любой  вектор  х из  5 выражается  единственным  образом  как  сумма 
х = хх  + х2  4-  • • • + хк,  где  хі  С Ь\.  Прямая  сумма  ассоциативна 
и коммутативна.  Можно  также  утверждать,  что  пространство  5 
порождается  множеством  всех  векторов  подпространств  Ь[,  Ц , ... 


... , и. 

Если  размерности  подпространств  сііт  Ь(  = щ,  то  объединение 
базисов  Ь[,  Ѵг,  ...  , Ь'к  образует  базис  пространства  5 и его  раз- 


мерность сііт  5 = X П;.  Если  5 = і^®і/2,  то  Ь[  и назы- 

і=И 

ваются  алгебраически  дополнительными,  причем  сііт  Ь\  + 
+ ёіт  = сііт  5. 

Пусть  размерности  произвольных  подпространств  Ьк  и Ьг  линей- 
ного пространства  5 равны  пЛ  и пъ  а размерность  пересечения 
^Г]  Ь.г  равна  5.  Рассмотрим  пространство  5к,  порожденное  под- 
пространствами Ьх  и Ь2,  т.  е.  5*  = Ьх  ® 42 , размерность  которого 
обозначим  через  к.  Тогда  имеет  место  тождество:  к + з — пх  + п%. 
В частном  случае,  если  П Т2  = (0) , т.  е.  размерность  Т1рТа 
равна  нулю,  то  к = пх  + я2. 

10.  Алгебры.  Термин  алгебра  в математике  — один  из  древней- 
ших и самый  современный.  Он  имеет  ряд  значений,  из  которых 
можно  указать  следующие:  1)  общий  предмет  (элементарная  ал- 
гебра, абстрактная  алгебра);  2)  теория  операций  с конкретными 
системами  (алгебра  множеств,  векторная  алгебра,  матричная  ал- 
гебра); 3)  тип  математической  модели  (линейная  алгебра,  булева 
алгебра).  Последнее  значение  иллюстрируется  важным  понятием, 
которое  вводится  ниже. 

Линейной  алгеброй  называется  линейное  пространство  5 над 
числовым  полем  К,  если  в 5 установлена  операция  умнооісения, 
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приводящая  в соответствие  каждой  паре  элементов  из  5 элемент  из 
5 (обозначается  .ѵ  ■ у или  ху)  и удовлетворяющая  следующим 
условиям  для  любых  х,  у,  г € 5 и К € К:  1)  Цху)  = (кх)у  = 
= Х(Ц)\  2)  (ху)г  = х(уг)  — ассоциативность;  3)  {х  + у)г  = хг  + 
+ уг  — дистрибутивность. 

Нейтральным  элементом  относительно  сложения  векторов  явля- 
ется нуль-вектор  0 пространства  5,  причем  0 . х = х • 0 = 0.  Ней- 
тральный элемент  относительно  умножения  е называют  единицей, 
причем  различают  левую  единицу,  если  ех  — х и правую  единицу, 
если  хе  — х. 

Пусть  ху  = е,  тогда  х называется  левым  обратным  (симметрич- 
ным) к элементу  у,  & у — правым  обратным  к элементу  х.  Если 
элемент  обладает  и левым  и правым  обратным,  причем  они  совпа- 
дают, то  такой  элемент  называют  обратимым.  Если  х и у об- 
ратимы, то  (ху)-1  = у “Ъг1.  Уравнение  ах  = у,  где  а е 5,  обрати- 
мо, решается  умножением  обеих  его  частей  слева  на  а~1,  в ре- 
зультате чего  имеем  х = а~1у. 

Если  умножение  элементов  из  5 коммутативно,  то  и линейная 
алгебра  называется  коммутативной.  Если  5 есть  поле,  т.  е.  умно- 
жение коммутативно  и каждый  отличный  от  нуля  элемент  из  5 
обратим,  то  линейная  алгебра  называется  алгеброй  о делением. 
Ранг  линейной  алгебры  определяется  ее  размерностью  как  вектор- 
ного пространства. 

Примеры  линейных  алгебр:  1)  алгебра  комплексных  чисел  — 
коммутативная  с делением  ранга  два  над  полем  действительных 
чисел;  2)  алгебра  многочленов  произвольной  степени  — коммута- 
тивная над  полем  действительных  или  комплексных  чисел;  3)  ал- 
гебра матриц  п- го  порядка  с элементами  поля  К.  — некоммутатив- 
ная над  полем  К ранга  п2. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Покажите,  что  множество  действительных  чисел  образует  метрике- 
ское  пространство,  если  задать  метрику  одним  из  следующих  способов: 
а)  р(х,  у)  = \х  — у\- 


2.  Множество  слов  длины  п,  состоящих  из  п символов  (букв,  цифр,  знаков 
и т.  п.)  конечного  алфавита,  можно  рассматривать  как  метрическое  простран- 
ство, если  ввести  на  нем  соответствующим  образом  метрику.  Например 
в качестве  расстояния  р(х,  у)  между  двумя  словами  можно  принять  количество 
позиций,  в которых  слова  х и у содержат  различные  символы. 

а)  Покажите,  что  введенное  таким  способом  расстояние  удовлетворяет 
аксиомам  метрического  пространства. 
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б)  Найдите  расстояния  между  русскими  словами  х = (лекция),  у = 
— (секрет),  г = (секция). 

в)  Найдите  расстояния  между  двоичными  кортежами:  х = (100101101) 

У = (001101001),  г = (101001010).  ' ’’ 

г)  Проверьте  на  данных  примерах  свойства  метрики. 

3.  Пусть  М — множество,  состоящее  из  двух  элементов  а и Ь.  Пока- 
жите, что  система  подмножеств,  которая  содержит,  наряду  с М и пустым 
множеством,  одноэлементное  множество  {Ь},  является  топологией  в М. 
Какие  подмножества  данного  топологического  пространства  являются  замк- 
нутыми? 

4.  Постройте  все  топологии  в пространстве  М,  состоящим  из  трех,  четы- 
рех и пяти  элементов. 

5.  Покажите,  что  законы  композиции,  заданные  в (6),  определяют  линей- 
ное пространство. 

(>'„  На  приведенных  ниже  множествах  обычным  образом  введены  внут- 
ренний закон  (сложение)  и внешний  закон  (умножение  на  число).  Какие 
из  этих  множеств  образуют  линейные  пространства: 

а)  многочлены  степени  п ; 

б)  многочлены  степени,  меньшей  или  равной  п; 

в)  многочлены  степени,  большей  или  равной  п; 

г)  все  векторы  плоскости; 

д)  все  векторы  плоскости,  не  параллельные  оси  абсцисс; 

е)  все  векторы  плоскости,  выходящие  из  начала  координат  и располо- 
женные в первом  квадранте; 

ж)  квадратные  матрицы  п-то  порядка. 

7.  Является  ли  линейно-независимой  совокупность  трехмерных  век- 
торов: 


а)  Хі  = (5,  1,  4);  х2  = (0,  3,  2);  х3  = (2,  1,  2); 

б)  Хі  = (2,  3,  1);  *2  = (3,  4,  2);  х3  = (1,  5,  4)? 

8.  Дано  множество  X,  состоящее  из  шести  векторов:  Хч  — (1,  1,  0,  0): 

х_ъ  = 1’,?);иДГз-=  (1'0’0’  1);  *4=  (0,  1,  1,0);  *6  = (0,  1,0,  1);  *„  = 

~ (°>  К !)•  Найдите  максимальное  линейно-независимое  подмножество 
X'  этого  множества  и выразите  остальные  векторы  как  линейные  комбина- 
ции векторов  из  X' . Имеет  ли  задача  другие  решения? 

9.  Дана  система  векторов  ех  = (1,  0,  1);  е2  = (1,  1,  0);  е3  = (2,  3,  1). 

а)  Показать,  что  векторы  е*,  е2,  е3  образуют  базис  трехмерного  простран- 

ства. 

б)  Произвести  ортогонализацию  данного  базиса. 

в)  Найти  координаты  вектора  х — (4,  — 1,  5)  в исходном  и ортонорми- 
рованием базисах. 


10.  КОМБИНАТОРИКА 


1.  Выборка  элементов.  Одной  из  задач  комбинаторики  является 
определение  количества  различных  подмножеств,  которые  можно 
образовать  выборкой  элементов  из  некоторого  множества  по  опре- 
деленным правилам. 

Выборка  г элементов  называется  г -перестановкой,  если  учитыва- 
ется порядок  следования,  и г-сочетанием,  если  принимаются  во  вни- 
мание только  элементы  без  учета  порядка.  Пусть,  например,  дано 
множество  М = {а,  Ь,  с,  сі] . Выборки  аЬс,  асЬ,  Ьас,  Ьса,  саЬ,  сЬа 
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являются  различными  3-перестановками,  образованными  из  одних 
и тех  же  элементов.  В то  же  время  все  эти  выборки  представляют 
собой  различную  запись  одного  и того  же  3-сочетания. 

Выборки  могут  допускать  и не  допускать  повторения  элементов. 
При  выборках  с повторениями  различают  два  случая. 

В первом  случае  предполагается,  что  запас  повторяемых  эле- 
ментов ограничен  и определяется  спецификацией  [пъ  пг,  пк) , 
где  Пі  — количество  элементов  і- го  вида.  Общее  число  элементов 
исходного  множества  п — п±  + я*  + ...  + я*,  причем  в г-выборке 
г <л.  Каждый  вид  можно  рассматривать  как  класс  эквивалент- 
ности, элементы  которого  считаются  неразличимыми  и обычно 
обозначаются  одинаковыми  номерами  или  символами.  Совокупность 
обозначений  различных  классов  образует  семейство  представи- 
телей. 

Пусть,  исходное  множество  задано  тремя  классами  эквивалент- 
ности со  спецификацией  (2,  5,  4),  причем  п = 2 + 5 + 4 = 11. 
Обозначим  представители  классов  через  а,  Ь 1 с,  так  что  семейство 
представителей  образует  множество  { а , Ь,  с).  Тогда  выборки  ааЬЬЬс, 
аЬаЬЬс,  ЬааЬЬс  и т.  п.  являются  различными  6-перестановками; 
выборки  ааЬЬЬЬЬсссс  и ааЬЬЬссЬссЪ  — различными  1 1 -перестанов- 
ками. Выборки  ааЬЬЬс,  ЬЬЬЬЬс,  аЬЬссс  представляют  собой  примеры 
различных  6-сочетаний,  а 1 1-сочетанне  имеется  только  одно: 
ааЬЬЬЬЬсссс. 

Во  втором  случае  запас  элементов  не  ограничивается,  и в выборке 
из  г элементов  допускается  любое  число  повторений,  не  превыша- 
ющее заданного  числа  г.  Исходное  множество  можно  рассматривать 
как  такое,  которое  состоит  из  различных  элементов,  но  после  вы- 
борки некоторого  элемента  он  восстанавливается  в этом  множестве 
( выборка  с возвращением). 

2.  Правило  суммы  и произведения.  Наиболее  часто  применя- 
ются при  доказательствах  в комбинаторике  следующие  два  пра- 
вила. 

Правило  суммы : если  объект  а может  быть  выбран  р способами, 
а объект  Ь — другими  ц способами,  то  выбор  «либо  а,  либо  Ь» 
может  быть  осуществлен  р + ц способами.  Следует  иметь  в виду, 
что  выборы  а и Ь являются  здесь  взаимно  исключающими.  Иначе 
говоря,  необходимо  следить,  чтобы  ни  один  из  способов  выбора 
объекта  а не  совпал  с каким-нибудь  способом  выбора  объекта  Ь. 
При  наличии  таких  совпадений  правило  суммы  неприменимо  и ре- 
зультат равен  р + д — к,  где  к — число  совпадений. 

Правило  произведения : если  объект  а может  быть  выбран  р спо- 
собами и после  каждого  из  таких  выборов  объект  Ь в свою  очередь 
может  быть  выбран  с/  способами,  то  выбор  «а  и Ь»  в указанном  поряд- 
ке можно  осуществить  рц  способами.  Это  правило  используется 
в тех  случаях,  когда  выборы  а и Ь независимы. 
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3.  Перестановки.  Определим  число  г -перестановок  из  п различ- 
ных элементов  без  повторений.  Первый  член  перестановки  можно 
выбрать  из  п элементов  п различными  способами.  Так  как  элементы 
не  должны  повторяться,  то  выбор  второго  члена  можно  осущест- 
вить только  п — 1 способами  и т.  д.  вплоть  до  г-го  члена,  кото- 
рый можно  выбрать  п — г + 1 способами.  Применяя  последова- 
тельно правило  произведения,  получаем: 

р(п,  г)  = п(п  — 1 )...(п  — г + 1),  п > г. 

Например,  из  четырех  различных  объектов,  пронумерованных 
1,  2,  3,  4,  можно  составить  12  следующих  2-перестановок:  12,  13, 
14,  23,  24,  34,  21,  31,  41,  32,  42,  43, 

Обычно  л-перестановки  из  п различных  элементов  называют 
просто-  перестановками,  как  в (3.9).  Положив  г = п,  имеем  число 
перестановок  р(п,  п)  = рл  = п(п  — 1)...  2 • 1 = п\.  Используя 
это  соотношение,  запишем 


Р(п, 


п\ 

(«—  *)!' 


р (п,  п). 

/И» — г,  п—  г>‘ 


Рассмотрим  перестановки  с повторениями  из  п элементов , спе- 
цификация которых  [пи  л2,  ...,  лк),„  причем  п = ль  + л2  + ...  4- 
+ пк.  Из-за  совпадения  некоторых  элементов  число  таких  перестано- 
вок оказывается  меньшим  чем  л!,  так  как  перестановка  одинаковых 
элементов  ничего  не  меняет.  Элементы  /-го  класса  допускают  пере- 
становку Л/!  способами,  и в каждом  классе  такие  операции  осущест- 
вляются независимо.  Поэтому  в соответствии  с правилом  произве- 
дения можно  совершить  п1\п2\...пк\  перестановок,  не  изменяющих 
данную  перестановку.  Значит  число  различных  перестановок 
с повторениями,  которые  получаются  из  п элементов,  выража- 
ется формулой 

Рп(*и  «г.  — %)  = -„гГ  ,у  ' 

Например-,  план  застройки  улицы  10  домами,  среди  которых 
3 дома  одного  типа,  5 другого  и 2 третьего,  можно  представить 
р10(3,  5,  2)  = 10!  3!  51  2!  = 2520  способами. 

Если  запас  объектов  л различных  типов  не  ограничен,  то  каж- 
дое место  в /"-перестановке  можно  заполнить  л различными  спосо- 
бами. Поэтому  согласно  правилу  произведения  число  г-переста- 
новок  с неограниченными  повторениями  равно  II (я,  г)  = л'.  Это 
соотношение,  в частности,  определяет  количество  различных 
/■-разрядных  чисел,  записанных  в позиционной  системе  с основа- 
нием л. 

4.  Сочетания.  Определим  число  г-сочетаний  из  п различных 
элементов.  Из  каждого  такого  сочетания  можно  образовать  г! 
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перестановок,  поэтому  искомое  число  будет  в г\  раз  меньше  числа 
/■-перестановок  из  п элементов,  т.  е. 


п(п—  I)  ■ (п  — г + 1) 

г! 


п\ 


г\(п—  г)  ! • 


Например,  из  четырех  различных  объектов,  обозначаемых 
1,  2,  3,  4,  можно  составить  следующие  шесть  сочетаний  по  два 
элемента  (п  = 4,  г = 2):  12,  13,  14,  23,  24,  34. 

Число  г-сочетаний  из  п различных  элементов  обозначается  так- 
же через  (?)  или  Сгп.  Первое  более  удобно,  а второе  более  при- 
вычно. Заменив  в полученной  формуле  г на  п — г,  получим 
С(п,г)  = С(п,  п — г)  или  (?)  = 

Формулу  для  числа  г-сочетаний  с неограниченными  повторе- 
ниями из  п элементов  (различными  считаются  сочетания,  кото- 
рые отличаются  хотя  бы  одним  элементом)  можно  получить  следую- 
щим способом.  Каждому  сочетанию  ставится  в соответствие  пере- 
становка, в которой  все  элементы  данного  сочетания  закодированы 
единицами,  причем  все  различные  классы  элементов  разделяются 
нулем  (даже  и в случае,  если  элементы  каких-нибудь  классов  не 
вошли  в сочетания).  Например,  для  сочетания  аЬЬсе  из  элементов 
множества  {а,  Ь,  с,  й,  е}  перестановка  будет  101101001,  для  соче- 
тания ЬЪЬее  — перестановка  011100011  и т.  п.  Очевидно,  переста- 
новка для  г-сочетания  из  п элементов  с повторениями  содержит 
г единиц  и п — 1 нулей.  Искомое  число /"-сочетаний  совпадает  с чис- 
лом перестановок  с ограниченными  повторениями  из  г + п — 1 
элементов  и спецификацией  [г,  п — 1},  т.  е.  в соответствии  с фор- 
мулой из  (3)  имеем 


Например,  число  сочетаний  с повторениями  по  2 из  4 элементов, 
обозначаемых  1,  2,  3,  4,  равно  С(5,  2)  — 10,  которые  образуются 
следующими  выборками:  И,  12,  13,  14,  22,  23,  24,  33,  34,  44. 

Рассмотренный  способ  основан  на  замене  одного  множества  дру- 
гим множеством,  элементы  которых  находятся  во  взаимно-одно- 
значном соответствии,  и,  следовательно,  их  число  в этих  множествах 
одинаково. 

5.  Рекуррентные  соотношения.  Подсчет  числа  перестановок  и 
сочетаний  можно  определять  также  с помощью  рекуррентных  со- 
отношений, которые  играют  значительную  роль  в комбинаторике. 

Так,  множество  /'-перестановок  из  п различных  элементов  можно 
разбить  на  два  класса  так,  что  перестановки  одного  из  них  не  со- 
держат некоторого  фиксированного  элемента  исходного  множества, 
а все  перестановки  другого  класса  обязательно  содержат  этот  эле- 
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мент.  Очевидно,  первый  класс  состоит  из  Р(п  — 1,  ^-перестановок, 
а второй  — из  гР(п  — 1,  г — • 1),  так  как  фиксированный  элемент 
может  занимать  одно  из  г положений  в каждой  из  Р(п  — 1,  г — 1) 
подстановок.  Отсюда  следует  рекуррентная  формула 

Р(п,  г)  = Р(п  — 1,  г)  + гР(п  — 1 , г — 1). 

Символ  Р(к,  0),  не  имеющий  комбинаторного  смысла,  принято 
считать  равным  единице.  Ясно  также,  что  Р(к,  1)  — к для  любого 
целого  положительно  к и Р(к,  я)  = 0 при  к < я.  Эти  соотношения 
служат  граничными  условиями  для  полученного  рекуррентного 
соотношения.  Положив  г = п,  имеем:  Р(п,  п ) = Р(п — 1,  п)  + 
4-  пР(п  — 1,  п — 1 ) — пР  (п  — 1,  п — 1)  = п (п  — 1)  Р(п  — 2, 
п — 2)  = ...  = п(п  — 1)  ...  2 • 1 = п! 

Рекуррентное  соотношение  для  числа  г-сочетаний  из  п различ- 
ных элементов  имеет  вид: 

С(п,  г ) = С(п  — 1,  г — 1)  + С(п  — 1,  г),  п > г, 

где  второе  слагаемое  учитывает  сочетания,  не  содержащие  фикси- 
рованного элемента,  а первое  — все  сочетания  с этим  элементом. 
Граничные  условия  для  этого  соотношения  С(п,  0)  = С(1,  1)  = 1 
и С(к,  я)  = 0 при  к < я. 

Аналогично,  разбивая  множество  г-сочетаний  с повторениями 
из  п элементов  на  два  непересекающиеся  подмножества,  одно  из 
которых  включает  все  такие  сочетания,  которые  не  содержат  фикси- 
рованного элемента,  а другое  — такие  сочетания,  которые  содер- 
жат этот  элемент,  получаем  рекуррентное  соотношение 

/(«,  г)  = /(л  — 1,  г)  + /(л,  г — 1). 

При  этом  лиг  непосредственно  не  связаны  между  собой  и до- 
пускается как  п > г,  так  ил  < г.  Граничные  условия  в этом  слу- 
чае следующие:  /(л,  1)  ==  л;  {(п,  0)  = /(1,  г)  = 1. 

Последовательное  применение  рекуррентных  соотношений  сов- 
местно с граничными  условиями  позволяет  вычислить  число  соответ- 
ствующих выборок  элементов  из  данного  множества.  С помощью 
этих  соотношений  можно  также  вывести  формулы,  полученные 
в (3)  и (4),  и решать  другие  комбинаторные  задачи. 

6.  Бином  Ньютона.  Поставим  в соответствие  каждому  объекту 
из  множества  {аъ  а2,  ...,  ос„}  двучлены  вида  1 + а(-  х (і  = 1,  2,... 
...,  л)  и перемножим  их:  (1  + ахл:)(1  + а2.г)  ...  (1  + апх)  = 
= 1 + ахх  + агх2  + ...  + аял4. 

Коэффициент  аг  многочлена  представляет  собой  сумму  произ- 
ведений, каждое  из  которых  образуется  г элементами  из  п (г- со- 
четания), причем  всего  в аг  имеется  С(я,  г)  таких  произведений.  Если 
положить  = ...  = ап  — 1,  то  любое  произведение  г-сочетаний 
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элементов  равно  единице  и,  следовательно,  а — С (п  г)  = 
= (?).  Таким  образом, 


(1  + х)п  - 1 0 ) + ( і ) * + ( о ) *2  + 


+ 


п 

п — 1 


уП—1 


+ 


Это  выражение  называют  биномом  Ньютона,  а л-сочетания  из 
п различных  элементов  С(п,  г)  являются  биномиальными  коэффи- 
циентами. Определив  каким-либо  способом  ап  найдем  и значение 
Ё(ц,  0-  Обратно,  вычислив  числа  сочетаний  из  п элементов  по 
г — О,  1 п,  получим  коэффициенты  разложения  (1  + х)п. 

С помощью  бинома  Ньютона  можно  вывести  различные  фор- 
мулы для  сочетаний.  Так,  положив  х = 1 и х = — 1,  имеем 


П 


= о. 


Первая  из  этих  формул  определяет,  в частности,  количество 
всех  подмножеств  некоторого  множества.  Продифференцировав 
бином  Ньютона  по  х и положив  х — — 1,  получим 

%г(-іг  (;)=<>,  п>і, 


а продифференцировав  к раз  по  х,  разделив  на  к\  и положив  х = 1, 
приходим  к соотношению 


П 


7.  Полиномиальные  производящие  функции.  Произведение 
(1  + ос^ХІ  + а2х)...(1  + апх)  порождает  г-сочетания,  в которых 
каждый  элемент  из  множества  объектов  (аъ  а2,  ....  а,,}  может 
появляться  не  более  одного  раза.  Очевидно,  для  других  типов  соче- 
таний следует  подобрать  и другой  вид  сомножителей. 

Если  объект  а,-  может  входить  в сочетания  0,  1,  к раз,  то 
вместо  1 + асх  следует  взять  сомножитель  1 + щх  + а2х2  + 

+ ...  + ак.хк  (при  к = 0 сомножитель  равен  единице).  Тогда  при 
аі  = аі  — =1  коэффициенты  аг  многочлена  А (х)  = 

— Г 4-  й{х  -)-  а2х2  ...  + апхп  представляют  собой  г-сочетания 
из  п различных  элементов  с повторениями. 
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Например,  для  г-сочетаний  из  трех  элементов  а,  Ъ,  с со  специ- 
фикацией {3,  1,  2}  имеем:  (1  + х + х2  + х3)(1  + х)(1  + х + х2)  — 
= 1 + Зх  +5х2  + 6х3  + 5х4  + Зх5  + Xе.  Здесь  коэффициент  при 
хг  дает  искомое  число  г-сочетаний.  Так,  имеется  три  1-сочетаний 
(а,  Ь,  с),  пять  2-сочетаний  ( аа , аЬ,  ас,  Ьс,  сс),  шесть  3-сочетаний 
( ааа , ааЬ,  аас.  аЬс,  асе,  Ьсс),  пять  4-сочетаний  ( аааЪ , ааас,  ааЬс, 
аасс,  аЪсс)  и т.  д. 

Многочлен  Л(х)  = а0  4-  а1х  + а2х2  + ...  + апхп  + ...  назы- 
вают полиномиальной  производящей  функцией  (энумератором)  для 

последовательности  а0,  % а„,  ...  В рассмотренном  случае  эта 

последовательность  представляет  собой  г-сочетания  из  п элементов 
с повторениями.  Бином  Ньютона  является  производящей  функцией 
для  сочетаний  без  повторений.  Следует  иметь  в виду,  что  перемен- 
ная х э нумератора  никак  не  определена  и считается  просто  абстракт- 
ным символом.  Его  роль  сводится  к тому,  чтобы  различать  элемен- 
ты последовательности  а0,  аъ  ...,  ап,  ...  При  этом  различные  пре- 
образования таких  последовательностей  заменяются  соответствую- 
щими операциями  над  производящими  функциями. 

Для  сочетаний  с неограниченными  повторениями  элементов 
п типов  энумератор  будет  (1  + х + х2  + ...)п . Выражение  в 
скобках  можно  представить  в виде 

г11=1+х  + *2+...=(1  -х)-1. 

Рассматривая  выражение  (1 — х)-"  как  бином  Ньютона  с от- 
рицательным показателем  — п,  формально  записываем 

г = 


-п  (- 


1)  ...  (_„_г+  і) 


г I 


(-ХУ  : 


г= О 


_ѴЧп  + ''— В • ■ («+!)"  „г 

л * 

г= О 


со 


г=  О 


= г)х\ 

г= О 


что  совпадает  с результатом,  полученным  в (4).  Отсюда  также 
следует  формальное  соотношение 


(7 ЬГГ 
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Если  потребовать,  чтобы  каждый  объект  входил  в сочетание 
с неограниченными  повторениями  четное  число  раз,  то  в качестве 
энумератора  следует  принять  (1  + х2  + х4  + ...)"  или 

<і =Ё("  Т’Ь 

г= О 

т.  е.  число  г-сочетаний  при  нечетном  г равно  нулю,  а число  2л-соче- 
таний  определяется  как  число  г-сочетании  без  принятого  ограни- 
чения. 

Аналогично  определяется  энумератор  и при  других  дополни- 
тельных условиях.  Пусть,  например,  необходимо  определить  число 
таких  г-сочетании  из  п типов  элементов  с неограниченными  повто- 
рениями, которые  обязательно  содержат  хотя  бы  по  одному  элемен- 
ту каждого  вида.  Тогда 

(х  + х2  + х3  + • • • )"  = х"  (1  +х  + х2+  ...)"  = ля  (1  — х)~п  = 


Здесь  при  преобразовании  суммы  произведена  замена  пере- 
менной п + г на  г и использовано  соотношение  \ | = ( п ) из 

/.п  о о \г/  \га  — г) 

(4).  Число  искомых  сочетании  равно  нулю  при  г < п и равно 

С(г  п 1)  при  г ^ п.  Например,  для  трех  элементов  а,  Ь,  с 
существует  одно  3-сочетание  {аЬс),  число  4-сочетаний  равно 
С (3,  2)  — 3 (ааЬс,  аЪЬс,  аЬсс),  число  5-сочетаний  равно  С (4  2)  = 6 
(аааЬс,  ааЬЬс,  ааЬсс,  аЬЬЬс,  аЪЬсс,  аЬссс)  и т.  д. 

8.  Экспоненциальные  производящие  функции.  Воспользовав- 
шись зависимостью  между  числами  г-сочетаний  и /-перестановок  из 
различных  элементов  (4),  запишем 

Г— О г= О 

т.  е.  число  /"-перестановок  из  различных  элементов  является  коэф- 
фициентом при  хг/г\  в разложении  ( 1 + х)п.  Целесообразно  обоб- 
щить этот  факт  и на  другие  виды  перестановок. 
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Определим,  например,  производящую  функцию  для  /"-переста- 
новок с неограниченными  повторениями  так,  чтобы  И(п,  г)  = пг 
было  коэффициентом  при  хг!г\.  Так  как 


М(п, 


г= О 


щт=2»'я=е,-т=(ч-+і;+-)"-^ 

г— О Г= О 


то  ряд  1 + л:  + г72!  + ....  являющийся  разложением  экспонен- 
циальной функции,  можно  принять  в качестве  энумератора  для 
ІІ(п,  г).  Подобные  энумераторы  называют  экспоненциальными  про- 
изводящими функциями.  С их  помощью  можно  вычислять  число 
перестановок  различных  типов. 

Если  г-перестановки  образуются  из  множества  п элементов 
со  спецификацией  {пѵ  п2,  ...  , пк),  причем  п — щ -\- п2-\- • - • -\- 
+ пк,  то  для  каждого  класса  элементов  ряд  1 + х + х2/2!  +••• 
ограничивается  числом  хп‘/п;\,  и,  следовательно,  эн умератор  имеет 
вид: 


г=0 


Искомые  /"-перестановки  с ограниченными  повторениями  опре- 
деляются численными  значениями  коэффициентов  Ь,  (г  — 0,  1,  2, 
...,  п).  Последний  член 

ХпіХпг  ...  Хпк  п\  Хп  , Хп 

щ!  п2!  ...  пк\  пг  1 /ц!  ...  пк\  п\  п п\ 


определяет  число  перестановок  из  п элементов  по  п с повторениями, 
т.  е.  Ьп  = рп(пъ  п%,  ...,  пк),  что  совпадает  с результатом,  получен- 
ным другим  способом  в (3). 

9.  Принцип  включения  и исключения.  До  сих  пор  речь  шла 
о подсчете  числа  подмножеств,  которые  образуются  путем  выборки 
объектов  из  некоторого  множества  в соответствии  с условиями, 
определяющими  их  количество,  упорядоченность  и повторяемость. 
Не  меньшее  значение  имеют  задачи  перечисления,  связанные  со 
свойствами  объектов. 

Пусть  имеется  N объектов  и некоторая  совокупность  свойств 
Н = {аъ  ос3,  ...,  а, г}.  Обозначим  через  УѴ( а,),  Л^сца,),  М(аіаіак)  ит.  д. 
количество  объектов,  которые  обладают  соответственно  свойствами 
«<•;  ас  и «с,  а,-  и и т.  д.  Очевидно,  таких  чисел  будет  столько, 
сколько  подмножеств  можно  образовать  из  элементов  множества 
Н,  т.  е.  2"  (некоторые  числа  могут  равняться  нулю).  Если  желают 
подчеркнуть,  что  учитываются  объекты,  не  обладающие  свойством 
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а,,  то  пишут  а Например,  Я(а2сі3а5)  означает  число  объектов, 
обладающих  свойствами  а2  и а5  и не  обладающие  свойством  а3. 

Число  объектов,  не  обладающих  ни  одним  из  свойств  множества 
Я,  определяется  формулой  включения  и исключения : 

N (а4а2 ...  а„)  = N — ^ N (а,)  + 2 N (а,- а/)  — 
і < < І 

— 2 (а.-а/а^)  + • • • + (—  1)"  Я (аха2 ап). 

і<і<ь 

Действительно,  при  вычитании  из  N объектов  со  свойствами 
ос,  (і  — 1,  2,  ...,  п)  объекты,  обладающие  двумя  свойствами  а,- 
и а/ (г  + /),  вычитаются  дважды,  и поэтому  нужно  прибавить 
Я(а,а;),  где  а,- а/  — попарные  сочетания  элементов  из  Я.  Но  при 
этом  дважды  учитываются  те  объекты,  которые  обладают  тремя 
свойствами  и,  следовательно,  их  необходимо  исключить,  т.  е.  вы- 
честь сумму  всех  N (а4-а/аА),  где  а,ауаА  — сочетания  из  п свойств 
по  три.  Этот  процесс  включения  и исключения  продолжается  до 
последнего  члена  N (а1(  а2,  ...,  ап),  определяющего  число  объектов 
со  всеми  п свойствами,  знак  которого  зависит  от  четности  п.  При- 
веденная формула  известна  также  под  названиями:  символический 
метод,  принцип  перекрестной  классификации,  метод  решета,  фор- 
мула обращения. 

Если  записать  а*  = 1 — а,  и рассмотреть  последовательность 
символов  а1а2...а„  как  алгебраическое  произведение,  то  формулу 
включения  и исключения  можно  представить  в символическом 
виде.  Например,  для  п = 3 имеем 

N1(1  — ах)(1  — а2)(1  — аэ)]  = N11  — а4  — а2  — а3  + 

+ аха2  + ал  + а2«з  — аіа2а3]  = N(1)  — Я(  а4)  — 

— Я(а2)  — Я(а3)  + N(а^а2)  + Я(а4а3)  + N(аіа3)  — 

— Я(ага2а3), 

причем  принимается,  что  Я(  1)  = N.  Благодаря  такой  формализа- 
ции можно  записать  формулу  для  числа  объектов,  обладающих 
и не  обладающих  некоторыми  свойствами,  например: 

Я(  = N1  ах(1  — а2)(1  — а3)а4]  = N1  ага4  — а1а.1аі  — 

— а1а3а4  + а1а2а3а4]  = Я(а4а4)  — N(а1а2аі)  — N(а1а  За4)  + 

+ Я(а4  а2а3а4). 

Пусть  заданы  свойства:  а4  — стальной,  а2  — черный,  а3  — 
сферический,  причем  Я(а4)  = 13;Я(а2)  = 10;Я(а3)  — 14;Я(а,а2)  = 
= 4;  N(а1а3)  = 5;  N(аіа3)  = 3 и Лг(а1а2а3)  = 1.  Если  имеется 
всего  N = 38,  то  число  таких  из  них,  которые  не  обладают  ни 
одним  из  указанных  свойств,  будет  N(а1  а2а3)  = 38  — (13  + 10  + 
+ 14)  + (4  + 5 + 3)  — 1 = 12.  Число  стальных,  но  не  черных 
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и не  сферических,  равно  М(ауа2а3)  = АфаДІ  — а2)(1  — сс3)]  — 
= N(  ах)  — Л^(аха2)  — АДо^ад)  + 1\/(а,у(х,2<х3)  = 13  — 4 — 5 + 

+ 1=5. 

Принцип  включения  и исключения  наглядно  иллюстрируется 
диаграммой  Бенна,  которая  для  рассмотренного  примера  показана 
на  рис.  65. 

10.  Разбиения.  Набор  целых  положительных  чисел  пъ  п2,  .■■,пк 
называется  разбиением  числа  п,  если  п = пх  + п2  + ...  + пк. 
Числа  п1  (/=1,2,..,,  к)  называют  частями,  а их  сумму  п — ха- 
рактеристикой разбиения.  При 
подсчете  числа  возможных  разбие- 
ний могут  учитываться  дополни- 
тельные условия  — тип  разбие- 
ния, величины  и общее  число  ча- 
стей, число  повторений.  Так,  для 
числа  4 имеется  5 разбиений  без 
ограничений  (4,31,22,211,  1111) 
и восемь  разбиений  с учетом  поряд- 
ка частей  (4,  31,  13,  22,  211,  121, 

112,  1111).  Число  8 разбивается 
на  три  части  пятью  способами: 

611,  521,  431,  422,  332.  Если 
принять  в качестве  производящей 
функции  для  разбиения  числа  п 
без  ограничений  р(п)  многочлен 
р(х)  — р( 0)  + р(\)  х + р( 2)х2  + ...,  то  вклад  части  величины  к 
определяется  множителем  (1  + х*  + хгк  + х?к  + ...)  и,  следова- 
тельно, имеем 

Р (х)  = (1  + х + х2  + • • •)(!  + х2  + х4  + ...)... 


Рис.  65.  Диаграмма  Венна  для  мно- 
жеств, характеризуемых  тремя 
свойствами. 


• . . (1  + хь  + х2*  н ) . . . = П (1  — X')-1- 

1=1 

Из  этого  соотношения  получаем  производящие  функции  при 
ограничениях,  накладываемых  на  численные  значения  частей. 
Если  все  части  разбиения  не  превосходят  числа  к,  то 

Рк(х)  = По  — х')~г- 

І = 1 

Для  разбиений,  все  части  которых  различны,  имеем  и (х)  — 
= (1  + х)  (1  + х2)  (1  + х3)  ...  , а разбиения  на  нечетные  части 
перечисляются  функцией 

о(х)  = Г|(1—  я2'-1)-1. 
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Определим,  например,  число  способов  размена  8 копеек  монетами 
достоинством  в 1,  2,  3 и 5 копеек.  Для  этого  случая  , о(х)  = (\  + 

І ХХ0+/  ^ Ѵ)(і^  х2  + х4+  -)(1  +*»+*•+  ...)(!  + + + 

+ х +•••)•  К«эфФ«ци?нт  прп  х8  Равен  13-  что  и Дает  искомые  раз- 
биения: 53  , 521,  513,  31 212  , 322  , 3221,  3213,  З!5,  24,  2312,  2214,  21е  I8 
(запись  а«  означает,  что  а входит  в разбиение  д’раз).’Если’потре- 
бовать,  чтобы  все  части  были  различными,  то  и(х)  = (1  + х)(\  + 

' х)(1  + 0(1  О а:5),  откуда  находим  и( 8)  = 2 (соответствующие 
разбиения  53  и 521). 

Число  разбиений  п объектов  на  к частей  можно  определить 
с помощью  рекуррентной  формулы 

р(п,  к)  р(п  к,  к)  + р(п  — к,  к — 1)  + ...  + р(п  — к , 1)  при 
граничных  условиях  р{п,  к)  = 0 для  п < к и р{к,  к)  = р(п,  1)  = 

— 1.  Так,  если  п = 7 и к = 3,  имеем:  р( 7,  3)  = р( 4,  3)  + о (4  2)4- 
± Р.(*-Ж  Р и, 2)  = />  (2,2)  + „ (2,1)  1 1 + Г=  2;  /(4  3)  І 

- р(1,3)  + р(1,2)  + /7(1,1)  = 1;  /7  (7,3)  = 1+24-1=4.  Итак, 
имеем  четыре  разбиения  числа  7 на  три  части:  511,  421,331,  322. 

Методы  комбинаторики  широко  используются  в’ теории  вероят- 
ностей, математической  логике,  теории  графов  и многих  других 
разделах  математики.  Они  являются  мощным  орудием  при  реше- 
нии практических  задач,  связанных  с перечислением,  распределе- 
нием и разбиением  множеств  объектов  различной  природы. 

Комбинаторика  позволяет  сосчитать  столь  огромные  количества 
объектов,  определить  которые  простым  перебором  практически 
невозможно  даже  с помощью  современных  вычислительных  машин. 
При  этом  используются  рассмотренные  методы:  правила  суммы 
и произведения,  формула  включения  и исключения,  рекуррентные 
соотношения  и производящие  функции. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Сколькими  способами  можно  составить  трехцветный  полосатый  флаг, 
если  имеется  материал  пяти  различных  цветов?  Решить  задачу  при  условии 
что  одна  из  полос  флага  должна  быть  красной. 

2.  Сколько  различных  слов  можно  получить,  переставляя  буквы  в сло- 
гах: а)  «математика»,  б)  «инженер»? 

3.  В цехе  имеется  девять  свободных  рабочих  мест,  из  которых  на  двух 

могут  работать  только  женщины,  на  трех  — только  мужчины  и на  четырех 

мужчины  и женщины.  Сколькими  способами  можно  распределить  трех  жен- 
щин и четырех  мужчин  на  рабочих  местах? 

4.  В футбольной  команде  имеется  13  полевых  игроков  и 2 вратаря. 

Сколькими  способами  можно  выбрать  играющий  состав  (11  игроков,  в том 

числе  один  вратарь)? 
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5.  Покажите,  что  число  сочетаний  из  я элементов  по  г равно  числу 
«-перестановок  с повторениями  из  г элементов  одного  типа  и п — г элемен- 
тов другого  типа,  т.  е. 

С (л,  г)  = Рп  (г,  п — г). 

6.  Определить  число  всевозможных  наборов  из  пяти  различных  элемен- 
тов по  три,  если  в каждом  наборе: 

а)  все  предметы  различные; 

б)  одинаковые  предметы  могут  повторяться. 

7.  Пусть  в сочетания  с повторениями  из  я элементов  по  г должны  обя- 
зательно входить  элементы  к фиксированных  типов  (й<«).  Показать,  что 
число  таких  сочетаний  равно  С (г  + я — к — 1 , г — к).  В частности,  если 
в каждое  сочетание  должен  входить  хотя  бы  один  элемент  каждого  из  п 
типов  (это  возможно  только  при  л<г),  то  число  таких  сочетаний  равно 
С (г  — 1 , г — л). 

8.  N урн  случайным  образом  заполняются  л шарами  (л  < Ы).  Найти 
вероятность  того,  что  каждая  из  л первых  урн  будет  содержать  точно  по 
одному  шару,  если  урна  может  принять: 

а)  не  больше  одного  шара; 

б)  любое  число  шаров,  не  превышающее  я. 

9.  Покажите,  что 

Рп  («і,  л2,  Ля)  = Р„(Яі-.  1,  я2,  я3)+Р„(л1,  я2— 1,  я3)  + />„(«!.  я2,  л3— 1). 


10.  Выражение  (х±  + хг  + ■ • • + **)”  разлагается  в сумму  членов  вида 
. . . х'1кк  с некоторыми  коэффициентами,  где  числа  л л2 я&  при- 

нимают всевозможные  значения  от  0 до  п,  причем  «і  + п2  + • • • + л^  = я. 
Покажите,  что  для  данного  разложения! 

а)  коэффициент  при  члене  х”‘х"‘  . . . х ^ равен  числу  перестановок  с по- 
вторениями из  я элементов,  спецификация  которых  {я*,  я2,  ...  , пк],  т.  е. 


Рп(п  1.  «2 «й)  = 


л! 


я,!  л„! 


б)  количество  всех  членов  равно  числу  я-сочетаний  с повторениями  из 
к элементов,  т.  е. 

Г(п,  к)=[п  + кп~[)  ; 

в)  сумма  всех  коэффициентов  равна  кп. 

11.  На  основании  соотношений  предыдущей  задачи  для  выражения 
(а  + 36  + 5с  — й)6  определить: 

а)  коэффициенты  при  членах  а?Ь2сІ  и аЬ2Ы2; 

б)  количество  всех  членов  разложения. 

12.  Найти  число  способов  распределения  группы  из  23  студентов  в 
бригады  по  3 и 5 человек. 

13.  Из  30  сотрудников  отдела  английский  язык  знают  19,  немецкий — 
17,  французский  — 11,  английский  и немецкий  — 12,  английский  и фран- 
цузский — 7,  немецкий  и французский  — 5,  все  три  языка  — 2.  Сколько 
сотрудников  отдела  не  владеют  иностранными  языками?  Сколько  из  них 
знают  только  английский,  только  немецкий,  только  французский  языки? 
Начертите  диаграмму  Бенна. 
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Основные  положения  теории  множеств  доступно  изложены  в книгах; 
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ство, порядок»  (М.,  «Наука»,  1971),  где  также  даноі  приложение  теории  отно- 
шений к лингвистике. 

Для  более  глубокого  изучения  теории  множеств  можно  рекомендовать 
следующие  книги;  Ф.  Хаусдорф  «Теория  множеств»  (М. — Л.,  Гостехиздат, 
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(М.  Л.,  Гостехиздат,  1948):;  К.  Куратовский,  А.  Мостовский  «Теория  мно- 

жеств» (М.,  «Мир»,  1970).  Графический  метод  теория  множеств  рассматрива- 
ется в монографии  А.  С.  Кузичева  «Диаграммы  Венна»  (М.,  «Наука»,  1968). 

Алгебраическим-  системам  и пространствам  посвящена  обширная  литера- 
тура. Эти  вопросы,  в доступной  для  инженеров  форме  излагаются,  например, 
в книгах  А.  П.  Мишиной  и И.  В.  Проскурякова  «Высшая  алгебра»  (М.,  Физ- 
матгиз,  1962),  А.  Г.  Куроша  «Курс  высшей  алгебры»  (М.,  Физматгнз,  1959), 
М.  Заманского  «Введение  в современную-  алгебру  и анализ»  (М.,  «Наука», 
1974),  В.  А.  Ильина  и Э.  Г.  Позняка  «Линейная  алгебра»  (М.,  «Наука»,  1974). 
Систематическое  изложение  теории  алгебраических  систем  дано  в монографии 
С.  Ленга  «Алгебра»  (М.,  «Мир»,  1968). 

Теория  групп  популярно  излагается  в-книге  И.  Гроссмана  и В.  Магнуса 
«Группы  и их  графы»  (М.,  «Мир»,  1971).  Применению  теории  групп  для  реше- 
ния задач  физики  и техники  посвящена:  обширная  литература.  Примером 
может  служить  книга  С.  Багавантам,  Т.  Венкатарайуду  «Теория  групп  и ее 
применение  к физическим  проблемам»  (М_  Над.  нноетр.  лит.,  1959). 

Хорошими  книгами  по  комбинаторике  являются:  Дж.  Риордан  «Вве- 
дение в комбинаторный  анализ»  (М.,  Изд.  илостр.  лит.,  1963);  А.  Кофман 
«Введение  в прикладную  комбинаторику»  (М„  «Наука»,  1975);  М.  Холл 
«Комбинаторика»  (М.,  «Мир»,  1970);  сборник  статей  под  ред.  Э.  Беккенбаха 
«Прикладная  комбинаторная  математика»  (М.,  «Мир»,,.  1968).  Две  книги 
Н.  Я.  Виленкина  — «Рассказы  о множествах»  (М.,  «Наука»,  1969)  и «Комби- 
наторика» (М.,  «Наука»,  1969)  в занимательной  и доступной  форме 
разъясняют  основные  понятия  и методы  теории  множеств:  и комбинаторики. 


Глава  3 
МАТРИЦЫ 


Многое  можно  сказать  об  этой  теории 
матриц. 

А.  Кэли 

Матричная  алгебра  — наиболее  убедитель- 
ный пример  того,  как  одна  и та  же  закономер- 
ность встречается  при  самых  различных  об- 
стоятельствах. 

У.  Сойер 


Хотя  нет  такой  задачи,  которую  нельзя  было  бы  решить  без 
помощи  матриц,  представление  совокупностей  чисел  и других  объек- 
тов в виде  таблиц  оказалось  чрезвычайно  удобным  и эффективным 
способом  упорядочения  информации.  .Это  обусловило  быстрое  раз- 
витие матричного  аппарата  н его  широкое  применение  в науке 
и технике.  Многие  выкладки  и результаты  без  использования 
матриц  выглядели  бы  слишком  громоздкими  и трудно  обозримыми. 
Работа  с матрицами  не  только  экономит  время  и бумагу,  но  и озна- 
чает более  высокий  уровень  математической  культуры  и мышления. 

Теория  матриц  основана  на  простых  положениях.  Однако  овла- 
дение матричным  аппаратом  требует  значительных  усилий  и тре- 
нировки. Необходимо  не  только  понимать  смысл  основных  матрич- 
ных соотношений,  но  и научиться  уверенно  оперировать  с матри- 
цами как  объектами  более  общего  характера  по  сравнению  с чис- 
лами и функциями.  С этих  позиций  и излагается  материал  настоя- 
щей главы. 

В первых  трех  параграфах  подробно  рассматриваются  основные 
действия  над  матрицами,  вычисление  определителей  и обращение 
матриц.  Излагаемые  численные  методы  служат  не  только  средством 
решения  этих  задач.  Они  позволяют  глубже  проникнуть  в сущность 
основных  понятий  и соотношений  теории  матриц  и определителей. 

Развитие  матричного  аппарата  связано,  прежде  всего,  с реше- 
нием систем  линейных  алгебраических  и дифференциальных  урав- 
нений. При  изложении  этих  вопросов  предполагается,  что  читатель 
знаком  с основными  положениями  теории  таких  систем  и методами 
их  решения  без  применения  матриц.  Матричный  аппарат  позволяет 
представить  процессы  решения  и исследования  систем  уравнений 
в удобной  и лаконичной  форме,  а также  построить  алгоритмы  для 
реализации  этих  процессов  на  электронных  вычислительных  ма- 
шинах. 
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При  рассмотрении  дифференциальных  уравнений  выясняется 
смысл  понятия  экспоненциальной  функции  от  матрицы  в простей- 
шем случае,  когда  все  корни  характеристического  уравнения  прос- 
тые. В дальнейшем  это  понятие  распространяется  на  случай  крат- 
ных корней  и приводится  обзор  методов  определения  аналитических 
функции  от  матриц  в общем  виде. 

Использование  матриц  для  решения  многих  прикладных  задач 
часто  сводится  по  существу  к их  преобразованиям.  Систематическое 
рассмотрение  этих  вопросов  позволяет  выяснить  взаимосвязь 
между  различными  типами  таких  преобразований,  установить  их 
особенности  и области  применения. 

Заключительный  параграф  настоящей  главы  посвящен  рас- 
смотрению основных  соотношений  в пространстве  переменных  со- 
стоянии, значение  которого  сильно  возросло  в связи  с использова- 
нием современных  средств  вычислительной  техники  для  математи- 
ческого моделирования  физических  систем.  Наряду  с общими  мето- 
дами представления  таких  систем,  затрагиваются  некоторые  вопросы 
их  исследования  (наблюдаемость,  управляемость,  устойчивость) 
Методы  формирования  математических  моделей  физических  систем 
графов°ТСЯ  В следующей  главе  с использованием  аппарата  теории 


1.  ДЕЙСТВИЯ  НАД  МАТРИЦАМИ 

1.  Матрицы  как  объекты  алгебраических  систем.  Если  эле- 
ментами матриц  являются  числа,  то  говорят  о множестве  матриц 
над  числовым  полем.  Такое  множество  в совокупности  с опреде- 
ленными на  нем  операциями  и составляет  матричную  алгебру  Ос- 
новные операции  над  матрицами  определены  в вводной  главе 
В дальнейшем  будут  рассмотрены  некоторые  вопросы,  связанные 
с техникой  их  выполнения.  Здесь  же  уместно  обратить  внимание 
на  матрицы  как  объекты  алгебраических  систем. 

Множество  всех  прямоугольных  матриц  одинакового  размера 
т х 1 образует  линейное  пространство  над  числовым  полем  с внут- 
ренней операцией  — сложением  матриц  и внешней  операцией 

умножением  матрицы  на  число.  Любая  ( т X л)-матрица  А из 
этого  множества  может  быть  единственным  образом  представлена 


т гг 

А — X ^-1  вціц, 

<=1  /= 1 

где  1ц  матрица  размера  т х п,  все  элементы  которой  равны 
нулю,  кроме  //-элемента,  равного  единице,  т.  е. 
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Очевидно,  матрицы  І„  (і  = 1,  2,  ....  т\  / = 1,  2,  я)  обра- 
зуют базис  линейного  пространства,  причем  его  размерность  рав- 
на тп. 

Множество  всех  квадратных  матриц  порядка  я с операциями 
сложения  и умножения  можно  рассматривать  как  унитарное  кольцо. 
Роль  единицы  играет  единичная  матрица  Еп  (нейтральный  элемент 
относительно  умножения).  Кольцо  имеет  делители  нуля,  так  как 
при  А Ф 0 и В Ф 0 может  иметь  место  А В = 0,  но  оно  не  коммута- 
тивно в силу  того,  что  операция  умножения  матриц  не  подчиняется 
коммутативному  закону.  В соответствии  с определением,  данным 
в (2.9.10),  множество  квадратных  матриц  я-го  порядка  является 
также  некоммутативной  линейной  алгеброй  над  числовым  полем 
ранга  я2. 

Множество  всех  неособенных  квадратных  матриц  данного  поряд- 
ка над  числовым  полем  образует  относительно  операции  умножения 
мультипликативную  группу,  в которой  нейтральным  элементом 
является  единичная  матрица,  а симметричным  элементом  любой 
матрицы  из  этого  множества  — обратная  матрица. 

2.  Схема  умножения  матриц.  При  выполнении  операции  умно- 
жения по  правилу,  изложенному  в (1.  3.  5),  удобно  пользоваться 
схемой  (рис.  66),  которая  иллюстрируется  следующим  примером: 
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На  рис.  67  показаны  схемы  для  типичных  случаев  умножения 
матриц.  В результате  умножения  двух  матриц  получаем  также 
матрицу  (рис.  67,  а).  Произведение  матрицы  на  столбец  дает  стол- 
бец (рис.  67,  б),  а строки  на  матрицу  — строку  (рис.  67  в)  При 
умножении  строки  на  столбец  получаем  матрицу  с единственным  эче- 
ментом  (рис.  67,  г),  которая  отождествляется  с этим  элементом 
Наконец,  в результате  умножения  столбца  на  строку  получаем 
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Рис.  66.  Схема  умножения 
матриц. 
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Рис.  67.  Схемы  умножения: 
а — матриц;  б — матрицы  на  столбец- 
в — строки  на  матрицу;  г — строки  на  стол- 
бец; д — столбца  на  строку. 


матрицу  (рис.  67,  д).  В последнем  случае  строки  и столбцы  резуль- 
тирующей матрицы  пропорциональны,  так  как  по  правилу  матрич- 
ного произведения 


ап 


а*і 


апЬп 

аііЬ  12 

. . . 

апЬ1г 

аіФі1 

апЪі2 

ацЬ1г 

аті^П 

ат1^12 

атУи 

Ъц 

^12 

. . . 

К 

3.  Ассоциативность  матричного  произведения.  При  перемно- 
жении нескольких  матриц  можно  воспользоваться  ассоциатив- 
ностью этой  операции  для  выбора  наиболее  целесообразной  схемы 
ее  выполнения.  Пусть,  например,  требуется  найти  произведение 
четырех  матриц  АВСй.  Возможны  следующие  пути  решения  этой 
задачи. 

Умножение  слева',  сначала  А умножается  на  В,  затем  произве- 
дение АВ  на  С,  наконец,  АВС  — на  Г>,  что  записывается  как 
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АВ 


СВ 


(АВ)С 


7'////, 

тт 


(( АВ)С)0  и иллюстрируется  схемой  на  рис.  68.  Этот  способ  удобен, 
когда  первая  матрица  А имеет  сравнительно  небольшое  количество 
строк  (особенно,  если  она  является  строчной  матрицей). 

Умножение  справа : предпоследняя  матрица  С умножается  на 
Е>,  затем  В — на  произведение  СО  и,  наконец  А — на  ВСБ , 
что  записывается  как  А(В(СО))  и иллюстрируется  схемой  ка 
рис.  69.  Этот  способ  удобен,  когда  последняя  матрица  О имеет 
сравнительно  небольшое  число  столбцов  (особен- 
но, если  она  является  столбцевой  матрицей). 

Комбинирование  сомножителей.-.  иногда 
удобно  разбить  произведение  на  группы  сомно- 
жителей, не  изменяя  их  порядка  следования, 
и выполнить  умноже- 
ние сначала  по  груп- 
пам, а затем  пере- 
множить полученные 
результаты  (слева  или 
справа).  Так,  для  рас- 
сматриваемой цепоч- 
ки матриц  этот  путь 
приводит  к следую- 
щим схемам: 

АВСБ  = АЦВСЩ  = (А(ВС))0  ==  (АВ)(СО). 

Приведенные  схемы  естественно  обобщаются  на  произведение 
любого  количества  матриц,  размеры  которых  допускают  эту  опе- 
рацию. Пусть,  например,  требуется  вычислить  произведение 
АВСОЕ,  где 


В(СВ) 


Рис. 


68.  Схема  умножения 
матриц  слева. 


Рис.  69.  Схема 
умножения  матриц 
справа. 
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Воспользуемся  следующим  комбинированием  сомножителей: 
АВСОЕ  = (Ай)  (С  (ОЕ)),  в,  соответствии  с чем  имеем: 


АВ  = 

-3 

3 

; ОЕ  = 

' Г 

—7 

; С(ОЕ)  = — 10;  АВСОЕ  = 

1 

0 о 

со  со 

1 

1  

5 

—50 
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4.  Операции  над  столбцами  и строками.  Обозначим  і-ю  строку 
матрицы  А через  аи)  и /- й столбец  — через  а<й.  Тогда  любую 
(т  х «/-матрицу  можно  представить  как  столбец  из  т ее  строк 
или  как  строку  из  п ее  столбцов: 


Цц 

аи  ■■■ 

а1П 

аи) 

А = 

°21 

а22  • • • 

аг  п 

= 

(1(  2» 

- ®іпі 

атг"‘ 

® тп- 

= |а<4  а<2> 


При  таком  представлении  произведение  матриц  сводится  к опе- 
рациям над  их  строками  и столбцами.  В зависимости  от  способа 
представления  матриц-сомножителей  А (т  х п)  и В (п  х г)  имеем 
два  способа  образования  произведения  АВ: 


а(  і) 

а(і)6(1)  о(1)6(2)  ...  а(1А'> 

АВ  = 

а(  2) 

А1',  &<2>,  ...  , 6<г>1  = 

«(2>^(1)  а(2)&<2>  . . . а{і)Ь <г> 

_а(т)^(1)  аЫ)ЬЫ  ...  а(т)Ыг)_ 

АВ  = [а*1',  а(2> а<">] 


у(і) 


і-°(п) 


и 

ъ 


= 

8=1 


(5)- 


В первом  случае  «/-элемент  результирующей  ( т X /-/-матрицы 
равен  произведению  і- й строки  первой  матрицы  на  /- й столбец 
второй  матрицы,  т.  е. 


а\і)І}{')  = а,- А/  + а,А/  + • • • + а,  А/  = 2 А/. 

8=1 

что  совпадает  с правилом,  приведенным  в (1.  3.  5.).  Во  втором  слу- 
чае результат  равен  сумме  п произведений  столбцов  первой  мат- 
рицы на  соответствующие  строки  второй  а<5>  Ьи)  ($  = 1,  2,  ...,  п). 
Каждое  такое  произведение  представляет  собой  (т  X /-/-матрицу, 
«'/-элемент  которой  равен  аі5  Ь$/,  а их  сумма  дает  матрицу,  элементы 
которой  выражаются  так  же,  как  и в первом  случае. 

Представив  столбец  а или  строку  &(5)  в развернутом  виде, 
получим: 


І88 


АВ  = 


П 

И а, Л 


5=1 


1$  ' $) 


И а,Лі 


25у(  5) 


И а, „Л, 


ІП5и($) 


I а^Ь$1,  V аЩ$2, 


.5=1 


5 = 1 


2 а^ЬіГ 

5—1 


Отсюда  следуют  соотношения  для  строки  и столбца  матрицы 
С = АВ: 

си)  = 2 а‘&Л  с «'  = 2 аЩ,,. 

8=1  5=1 

Как  видно,  і-я  строка  произведения  двух  матриц  получается 
суммированием  строк  второй  матрицы,  умноженных  на  соответ- 
ствующие элементы  і- й строки  первой  матрицы.  Аналогично  /-й 
столбец  произведения  получается  суммированием'  столбцов  первой 
матрицы,  умноженных  на  соответствующие  элементы  /-го  столбца 
второй  матрицы.  Эти  соотношения  особенно  удобны,  если  одна  из 
матриц  разреженная,  т.  е.  значительное  количество  ее  элементов 
равно  нулю,  например: 


; в = 


—8 

— 1 

16 

6 

С = 2 аѴ  — 3 а<3>  а<2>  4а<3>  За^  = 

—1  1 

1 

12 

—3 

0 

2 

—8 

—9 

5.  Произведения  с диагональной  матрицей.  Если  в произве- 
дении С — АВ  матрица  А диагональна,  т.  е.  а,-5  = 0 для  всех 
значений  5,  кроме  5 = /,  то  с(І)  = аиЬи).  Это  значит,  что  при 


2 

3 

1 

—3 

4 
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умножении  матрицы  на  диагональную  слева  строки  этой  матрицы 
умножаются  на  соответствующие  элементы  диагональной  матрицы: 


аА  і 

а1^12 

оіК 

^2^21 

^2^22  • • 

а2К 

~®пЬ  п\ 

®гРп  2 • • 

аАг- 

Если  диагональной  является  вторая  матрица,  т е Ьѣ ■ — 0 дтя 
всех  значений  5,  кроме  5 = /,  то  с<Л  = а<1>Ьц\  Это  значит,  что 
для  умножения  матрицы  на  диагональную  справа  достаточно  столб- 
цы этой  матрицы  умножить  на  соответствующие  элементы  диаго- 
нальной матрицы: 


а11 

ап 

аіп 

Ьі 

~ 

аиЬ, 

а12Ь2  . 

..  аХпЬп 

а21 

а22 

. . . 

а2П 
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ап^і 

^22^2 

..  а2пЬ„ 
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• • 
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• • 
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_«Ці 
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® тп - 

К. 

- «шА 

атФч  ‘ 

• ОтА_ 

Произведение  двух  диагональных  матриц  является  также  диа- 
гональной матрицей.  Очевидно,  в этом  случае  АВ  = ВА,  т.  е. 
диагональные  матрицы  коммутируют. 

Диагональная  матрица,  все  ненулевые  элементы  которой  равны 
между  собой,  называется  скалярной.  Такую  матрицу  можно  пред- 
ставить как  единичную,  умноженную  на  скаляр,  т.  е. 


“1 

X 

= х 

1 

1_і 

Умножение  матрицы  справа  или  слева  на  скалярную,  элементы 
которой  равны  X,  сводится  к умножению  этой  матрицы  на  скаляр  X. 

6.  Степени  матриц.  Произведения  одинаковых  квадратных 
матриц  А можно  записать  как  ее  степень:  АА  = А2,  ААА  — А2А  = 
= А3  и т д.  Вообще  Аг  = ААГ~'  представляет  собой  г-ю  степень 
матрицы  А (г  — целое  положительное  число).  Если  А — неособен- 
ная матрица,  то  Л г = (Л-1)г.  Как  и для  чисел  имеют  место  обыч- 
ные свойства: 


ЛРЛ7  = Лр+7;  (Л  У = Ар\ 

где  р и (7  положительные  числа  для  произвольной  квадратной 
матрицы  и любые  целые  числа  (положительные,  отрицательные 
и нуль)  для  неособенной  матрицы.  В частности,  Л°  = АА~1  = 1. 
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Никакая  степень  числа,  отличного  от  нуля,  не  может  равняться 
нулю.  В то  же  время  степень  квадратной  матрицы  Аг  может  рав- 
няться нулевой,  даже  если  А — ненулевая  матрица.  Если  Аг  = О 
для  некоторого  положительного  числа  г,  то  А называется  ниль- 
потентной матрицей.  Например: 


Продолжая  процесс  умножения  матрицы  на  себя,  получаем 
Я*  = 0,  т.  е.  матрица  Я является  нильпотентной. 

Условились  называть  р- й наддиагональю  совокупность  (/,  і + 1 )- 
клеток  матрицы  при  і — р7р  + 1,  ...,п  — р.  Как  видно,  рассмот- 
ренная выше  матрица  Я характеризуется  тем,  что  элементы  ее  первой 
наддиагонали  равны  единице,  а остальные — нулю.  При  каждом 
умножении  этой  матрицы  самой  на  себя  ее  ненулевые  элементы 
смещаются  на  следующую  наддиагональ,  так  что  Нр  (при  р < п) 
имеет  единичные  элементы  только  на  р-й  наддиагонали,  а при  р — п 
все  элементы  матрицы  становятся  нулевыми. 

Аналогично  совокупность  (і — 1,  /)-клеток  матрицы  при  і — 
— р,  р + 1,  п — р называют  р-й  поддиагональю.  Матрица  Р 
п-то  порядка,  у которой  все  элементы  первой  поддиагонали  равны 
единице,  а остальные  равны  нулю,  также  нильпотентна  и Рг  — О 
при  г > п. 

7.  Многочлены  от  матрицы.  Подобно  многочлену  от  числовой  пе- 
ременной /(х)  = а0  + агх  + ...  + атх’п  вводится  понятие  многочлена 
от  матрицы. 

?(А)  = а0Е  + а^А  + ...  + атАт, 

где  коэффициенты  а0,  аг ат  являются  вещественными  или  ком- 

плексными числами. 

Формально  многочлен  от  матрицы  можно  рассматривать  как 
результат  подстановки  в алгебраический  многочлен  /(х)  вместо 
переменной  х квадратной  матрицы  А.  При  этом  матричный  много- 
член [(А)  также  является  квадратной  матрицей  того  же  порядка,  что 
и матрица  А 

Правила  действий  над  многочленами  от  матрицы  подобны  соот- 
ветствующим правилам  для  обычных  (скалярных)  многочленов.  Так, 
если  і(х)  = §(х)  ± Н(х),  то  [(А)  = §(А)  ± Іг(А);  если  /(х)  = §(х)Н(х), 
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то  /(Л)  — §(А)Н(А)  = Іі{А)ц(А)  (два  многочлена  от  одной  и той  же 
матрицы  всегда  перестановочны  между  собой  в силу  перестано- 
вочности степеней  матрицы). 

В качестве  примеров  приведем  выражения  многочленов  от  ниль- 
потентных  матриц,  рассмотренных  в (6).  Для  матриц  пятого  порядка 
имеем: 


нт  = 


ао 

«1 

а2 

а, 

«4 

а0 

а і 

а2 

1 

ап 

Ч 

а2 

«0 

1 

«о 

ПП  = 


ао 

ко  I 

а2  кі  I а0 

а3 

а2 

а,  ко ! 

а4 

а3 

«2 

Оі|  ап 

Аналогичные  выражения  можно  записать  для  нильпотентных 
матриц  любого  порядка,  причем  они  справедливы  для  любой  степени 
матричного  многочлена. 

8.  Прямая  сумма  квадратных  матриц.  Эта  операция  ставит  в со- 
ответствие двум  матрицам  Л и В порядков  тип  квадратную  мат- 
рицу С порядка  т + п и обозначается  А ф В.  Она  сводится  к при- 
соединению правого  нижнего  угла  матрицы  А к левому  верхнему 
углу  матрицы  В и заполнению  остальных  клеток  таблицы  размера 
( т + п)  X (т  + п)  нулями,  т.  е.: 


С= Л0В= 


Элементы  прямой  суммы  определяются  соотношениями:  су  — 

~^у  Я-  І — 1.  2 т),  ст+и  т+і  — Ьц  ( і , / = 1,2 п)  и са-  = 

= 0 для  остальных  элементов.  Ясно,  что  эта  операция  не  комму- 
тативна, но  ассоциативна.  Она  распространяется  на  любое  коли- 
чество матриц  Ах  0 Л 2 0 А3  = ( А1 0 Л2)  0 А3  и т.  д. , причем  по- 
рядок результирующей  матрицы  равен  сумме  порядков  исходных 
матриц. 

Если  Л;  — матрицы  первого  порядка,  отождествляемые  со  ска- 
лярами а,-  (і  = 1,  2,  ...,  т),  то  их  прямая  сумма  равна  диагональ- 
ной матрице  т- го  порядка  біа^#!,  а2,  ...,  ат).  В общем  случае 
прямая  сумма  матриц  Аі  произвольных  порядков  образует  квази- 
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диагональную  матрицу  Л = А хф  Л2  ® ...  ® Ат  = сИа§(Л х,  Лг, 
....  Ат),  т.  е. 


9.  Кронекерово  произведение  прямоугольных  матриц.  Эта  опе- 
рация может  выполняться  над  прямоугольными  матрицами  любых 
размеров.  Кронекерово  (прямое,  тензорное)  произведение  ( т X «)- 
матрицы  А на  (р  X ^-матрицу  В обозначается  А @ В и выража- 
ется матрицей  размера  (тр  X щ): 

апВ  ...  аіпВ~ 

ОцВ  • • • а%пВ 

-®тіВ  аті В • • • атпВ _ 


Л0В  = 


ОцВ 


Можно  показать,  что  при  существовании  обычных  матричных 
произведений  АС  и ВО  справедливо  соотношение:  (А  0 В)(С@В>)  = 
= ЛС0ВЭ.  Имеют  место  также  следующие  свойства  кронекеро- 
вого  произведения: 

(А  0 В)  ‘ = А- ' 0 В1]  (Л0  В)"1  = Л'1  @ В"1. 


10.  Произведения  векторов.  Скалярное  произведение  комплекс- 
ных п-мерных  векторов  х = (хъх2,  ...  , хп)  и у = (уѵ  уг,  ...  , у „) 
можно  выразить  как  произведение  строки  на  столбец 


(х,  г/>  = [хи  х2 хп] 


У Г П 
1/1 


— -ИІ/і  + *2І/1  + • • • + хпУ* 


і=і 


7 5-165 
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где  у*  — комплексно-сопряженное  у{.  Отсюда  следует  также  соот- 
ношение: 


1*1.  хп] 


У і 
Уі 

Уп 


/*)• 


Рассматривая  строки  и столбцы  как  векторы,  произведения 
матриц  в соответствии  с (4)  можно  представить  в виде: 

~«Чо.  <а(1),  Ы»*)  ...  <а(І), 

<а(2),  ЪѴ*)  (а(2),  ЬМ*)  ...  (а(2),  &<'>*) 


Кі.  Ь™*)  ...  (а(т), 


причем  общий  элемент  матрицы  С = АВ  выражается  как  сц  = 

= <%>.  *></>*). 

Кроме  скалярного  (внутреннего)  произведения,  вводится  также 
понятие  внешнего  произведения  векторов  хну,  которое  обозначается 
{•*,  у)  и соответствует  умножению  столбца  на  строку: 


1 

* д 

1 

* 1 

ХіУІ 

ХіУ] 

ХіУІ 

х2у* 

• • хху* 

• • • х2у* 

_ *«_ 

1 > Уѵ  і ... 

. Уг  \ = 

1 

* 

3 ' 

? . 

*тУІ 

•••  хту*  _ 

Следует  обратить  внимание  на  то,  что  скалярное  произведение 
определяется  как  операция  над  векторами  одинаковой  размерности, 
результатом  которой  является  число  (скаляр).  Внешнее  произве- 
дение допускает  различные  размерности  векторов  ( т и г),  а его 
результат  — матрица  размера  (т  X г). 

Произведение  ( т X «)-матрицы  А на  (п  X г)-матрицу  В выра- 
жается через  внешние  произведения  столбцов  первой  матрицы 
и строк  второй  следующим  образом: 

ЛВ  = І (а'5),  &<*,}. 

5=1 

11.  Дифференцирование  и интегрирование  матриц.  Часто,  на- 
пример при  рассмотрении  дифференциальных  уравнений  в матрич- 
ной форме,  приходится  иметь  дело  с матрицами,  элементами  которых 
являются  не  числа,  а функции  от  скалярного  аргумента  (времени 
I или  любой  другой  переменной).  Дифференцированней  интегри- 
рование таких  матриц  сводится  к правилам,  аналогичным  обычным 
правилам  дифференцирования  и интегрирования  с одним  существен- 
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ным  отличием.  Так  как  произведение  матриц  в общем  случае  неком- 
мутативно, то  необходимо  следить  за  сохранением  первоначального 
порядка  следования  сомножителей. 

Пусть  матрица  Х(()  размера  т X л имеет  своими  элементами  диф- 
ференцируемые функции  хц  (I)  скалярного  аргумента  I.  Произ- 
водная матрицы  Х(()  по  переменной  і определяется  как 


йхп  (і) 

йхіп  (і) 

сП 

41 

41 

ахп  (і) 

(<) 

Ахгп  (1) 

41 

41 

41 

• • • 

* • • • • • 

• • • 

4хпі  (/) 

сІХт(І) 

4хПп  (0 

( и 

41 

41 

т.  е.  дифференцирование  матрицы  сводится  к дифференцированию 
всех  ее  элементов  по  той  же  переменной.  Имеют  место  также  соот- 
ношения: 


А.  ( у ул °^Х  і АѴ 

57 (Л  + У)  - ЧГ  + ЧГ' 

і(ХП  = §У  + х §■ 


Если  в первом  из  приведенных  соотношений  порядок  следова- 
ния матриц  и их  производных  безразличен,  то  во  втором  он  должен 
быть  строго  выдержан. 

Если  матрица  Х(()  — дифференцируема  и имеет  обратную 
Х~1((),  то  производная  от  обратной  матрицы  определяется  соот- 
ношением: 


Действительно,  так  как  Х(()Х~1(()  — Е,  то  после  дифференци- 
рования с учетом  того,  что  производная  единичной  матрицы  равна 
нулевой  матрице,  имеем 


откуда 


аЛр-х-'(С)  + х{і) 


а*-1  (О 

<н 


= 0, 


7* 
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Умножая  обе  части  равенства  слева  на  получаем  при- 
веденное выше  соотношение  для  производной  обратной  матрицы. 
Пример: 


1 + 1 И ' 

X'1  — 

— 1 + 1 /2  ■ 

ах-1 

— 1 21 

1 (—  1 

1 л 

1 —(—1 

1 

О 

1_ 

По  формулам  дифференцирования  обратной  матрицы  получаем 
тот  же  результат: 


ах-1 

—і  +1  (2  ' 

1 

21' 

+ 1 (2  ' 

аі 

1 — і — 1 

0 

1 

1 — /—  1 

—1  21  ' 

О —1 


Интеграл  от  матрицы  Х(()  определяется  как  матрица,  эле- 
менты которой  равны  интегралам  от  соответствующих  элементов 
исходной  матрицы,  т.  е. 


Г 

I X (I)  йі  = 


1 хи  (0  Л 
[ х21  (і)  аі 

а хщ  (о  & 


х12  (()  сП  ... 

{ х1п  ( І ) <11 

§ х22  {1}  сіі  * . , 

| (0  м 

| хп2(і)  аі  • ■ • 

1 ХппШІ 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Выразить  ( т X я)-мятрицы  А а В через  базис  линейного  простран- 
ства 1Ц  (і  ==  1,  2,  ....  т;  і = 1,  2 п): 


2.  Показать,  что  в линейной  алгебре  квадратных  матриц  я-го  порядка 
нейтральными  элементами  относительно  сложения  и умножения  являются 
соответственно  нулевая  и единичная  матрицы  того  же  порядка. 

3.  Даны  матрицы: 


Г 1 зі 

Г61 

Г1 

Г 

Г— 21 

л = 

—2  1 

0 2 

: в = 

1 

3 

; с — 

0 

2 

1 

-1 

: о = 

1 

3 

а)  Выполнить  следующие  действия  (если  они  допустимы)’ 
А - 26;  В — (20  + В)  + О;  2С  + Л;  С — В + 2Е>. 

б)  Определить  матрицу  X из  уравнений: 

6Х  = В;  А + Я = С;  О — 2Х  - ЗВ. 
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4.  Найти  произведение  АВСй  матриц: 


Г 21 

г з п 

А = [о  — 3 4]  : в = 

1 

—2 

; С=  [— 1 2 1];  0 = 

— 1 0 

2 4 

а)  умножением  слева; 

б)  умножением  справа; 

в)  наиболее  рациональным  комбинированием  сомножителей, 
б.  Найти  произведение  АВ  матриц: 


14  1 

0 

3 1 

3 

0 3 5 

3 

} В = 

2 0 

2 

2 0 1 

— 1 

— 1 4 

1 

—1  1 2 

1 

0 5 

— 3 

а)  умножением  строк  на  столбцы; 

б)  умножением  столбцов  на  строки. 

6.  Определите  вторую  строку  и третий  столбец  произведения  матриц 
из  задачи  5 по  формулам: 

с(і)  = 2 аі,Ь{$у  С<'>  = 2 а(%з/. 

5=1  5=1 

7.  Найти  произведение  матрицы  А на  матрицу  В слева  и справа  алгеб- 
раическим суммированием  строк  и столбцов  матрицы  А,  если 


2 

0 1 

0 

1 0 

— 1 

і 

Л = 

—1 

1 

4 0 
0 3 

—2 

1 

; в = 

1 0 
0 1 

0 

1 

— і 

0 

0 

—2  5 

3 

0 0 

1 

— 1 

8.  Каким  операциям  над  строками  и столбцами  квадратной  матрицы 
третьего  порядка  соответствует  умножение  ее  слева  и справа  на  матрицы: 


1 

1 

01 

Г1 

0 

11 

Г1 

0 

01 

а) 

0 

1 

0 

г 

б) 

0 

1 

0 

1 

в) 

1 

1 

0 

.0 

0 

1. 

0 

0 

1. 

.0 

0 

1 

1 

0 

0' 

1 

0 

0‘ 

'1 

к 

0' 

г) 

0 

к 

0 

; 

д) 

0 

1 

0 

•« 

е) 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

9.  Найти  внутренние  и внешние  произведения  векторов  х и у\ 

а)  х = (2,  0,  -3.  5);  у = (4.  1,  2.  -I); 

б)  дс  = (2  — 37,  1 + 2 і,  2);  у = (1  + «,  1 — 2/,  3 + 2 і). 

10.  Вычислить  степени  следующих  матриц: 


11.  Вычислить  многочлены /(Л)  = Л2  + ЗЛ  + Е и &(Л)  = Л3 
+ А — ЗВ,  где 


2Л2  + 


Л = 


— 1 41 

3 5 
1 0 
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12.  Найти  сумму  и произведение  многочленов  ((А)  и р(А)  из  задачи  11 
двумя  способами: 

а)  на  основе  результатов,  полученных  в задаче  11; 

б)  путем  операций  над  многочленами  и последующим  определением 
результирующей  матрицы. 

13.  Найти  произведение  квадратных  матриц  я- го  порядка  В?!,  В^, 
№п,  если  матрица  Ц7*  (к  = 1 . 2,  ....  га)  имеет  вид; 


\Ѵ 


к — 


акк 

Чк  1 


14.  Представить  матрицу 


10 

—1 

4 

2 

—3 

5 

1 

—21 

в квазидиагональной  форме  и выразить  ее  через  прямую  сумму  диагональ- 
ных блоков.  Единственно  ли  решение? 

15.  Определить  кронекерово  произведение  А ® В матриц 


16.  Выполнить  дифференцирование  и интегрирование  матриц: 

Г 2/  - 2 / + 2 -21 

а)  Л [3/а  + 21  — 1 /3  21  \’ 


і 


17.  Найти  производную  по  і произведения  матриц  X и V 


X = 


С05  а 8ІП  аі  . у Гсо$  I СОЗ  а]  . 
С05  I $ІП  1\  ’ ~ [зіп  / 5ІП  а]  • 


а)  по  формуле  дифференцирования  произведения  матриц; 

б)  путем  перемножения  матриц  с последующим  дифференцированием 
результата. 
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2.  ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 


1.  Определитель  матрицы.  Понятие  определителя  (детерминан- 
та) возникло  в связи  с решением  систем  линейных  уравнений  и бла- 
годаря ему  эта  задача  получила  компактное  выражение,  например, 
в виде  правила  Крамера  (1 . 3.  9).  Представление  таких  систем  в мат- 
ричной форме  Ах  = д естественным  образом  связывает  квадратную 
матрицу  Л с ее  определителем  сІеІЛ  (или  |Л|).  Общее  выражение 
для  определителя  матрицы  «-го  порядка  обычно  дается  в виде: 


йеі  А = 


ап 

ап 

ап1 


42 


а.,. 


и1  П 

Я 2 н 


— ^ ( 1)  а2 


В правой  части  стоит  сумма  произведений  вида  аІЛіа2Лг  ...  ат  . 
Каждое  такое  произведение  по  определению  должно  содержать 
элементы  матрицы  ац,  расположенные  в различных  строках  и раз- 
личных столбцах.  Это  значит,  что  среди  всех  первых  индексов, 
как  и среди  всех  вторых  индексов  не  должно  быть  одинаковых. 
Если  расположить  первые  индексы 
в порядке  их  возрастания,  как 
это  сделано  выше,  то  совокупность 
вторых  индексов  образует  неко- 
торую перестановку  (аъ  а2,  ..., 
а„)  множества  чисел  от  1 до  п. 

Иначе  говоря,  каждое  произведе- 
ние под  знаком  суммы  определя- 
ется подстановкой  «-й  степени: 


X 


+\ 


ѵхы 

:их> 


/I. 


2, 

х1>  а2> 


/ X 


“гг 


К N 

X 

+ + 


\ 


Рис.  70.  Схемы  вычисления  опре- 
делений второго  и третьего  поряд- 
ков. 


произведений  аѴіа2Лі...аПЛп 


Так  как  число  всех  подстановок 
п- й степени  равно  «!,  то  можно 
образовать  такое  же  количество 
из  элементов  данной  матрицы  (при  нулевых  элементах  некоторые 
из  них  равняются  нулю).  Определитель  равен  сумме  всех  таких  про- 
изведений, взятых  со  знаком  ( — I)6,  где  е — число  инверсий  (2.3.9) 
перестановки  (аь  а2,  ....  а„).  Вместо  множителя  ( — 1)'  можно 
писать  знак  подстановки  5§па,  который  положительный  для  четной 
и отрицательный  для  нечетной  подстановки  ст. 

Порядок  определителя  совпадает  с порядком  его  матрицы.  Эле- 
менты ац  матрицы  А называют  также  элементами  определителя 


| А |,  а произведения  (—  1)'а1а.  а2* 


членами  определителя. 
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Для  определителей  второго  и третьего  порядка  получаем  выра- 
жения, которые  совпадают  с хорошо  известными  схемами  вычисле- 
ния этих  определителей  (рис.  70): 


а 11  ап 
агі  ам 


■ йц  я2 2 а,.7  а 


12  и21> 


йц  й12  й13 
Й21  й22  й2з 
Й31  а32  а33 


а11  а22  азЗ+  й12  «23  «31  + «13  «21  «32 «13«22«31 


«11  «23  «32  йі2  Й21  й33. 


Как  видно,  индексы  столбцов  всех  членов  определителя  третьего 
ИР9Дпа  °пРеделяются  перестановками  (1,  2,  3),  (2,  3,  1),  (3,  1,  2), 
(3,  2,  1),  (1,  3,  2),  (2,  1,  3),  число  инверсий  которых  равно  соответ- 
ственно 0,  2,  2,  3,  1,  1 . 

Общее  выражение  определителя  я-го  порядка  является  удоб- 
ным для  исследования  и доказательства  его  свойств,  но  для  вычис- 
ления определителей  используются  другие  более  практичные  соот- 
ношения и методы. 

2.  Граф  матрицы.  Квадратной  матрице  я-го  порядка  можно 
поставить  в соответствие  направленный  граф,  который  строится  на 
множестве  я вершин.  При  этом  //-элементу  матрицы  соответствует 


Рис.  71.  Граф  матрицы  (а)  и граф  симмет- 
ричной матрицы  (б). 


дуга,  выходящая  из  1-й  вершины  и входящая  в /-ю,  и этой  дуге 
приписывается  вес,  равный  значению  ац  элемента.  Каждая  пара 
вершин  такого  графа  связана  двумя  дугами  в прямом  и обратном 
направлениях,  которые  отображают  элементы  ац  и ап  а петли 

соответствуют  элементам  аа  (/  = 1,  2 я)  главной  диагонали 

(рис.  71,  а). 

Граф  можно  упростить,  если  условиться  симметричные  и рав- 
ные элементы  ац  — ац  изображать  одной  дугой  без  указания  ее 
направления,  которая  заменяет  две  противоположно  направленные 
дуги  (граф  симметричной  матрицы  показан  на  рис.  71,  6)  Дальней- 
шее упрощение  достигается,  если  дуги  нулевых  элементов  на  графе 
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не  изображать  (но  наличие  их  обязательно  подразумевается). 
Например,  граф  на  рис.  72,  а соответствует  матрице: 


~ (0/2агз^зі  0*і) 


Рис.  72.  Граф  матрицы  четвертого  порядка  (а)  и его  факторы  (б). 


Граф  матрицы  позволяет  наглядно  представить  выражение  для 
ее  определителя.  В рассматриваемом  примере  из  4!  = 16  членов 
определителя  |А|  ненулевых  только  три,  которые  определяются 
подстановками: 

_ Л 2 3 4\  _ /1  2 3 4\  /1  2 3 4\ 

01  1,1  2 4 3/’  а*-\1  3 4 2/’  М2  3 4 1> 

Подстановки  ог  и а3  нечетные,  а аа  четная,  следовательно, 
имеем: 


беі  А = 


1 2 
О — 3 
О О 
—2  1 


О 3 
4 1 
О 5 
— 1 О 


^11^22^34^43  "Ь  ^11^23^34^42 

а12а2заз4а4і  = 85. 


Разложив  подстановку  на  независимые  циклы  и построив  ее 
граф  (2.  3.  10),  замечаем,  что  соответствующий  член  определителя 
равен  произведению  весов  всех  дуг  графа  подстановки,  а его  знак 
определяется  четностью  декремента  (разности  между  степенью 
и количеством  независимых  циклов  подстановки).  Так,  для  данного 


201 


примера  аг  = (1)  (2)(3,  4);  <т2  = (1)  (2,  3,  4);  а3  = (1,  2,  3,  4) 

и соответственно  декременты  <4  = 4 — 3 = 1;  <4  = 4 2 = 2 

и 4 = 4 — 1=3.  Взвешенные  графы  подстановок  изображены 
на  рис.  72,  б.  Каждый  из  них  представляет  собой  совокупность 
несоприкасающихся  контуров  и петель,  инцидентную  всем  верши- 
нам, и определяет  соответствующий  член  определителя. 

Совокупность  всех  ненулевых  членов  определителя  можно  по- 
лучить из  графа  матрицы,  выделяя  всевозможные  подграфы,  кото- 
рые включают  все  вершины  и состоят  исключительно  из  несопри- 
касающихся контуров  и петель.  Такие  подграфы  называют  фак- 
торами графа.  Произведение  весов  дуг  фактора  графа  дает  соответ- 
ствующий член  определителя,  а четность  разности  между  числом 
вершин  (порядком  матрицы)  и числом  контуров  (циклов  подста- 
новки) фактора  определяет  знак  этого  члена. 

3.  Основные  свойства  определителей.  Прежде  всего  отметим, 
что  беЫ  = беЫ',  т.  е.  определитель  матрицы  не  изменяет  своего 
значения  при  взаимной  замене  ее  строк  и столбцов.  Поэтому  все 
свойства  определителя,  сформулированные  для  столбцов,  справед- 
ливы и для  строк,  и обратно.  Ниже  приводятся  основные  свойства 
определителей,  которые  легко  доказываются  на  основе  общего  вы- 
ражения (1). 

1.  При  перестановке  двух  столбцов  определитель  меняет  знак 
( свойство  антисимметрии ) . 

2.  Определитель  равен  нулю,  если  все  элементы  какого-нибудь 
столбца  равны  нулю  или  если  один  из  столбцов  является  линейной 
комбинацией  любых  его  других  столбцов  (в  частности,  определи- 
тель, у которого  хотя  бы  два  столбца  одинаковы,  равен  нулю). 

3.  Умножение  всех  элементов  какого-нибудь  столбца  на  скаляр 
Я.  равнозначно  умножению  определителя  на  X (общий  множитель 
элементов  строки  или  столбца  можно  вынести  за  знак  определи- 
теля). 

4.  Умножение  матрицы  п- го  порядка  на  скаляр  X соответствует 
умножению  ее  определителя  на  Хп,  т.  е.  беі(М)  = АлбеМ. 

5.  Значение  определителя  не  изменится,  если  к какому-нибудь 
столбцу  прибавить  другой  столбец,  умноженный  на  скаляр  X. 

6.  Если  два  определителя  одинаковых  порядков  различаются 
между  собой  только  элементами  /-го  столбца,  то  их  сумма  равна 
определителю,  элементы  /-го  столбца  которого  равны  суммам  соот- 
ветствующих элементов  /-х  столбцов  исходных  определителей, 
а остальные  элементы  те  же,  что  у исходных  (свойство  линей- 
ности) . 

4.  Миноры  и алгебраические  дополнения.  Пусть  в определи- 
теле л-го  порядка  А выделены  к различных  строк  ( к < п)  с номе- 
рами 4,  /2,  ...,  /«.  и столько  же  различных  столбцов  с номерами 
Іі.  іг>  /а*  Элементы,  расположенные  на  пересечении  этих  строк 
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и столбцов,  образуют  определитель,  который  называется  минором 
к-го  порядка  и обозначается 


Если  удалить  из  определителя  строки  и столбцы,  участвующие 
в построении  минора  Мк,  то  оставшиеся  элементы  образуют  опре- 
делитель ( п — к)- го  порядка,  который  называется  дополнитель- 
ным минором  кіИі  и обозначается 


Алгебраическим  дополнением  минора  к- го  порядка  Мк  назы- 
вают величину  Ак  — ( — 1 У Мк,  где  о = (іх  + і2  + ...  + 4)  4- 
-Е  (Д  -Е  Д -Е  ...  ~Е  /4)  — сумма  номеров  строк  и столбцов,  опре- 
деляющих минор  Мк.  В частности,  миноры  первого  порядка  совпа- 
дают с элементами  определителя,  поэтому  алгебраические  допол- 
нения Ах  первого  порядка  называют  также  алгебраическими  допол- 
нениями элементов  определителя  или  матрицы  (1.  3.  9).  При  этом 


Дополнительный  минор  (п  — 1)-го 


часто  называют  просто  минором  и обозначают  Мц. 


Минор  нулевого  порядка  считается  равным  единице,  т.  е.  М0  = 
= 1,  при  этом  дополнительный  к нему  минор  и алгебраическое 
дополнение  совпадают  с определителем  А.  Минор  п-то  порядка 
Мп  совпадает  с определителем  А,  в то  время  как  дополнительный 
к нему  минор  и алгебраическое  дополнение  считаются  равными 
единице.  Сказанное  выражается  соотношениями:  Мп  — М0  = 

— А 0 — А ; М0  — Мп  — Ап  ==  1. 

Миноры,  образованные  строками  и столбцами  с одинаковыми 
номерами,  называют  главными  (их  диагональные  элементы  явля- 
ются и диагональными  элементами  определителя).  Очевидно,  опре- 
делитель п-то  порядка  имеет  С'п  главных  миноров  гп-то  порядка, 
а всего  2п  главных  миноров  всех  возможных  порядков  (от  0 до  л). 

Если  речь  идет  об  определителе  матрицы  А,  то  его  миноры  к- го 
порядка  обозначают: 


Пусть  имеется  две  или  несколько  матриц  Аѵ  Аг,  . . . , А т оди- 
наковых порядков.  Будем  называть  миноры  к-то  порядка  этих 
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матриц  М*>,  Мл>,  ....  М^т  взаимно  соответственными,  если  они 
образованы  из  данных  определителей  выделением  строк  и столб- 
цов с одними  и теми  же  номерами  в каждой  матрице.  Ясно,  что 
миноры  Мк\  Мкг,  .... /И* т,  дополнительные  к взаимно  соответ- 
ственным, также  являются  взаимно  соответственными. 

5.  Разложение  определителя.  Определитель  Д п- го  порядка 
выражается  через  элементы  произвольной  его  строки  или  столбца 
следующим  образом: 


А = 2 ^Д«=*Ч,Д5.  (і=1,  2 п), 

5=1  5=1 

где  Д(/  — алгебраическое  дополнение  элемента  ац  (1.  3.  9).  Эти 
соотношения  позволяют  представить  определитель  /г-го  порядка 
через  определители  ( п — 1)-го  порядка.  При  вычислениях  целесо- 
образно разлагать  определитель  по  строке  или  столбцу,  которые 
имеют  большее  количество  нулевых  элементов.  Например,  раз- 
лагая данный  определитель  по  элементам  второго  столбца,  имеем: 


Д = 


— 2 3 2 0 

5 0—32 
4 0 15 

16  2 1 


= — 3 


5—3  2 
4 1 5 
1 2 1 


+ 6 


—2  2 0 
5—3  2 
4 1 5 


Разлагая  определители  третьего  порядка,  получаем: 
5—3  2 


1 5 

2 1 


= 5 


1 5 

2 1 


— 4 


—3  2 
2 1 


+ 1 


-3  2 
1 5 


— 2 

2 0 

-?2|_2 

5 

— 3 2 

= —2 

5 2 

4 

1 5 

1 5 1 

4 5 

= — 2 ( — 17)  — 2- 17  = 0. 


^Второй  определитель  оказался  равным  нулю,  так  как  его  тре- 
тий столбец  равен  сумме  первого  и второго  (свойство  2).  Таким 
образом,  находим  Д = — 3( — 34)  + 6 • 0 = 102. 

Обобщением  изложенного  метода  является  разложение  Лап- 
ласа по  нескольким  строкам  или  столбцам.  Пусть  заданы  любые 
А строк  (или  столбцов)  определителя  Д.  Тогда  этот  определитель 
можно  представить  как  сумму  произведений  всевозможных  мино- 
ров А- го  порядка,  расположенных  в этих  строках  (или  столбцах) 
на  их  алгебраические  дополнения,  т.  е. 


Д = ЕЛ1*Лл  = Е(-1)‘МаЛ4й, 
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где  о — сумма  номеров  строк  и столбцов,  участвующих  в формиро- 
вании минора  Мк  (или  Мк).  Очевидно,  число  слагаемых  в этой 
сумме  равно  С*  (некоторые  из  них  могут  равняться  нулю).  Напри- 
мер, разлагая  приведенный  выше  определитель  по  первому  и вто- 
рому столбцам,  имеем: 


—2  3 2 0 

5 0—32 
4 0 15 

16  2 1 


—2  3 

1 5 

—2  3 

—3  2 

—2  3 

—3  2 

5 0 

2 1 

' 

4 0 

2 1 

+ 

1 6 

1 5 

5 0 

1 2 0 

5 0 

2 0 

4 0 

2 0 

+ 

4 0 

1 2 1 

1 6 

1 5 

+ 

1 6 

—3  2 

— (_  12)— (—  7)  + (—  15)  (—  17)  + 0 • 2 — 30  • 10  + 24  • 4 = 102. 


Приведенные  соотношения  редко  используются  непосредственно 
для  вычисления  определителей,  но  они  чрезвычайно  полезны  при 
обосновании  различных  методов.  Приведем  также  выражение, 
обобщающее  разложение  по  элементам  строки  или  столбца: 


П 


Е аІВ 

5=1 


Д /5  


П 


2 а%і  Д 5/  = 

5=1 


Д при  і — /; 
0 при  і Ф ]. 


6.  Вычисление  определителей.  Разложение  определителя  по 
элементам  строки  или  столбца  проще  всего,  когда  в этой  строке  или 
столбце  имеется  единственный  ненулевой  элемент.  Тогда  определи- 
тель равен  произведению  этого  элемента  на  его  алгебраическое 
дополнение.  К такому  виду  можно  преобразовать  определитель 
путем  операций  над  его  строками  или  столбцами,  используя  основ- 
ные свойства  (3). 

Процесс  вычисления  иллюстрируется  следующим  примером: 


—2  3 2 0 

5 0—32 
4 0 15 

16  2 1 


—2  3 2 0 

5 0—32 

4 0 15 

5 0—21 


5—3  2 

=— 3 

4 1 5 

5 —2  1 

5 

— 3 

2 

17 

17 

II 

1 

СО 

сл 

1 1 

1 —1 

= — 3 

0 

17 

5 

17 

5 

= -3-5 

"5 

1 

5 

— 1 

0 

1 

— 1 

= 102. 


Здесь  сначала  первая  строка,  умноженная  на  ( — 2),  прибавля- 
ется к последней  строке,  в результате  чего  второй  столбец  содер- 
жит только  один  ненулевой  элемент.  Разложение  по  этому  столбцу 
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приводит  к определителю  третьего  порядка.  Прибавляя  ко  второй 
и третьей  строкам  первую,  умноженную  соответственно  на % 

О 

и —1,  получаем  столбец  с единственным  ненулевым  элементом. 
Теперь  разлагаем  определитель  по  первому  столбцу  и сводим  его 
к определителю  второго  порядка.  Так  как  элементы  первой  стро- 
ки оказались  равными,  выносим  за  знак  определителя  множитель 

ту  и,  раскрывая  определитель  второго  порядка,  получаем  оконча- 
тельный результат  Д = 102. 

Наиболее^  просто  вычисляется  определитель  треугольной  или 
диагональной  матрицы:  он  равен  произведению  диагональных  эле- 
ментов. Это  следует  из  разложения  по  элементам  столбцов  (строк) 
определителя  верхней  (нижней)  треугольной  матрицы  (в  случае 
диагональной  матрицы  разложение  можно  выполнять  по  элементам 
строк  или  столбцов).  Значения  определителей  треугольных  матриц 
не  зависят  от  элементов,  расположенных  вне  главной  диагонали. 
Примеры: 


2 3 

—7 

4 

2 0 0 0 

0 1 

0 

— 3 

= 2 • 1 - 5 - 2 = 20; 

0 10  0 

0 0 

5 

6 

0 0 5 0 

0 0 

0 

2 

0 0 0 2 

С помощью  разложения  Лапласа  можно  также  показать,  что 
определитель  квазидиагональной  матрицы  равен  произведению 
определителей  квадратных  матриц,  расположенных  вдоль  главной 
диагонали: 


а2 


= ИіІ  И.І  • • • Ия!- 


Ат 


Действительно,  разлагая  определитель  по  элементам  строк 
матрицы  Аъ  получаем  единственный  ненулевой  минор,  совпадаю- 
щий с | Л і |,  и т.  д.  Пример: 


4 

0 

1 

0 

0 

2 

1 

-2 

0 

0 

3 

2 

0 

0 

0 

о" 

1Г 

“о 

1 " 

~ 2 

0 

0 

о 

0 

-1 

4 0 1 

2 1 —2 
3 2 0 


17  (—2)  = -34. 


7.  Схема  единственного  деления.  При  ручном  счете  можно  ис- 
пользовать особенности  конкретного  определителя  для  упрощения 
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Г 


процесса  вычисления.  Для  вычислительных  машин  более  подходя- 
щими являются  стандартные  процедуры.  Одна  из  них  (схема  един- 
ственного деления ) основана  на  последовательном  преобразова- 
нии элементов  определителя  по  ведущим  ( опорным ) элементам. 

На  первом  шаге  ведущий  элемент  аи  выносится  в качестве  об- 
щего множителя  из  первой  строки  (все  элементы  первой  строки 
делятся  на  аа).  Затем  из  каждой  строки  вычитается  первая  строка, 
умноженная  на  первый  элемент  данной  строки.  В результате  по- 
лучаем 


1 

«іа 

аіп 

«п  ‘ ‘ ' 

«и 

ап 

а2  2 • • • 

аг  п 

ап1 

ап2  • • • 

^пп 

= а 


іі 


1 

«12 

«1П 

«11 

«11 

0 дпп- 

-а  — 

а —а  ^ 

и22 

Л«іі  ■ ‘ • 

а п0іі 

. . 

► • • • • • 

. . . 

0 ап2- 

• • • 

Л Л 

апп  ап1аи 

Разлагая  по  элементам  первого  столбца,  получаем  произведе- 
ние ап  на  определитель  ( п — 1)-го  порядка,  элементы  которого  вы- 
ражаются соотношением: 

а'ц  = аи  — (і,  і = 2,  3,  . . .,  п ). 

а11 

Затем  в полученном  определителе  выбираем  в качестве  ведущего 
элемента  а’2  и поступаем  аналогично.  На  к- м шаге  образуется 
произведение  аиа^...а^к1)  и определитель  ( п — к)-то  порядка 
с элементами 


<*- >)  <*-') 
= а(А- 1)  — 9 ‘Ь  а ЬІ  . 
и „<*-п 

а кк 


(і,  і = к+\ п). 


Процедура  заканчивается  за  п шагов,  причем  искомое  значение 
определителя  равно  произведению  ведущих  элементов:  А == 
= аиа^а^...а''п~Х).  Рассмотренная  схема  иллюстрируется  при- 
мером: 


Д = 


—2  3 2 0 

1-1-10 

т 2 2 

5 0—32 

4 0 15 

16  2 1 

= —2 

0 у 2 2 

0 6 5 5 

0 “ 3 1 

=—  2 

2 

6 5 5 
|31 
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5 5 

О 1 -1 

= 2 ' у ' у • ( 2)  = 102. 

Схему  единственного  деления  в равной  степени  можно  реали- 
зовать путем  соответствующих  операций  над  столбцами,  что  равно- 
сильно работе  с транспонированным  определителем.  Если  на  ка- 
ком-либо шаге  — 0 (или  близко  к нулю),  то  перестановкой 
строк  и столбцов  можно  избежать  этой  ситуации,  препятствующей 
осуществлению  схемы  (или  снижающей  точность  вычислений). 
Вообще  рекомендуется  на  каждом  шаге  переводить  в левый  верх- 
ний угол  (перестановкой  строк  и столбцов)  наибольший  по  абсо- 
лютной величине  элемент,  выбирая  его  в качестве  ведущего. 

8.  Метод  опорного  элемента.  Одной  из  разновидностей  схемы 
единственного  деления  является  так  называемый  метод  опорного 
элемента,  позволяющий  свести  определитель  п-г о порядка  к опре- 
делителю (п  — 1)-го  порядка,  элементы  которого  выражены  как 
миноры  второго  порядка.  Пусть  в качестве  опорного  выбран  элемент 
агі.  Делением  элементов  г-й  строки  на  агь  преобразуем  (г5)-элемент 
к единице.  Далее  операциями  над  строками  определителя,  как 
в схеме  единственного  деления,  образуем  все  элементы  5-го  столбца, 
кроме  (/з) -элемента,  в нули.  При  этом  элементы  определителя  (за 
исключением  элементов  г-й  строки  и 5-го  столбца)  выражаются 
следующим  образом: 


17  17 

5 5 

1 -1 


9 15  17 

2 5 


1 1 

О —2 


а'ц  = ац~  Ы*! 


± I ап  аП 

агзІ  а1$  ац 


Разлагая  определитель  по  элементам  5-го  столбца,  получаем 
& = (—  іу+8  Мп,  где  Мгз  — дополнительный  минор  к (^-элемен- 
ту, т.  е.  определитель  ( п — 1)-го  порядка  с элементами  а //  {і  Ф г, 
і Ф 5).  Каждый  такой  элемент  является  минором  второго  порядка, 
образованным  из  элементов  определителя  А,  расположенных  на 
пересечении  строк  г,  і и столбцов  5,  /.  При  і > г и / >5  сохраня- 
ется естественный  порядок  элементов  минора.  Для  сохранения 
такого  же  порядка  при  г > / и 5 > / необходимо  поменять  знаки 
всех  миноров,  лежащих  выше  г-й  строки  и левее  5-го  столбца 
(рис.  73,  а).  Это  значит,  что  определитель  меняет  знак  (г  — 1)  + 
(5  О Раз>  что  должно  быть  скомпенсировано  множителем 
(— 1 Г+5-2  = ( — 1/+*. 
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Таким  образом,  при  сохранении  естественного  расположения 
элементов  определителя  А в минорах  второго  порядка  А — агвМГ5 . 

Вынесем  из  каждой  строки  МГ5  общий  элемент  — . Тогда  за 
счет  всех  (п  — 1)  строк  перед  определителем  ( п — 1)-го  порядка 


5 


Рис.  73.  Метод  опорного  элемента: 

а — опорный  элемент;  б — замещение  элемента  определителя 
минором  второго  порядка. 


появится  множитель  - — , и в результате  получаем  разложение 

(аГ  5/ 

определителя  А относительно  опорного  элемента  аг,\ 


Здесь  А' — определитель  ( п — 1)-го  порядка,  элементами  кото- 
рого являются  миноры  второго  порядка.  В соответствии  с изло- 
женным выше  А'  образуется  из  А замещением  в последнем  каждого 
элемента  ац  (і  ф г,  ] ф з)  минором,  образованным  из  элементов 
пересечения  строк  г,  і и столбцов  5,  /,  сохраняя  порядок  их  следо- 
вания в исходном  определителе  (рис.  73,  б).  Так,  для  нашего  примера, 
выбирая  а41  = 1 в качестве  опорного  элемента,  имеем: 


— 2 3 

— 2 2 

— 2 0 

— 2 3 2 0 

1 6 

1 2 

1 1 

5 0—32 

1 

5 0 

5 —3 

5 2 

4 0 15 

1 6 

1 2 

1 1 

16  2 1 

4 0 

4 1 

4 5 

1 6 

1 2 

1 1 

— 15  -6-2 

30  13  3 

24  7 —1 
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Приняв^  за  опорный  элемент  в полученном  определителе  а,,  = 
— — 1,  найдем:  33 


Д = 


—15—6  —2 
30  13  3 

24  7 — 1 

= 102. 


— 15  —2 
24  — 1 

30  3 

24  — 1 


6 —2 
7 -1 

13  3 

7 -1 


63  20 

— 102  —34 


9.  Определитель  суммы  матриц.  Пусть  требуется  найти  опре- 
делитель суммы  с = Л + В двух  квадратных  матриц  ц-го  порядка . 

редставим  определитель  этой  суммы  через  столбцы  слагаемых 
матриц 


Д = I С(|>,  с®,  . . . , С">  I = I а®  + 6®,  а( 2)  + Ь(2> + ы«) 

В соответствии  со  свойством  линейности  определителя  относи- 
тельно столбцов  (3)  запишем 

д = I аа>  + Й< ■>,  с<2> С<л>  I = | а®,  с® с<л>  | + 

+ |Ь®,  с®,  . . . , с<л>|. 

Применяя  это  свойство  относительно  вторых  столбцов  получен- 
ных определителей,  имеем 

д = |а<і>,  а( 2),  с< з),  . . . , с<л»|  + |а®,  6®,  с<з> с<«)|  + 

+ !&(1),  а(2).  с®,  ....  с<я>|  + |й®,  б®,  с® <*»>(. 

Продолжая  этот  процесс  до  последних  столбцов  включительно 
получаем  разложение  в сумму,  которая  содержит  определители 
слагаемых  матриц  сіеі  Л и сіеі  В,  а также  определители,  образован- 
ные из  столбцов  матриц  Л и В всеми  возможными  сочетаниями 
причем  столбцы  в таких  определителях  занимают  те  же  места,  кото- 
рые они  занимали  в матрицах  Л и В.  Это  можно  выразить  соотно- 
шением 


еіеі  (Л  + В)  = сіеі  А + (1)  + ЦД  (2)  + • . . + ^Д  (п  — 1)  + сіеі  В, 

где  Д($)  определитель,  полученный  замещением  5 столбцов 
определителя  первой  матрицы  соответствующими  столбцами  вто- 
рой матрицы.  Знаки  сумм  означают,  что  суммируются  определители 
для  всевозможных  сочетаний  5 замещаемых  столбцов.  Так  как 

е ^ Д(0)  и В = А (я),  то  можно  предложить  более  краткую 

запись  г : 


сіеі  (Л  + В)  = сіеі  Л + 22  Д (*)  + сіеі  В =2  2Д  («)• 

5 — 1 5=0 
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Воспользовавшись  разложением  Лапласа  (5)  для  определи- 
телей А(з)  по  5 замещенным  столбцам,  получим  другое  выражение 
для  определителя  суммы  двух  матриц 

сіеі  (Л  + В)  = ІѴ(_  1 уМ?М?. 

5=0 

В силу  коммутативности  сложения  матриц  безразлично,  какую 
из  матриц  А и В считать  первой  и какую  — второй.  Полученные  раз- 
ложения из-за  своей  сложности  непригодны  для  практических  вы- 
числений определителей,  но  они  могут  быть  полезны  при  доказа- 
тельствах различных  соотношений.  В частности,  они  позволяют 
выразить  вещественную  и мнимую  части  определителя  комплексной 
матрицы 

сіеі  (А)  = сіеі  (Л'  + *Л")  + А'  + /Д'; 

Д'  =2  (- і)*2д  Ш Д'  = 2 (-  і)*2д  (2й  + 1). 

УЬ= о «=° 

где  т — 1-п  — для  четных  п\  т — ~{п  — 1)  — для  нечетных  л. 
Применим  эти  формулы  для  вычисления  определителя  комплексной 
матрицы 


2 і 5 3 — 4г 

гО  5 З-і 

г2  0 —4-1 

л = 

4 + 2 і 1 + і і 

= 

4 1 0 

2 1 1 

3 — 1+2/  2 — і . 

3—12 

0 2—1 

Для  вещественной  и мнимой  частей  определителя  сіеі  Л имеем: 


гО  5 3] 

г2  0 З-і 

г2  5 —4-1 

О 

0 

1 

— 1 

Д'  = 

4 1 0 

— 

2 1 0 

— 

2 1 1 

— 

4 1 1 

3—12. 

0 2 2 

0-1-1 

3 2—1. 

61  — 1 

3 — 

18  + 20  = — 

75; 

г2  5 3' 

'0  0 3' 

ГО  5—4' 

'2  0 — 4' 

Д"  = 

2 1 0 

+ 

4 1 0 

+ 

4 1 1 

— 

2 1 1 

0 —1  2. 

.3  2 2 

.3  — 1 — 1. 

.0  2—1. 

= _ 22  + 15  + 63  + 22  = 78. 

Таким  образом,  сіеі  Л — — 75  + 78  /,  что  можно  проверить 
непосредственным  вычислением  определителя. 

Разложение  определителя  суммы  двух  матриц  можно  обобщить 
для  любого  количества  квадратных  матриц  одного  и того  же  поряд- 
ка. Так,  для  трех  матриц  имеем: 

сіеі  (Л  + В + С)  = 2 2 2 Д (5,  к), 

5—0  к =0 
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где  через  Л(я,  к)  обозначены  определители,  образованные  всеми 
возможными  замещениями  столбцов  определителя  первой  матрицы 
я столбцами  второй  матрицы  и к столбцами  третьей  матрицы. 

10.  Определитель  произведения  матриц.  Можно  показать,  что 
определитель  произведения  двух  квадратных  матриц  А и В оди- 
наковых порядков  равен  п произведению  их  определителей,  т.  е. 
беі(ЛВ)  = йеЫбеіВ.  Для  этого  рассмотрим  матрицу  порядка  2 п 


где  Е„  — единичная  матрица. 

Применяя  разложение  Лапласа  по  первым  п строкам  определи- 
теля этой  матрицы,  имеем  | О \ =|  А 1 1 В\.  Представим  определитель 
| О [ в виде: 


а(1),  а(2),  •••,  аіп) 

0 

— 1 

— 1 ... 

&<і) 

Ь(2) 

...  _ 1 

Ь(п) 

где а(1>,  а<2>,  ...,  а™  — столбцы  матрицы  Л;  ЬП),Ь(2), ...,  Ь(п)  — строки 
матрицы  В;  0 — нулевая  матрица  п- го  порядка. 

Преобразуем  определитель  |П|  к такому  виду,  чтобы  на  месте 
элементов  Ьц  (і,  / = 1,2,...,  п)  были  нули.  Для  этого  первый  стол- 
бец умножим  на  элементы  строки  Ь{1)  и прибавим  его  к соответствую- 
щим (п  + 1,  п + 2,  ...,  2 п)  столбцам.  Аналогично  поступим  со  вто- 
рым, третьим  и т.  д.  до /г-го  включительно  столбцами.  В результате 
получим: 


а(|),  а<2>,  . . • , а{п) 

І]  а^ь{$) 

5=1 

0 1 = 

— 1 

—1 

— 1 

0 

А АВ 
~Еп  0 


где  сумма  в правом  верхнем  углу  заменена  произведением  А В в со- 
ответствии с (1.  4). 

На  основе  разложения  Лапласа  по  первым  п строкам  находим, 
что  (П|  = | АВ[.  Таким  образом,  | АВ\  = | А I | В\ или  йеі(АВ)  = 
= беі  А сіеі  В,  что  и требовалось  доказать. 
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Естественным  обобщением  этого  результата  является  теорема 
Бинг— Коши  об  определителе  произведения  АВ  двух  прямоуголь- 
ных матриц  размера  ( т X п)  и (п  X т): 


гіеІ(ЛВ)  = 2л(^ 


2, 

а2. 


а2> 

2, 


где  сумма  означает,  что  суммируются  произведения  всевозмож- 
ных миноров  т-го  порядка  матрицы  А,  образованные  т ее  столб- 
цами с номерами  аъ  аъ  ...,  ат,  на  миноры  матрицы  В,  образованные 
ее  строками  с теми  же  номерами.  В других  обозначениях  эту  теорему 
можно  записать  следующим  образом: 


1 лв  | = 2 !а<1>‘)>  а(0І2)> 


а^т) 


^(<ч) 

&(«,) 

^(«т) 


где  а1}  а2 сст  — всевозможные  сочетания  из  п номеров,  рас- 

положенные в порядке  их  следования. 

При  т > п полагают  | АВ  | = 0,  а при  т — п имеем  рассмот- 
ренный выше  частный  случай  произведения  квадратных  матриц. 

Из  соотношения  сіеі.(ЛВ)  = <Зе{ЛсІе1:В  следует,  что  определите- 
ли можно  умножать  по  правилам  умножения  матриц. 

Пример: 


2 0 1 

1 2 4 

А = 

1 3 2 
0 1 4 

; В = 

3 1 0 
0 5 1 

АВ  = 


12  ■ 1 +0  ■ 3 + 1 . 0 
11  -1+3  3 + 2 ■ О 
|0  • 1 + 1 3 + 4-0 


2 • 2 + 0 • 1 + 1 • 5 
1 • 2 + 3 • 1+2-5 
0 • 2+  1 • 1 +4  • 5 


2 9 9 
10  15  6 

3 21  4 


1155; 


2 • 4 + 0 ■ 0+  1 • 1 
1 . 4+3  . 0 + 2 • 1 
0-4  + 1 • 0 + 4 • 1 


| Л | = 21;  | б | = 55;  I АВ  | = | А \ | В [ = 1 155. 


В заключение  отметим,  что  |Л0В|  = |Л||В|  и |Л@В|  = 
8=  | А |"  | В |р,  где  <7  — порядок  матрицы  Вир  — порядок  матрицы  А. 

11.  Дифференцирование  определителей.  Если  элементы  опре- 
делителя представляют  собой  некоторые  функции  переменной  х, 
то  такой  определитель  можно  дифференцировать  по  этой  же  пере- 
менной. При  этом  каждый  член  в разложении  (1)  запишется  как 
сумма  п слагаемых,  которые  получаются  заменой  в данном  члене 
одного  из  элементов  его  производной.  Сгруппировав  члены,  которые 
содержат  производные  первых,  вторых  и,  вообще,  /-х  элементов,  по- 
лучим п групп  слагаемых. 
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Каждая  из  этих  групп  соответствует  определителю,  который 
получается  из  исходного  заменой  в нем  элементов  /-го  столбца 
производными  этих  элементов.  Сумма  п таких  определителей  при 
/ = 1.  2,  п и будет  равна  производной  данного  определителя. 
Ясно,  что  тот  же  результат  можно  сформулировать  для  строк: 


Д'(*) 


аи  (*)  а'і*  (х) 
ап  (х)  а22  (х) 
• * • • • • 
вщ  (X)  ап2  ( X ) 


<(х) 
аіп  (х) 


+ 


аіі  (х)  а12  (х) 
^2і  (.х)  а22  (х) 


апп  ( х ) 


апі(х)  ап2  (х) 


ап  (х)  а12  (х) 
«аі  (*)  а22  (х) 


а (х)а  (х) 

П 1 4 ' «2'  7 


ащ  ( х ) 

а2п  (х) 


а (х) 

пп  ѵ ' 


йіп  (х) 
о'іп  ( X ) 


+ ••• 


а пп  (х) 


Продифференцируем,  например,  определитель 


Д(*)  = 


X2  5ІП*  2 
х + 2 соя  х Зх2 
1 еи  1 + е 


В соответствии  с изложенным  правилом  получаем 


2х  яіпх  2 

х2  соя  х 2 

х2  яіпд:  0 

1 соя  х Зх 

+ 

х + 2 — $і  п х Зх2 

+ 

х + 2 соя  х 6х 

0 1 + ех 

1 2в**1+в* 

1 е4*  е* 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Вычислите  по  схемам  (см.  рис.  70)  следующие  определители! 
а) 


2 —1 
3 5 


0 —3 
2 1 

1 5 


5ІП  а 

— со$  а 

і. 

п\ 

1 х ~~ 

- 1 

X2 

С05  а 

5ІП  а 

1* 

в) 

1 

х2  + 2х  — 

4 

а + х 

а 

а 

2 

» 

д) 

а а 

+ * 

а 

1 

а 

а 

а 

+ * 

2.  Вычислите  определитель  матрицы 
нием,  приведенным  в (1): 


А,  пользуясь  только  его  определен 


0 Г 

1 —2 
7 3 
4 —1 
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3.  Постройте  граф  матрицы  А из  задачи  2 и все  его  факторы.  Устано- 
вите соответствие  между  факторами  и членами  определителя,  полученными 
в предыдущей  задаче. 

4.  Вычислите  определитель  матрицы  А из  задачи  2,  пользуясь  общими 
свойствами,  приведенными  в (3). 

5.  Найдите  алгебраические  дополнения  всех  элементов  матрицы^  А из 
задачи  2 и вычислите  ее  определитель  разложением  по  элементам  какой-либо 
строки  и какого-либо  столбца.  Покажите,  что  разложения  по  другим  стро- 
кам или  столбцам  приводят  к тому  же  результату. 

6.  Вычислите  определитель  матрицы  А из  задачи  2 с помощью  разло- 
жения Лапласа  по  первой  и четвертой  строкам. 

7.  Вычислите  определитель  матрицы  А из  задачи  2 следующими  спо- 
собами: 

-,  а)  по  схеме  единственного  деления; 

б)  методом  опорного  элемента. 

8.  Найдите  наиболее  простой  способ  вычисления  следующего  опреде- 
лителя: 

2  10  0 0 0 0 

3 —4  0 0 0 0 0 

7 15  0 0 0 0 

5 2 3 1 2 0 0- 

4 3 1 —3  5 0 0 

2 —3  4 6 5 3 —1 

1 4 3 1 6 2 1 

9.  Как  изменится  определитель  п- го  порядка,  если 

а)  из  его  первой  строки  вычесть  вторую,  из  второй  — третью  и из  третьей 
строки  — первоначальную  первую  строку  (п  >>  3); 

б)  первые  его  к строк  расположить  в обратном  порядке,  а также  в обрат- 
ном порядке  записать  следующие  (п  — к)  строк; 

в)  каждый  его  элемент  ац  умножить  на  число  */? 

10.  С помощью  формулы  для  определителя  суммы  двух  матриц  вычис- 
лите действительную  и мнимую  части  определителя 

4 + 5/  0 1 3 — 2/ 

3 1— ( 6 7 + 5/ 

0 7 4 0 

3 + 2/  2 2 + /'  1 

и проверьте  результат  непосредственным  вычислением. 

11.  Представьте  в виде  многочлена  от  р с помощью  формулы  для  опре- 
делителя суммы  двух  матриц  следующий  определитель: 

р + 5 0 — р 0 

10  2р  + 4 — 3 р —1 
— Р —Эр  5р  + 7 — 2 
0—1—2  4 

12.  Покажите,  что  сіеі  ( АВ ) = беі  А сіеі  В = беі  (В А)  на  примере  матриц: 


1 0 2 

1 —3  4 

А = 

2 —1  -1 

; в = 

2 1 0 

—13  5 

4 0 2 
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13.  Найдите  определитель  произведения  матриц  <і еі(ЛВ),  где 


1 

— Г 

[1  2 4 

01  . 

В = 

2 

3 

[З  -1  2 

б]  1 

— 1 

5 

4 

0 

а)  с помощью  теоремы  Бине — Коши; 

б)  умножением  матриц  и последующим  вычислением  определителя  ре- 
зультирующей матрицы.  р н 

14.  Найдите  производную  по  х определителя 

х2  + 3 * + 2 4 

х3  X 4 Зх  — 2 . 

* — 1 X2  X 

15.  Покажите  справедливость  приведенного  ниже  выражения  для  опре- 
делителя п- го  порядка  ' р 


16. 


п 

— 1 . 

. —1 

—1 

п . 

. —1 

—1 

— 1 . 

. п 

Покажите,  что  определитель  к- го  порядка  вида 


О 


к 


3 2 0 0 ...  О О 
1 3 2 0 ...  О О 
О 1 3 2 ...  О О 
О 0 1 3 ...  О О 


о'о’о'о'. ! . Гз 


можно  представить  рекуррентным  соотношением  П*  = 3/)*  — 2 Иь 
вычислите  ^2>  ^ и А,.  Методом  индукции  докажите,  что 


3.  ОБРАЩЕНИЕ  МАТРИЦ 

1.  Обратная  и присоединенная  матрицы.  Значение  обратной 
матрицы  столь  велико  в различных  приложениях,  что  она  заслужи- 
вает более  подробного  рассмотрения,  чем  это  сделано  в (1.  3.  9). 
Если  матрица  имеет  обратную,  то  эта  обратная  матрица  А~х 
единственна.  Действительно,  если  предположить,  что  существует 
другая  такая  матрица  В,  то  по  определению  должно  выполняться 
соотношение  А В — В А — 1.  Умножая  равенство  А В = 1 слева 
на  А_  \ получаем  Л~МВ  = А~К  Но  так  как  А~ХА  = 1,  то  В = 
— А \ т.  е.  А 1 — единственна. 

Напомним,  что  обратная  матрица  существует  только  для  неосо- 
бенной матрицы,  определитель  которой  не  равен  нулю.  Из  изло- 
женной в (1 . 3.  9)  процедуры  вычисления  обратной  матрицы  следуют 
соотношения: 


где  Л+  — присоединенная  матрица,  элементы  которой  получа- 
ются замещением  элементов  А1  их  алгебраическими  дополнениями, 
т.  е. 


Ли 

^21  • ' • 

Апі 

л+  = 

Л 12 

Л 22  • • * 

Апг 

Аы 

Л п ‘ 1 ’ 

Апп 

Если  матрица  А симметрична,  то  присоединенная  к ней  мат- 
рица А+  и обратная  Л-1  также  симметричные.  Присоединенная 
к матрице  А обозначается  также  через  Ад]Л. 

2.  Свойства  обратных  матриц.  Подытожим  изложенные  ранее 
свойства  обратных  матриц  и приведем  некоторые  другие  их  свойства. 

1.  Если  существует  Л-’  и В-1,  то  существует  и 

(ЛВ)-1  = в-м-1. 

2.  (А~у  = (Л*)-1. 

3.  (Л"1)' = (Л')-1. 

4.  (А-у^А. 

5.  ёгі  (Л-1)  1 


йеі  А ' 


6.  Если  Л и В — неособенные  матрицы,  то  (ЛфВ)  1 = Л 10В_1, 
или  в другой  записи: 


ГЛ  01 

-1 

ГЛ-1 

0 

[0  в 

0 

В-1 

Последнее  свойство  проверяется  по  правилу  умножения  блоч- 
ных матриц: 


ГЛ  0 

ГЛ-1  01 

ГЛЛ-1  01 

\Еп  0] 

[о  в 

0 В~х\ 

0 ВВ-1 

ІО  Еп\ 

-2  п- 


В частности,  матрица,  обратная  диагональной  матрице  О — 


= с1іа§  [дѵд2, 


йп],  также  диагональная  с элементами,  обрат- 


ными элементам  исходной,  т.  е.  П 1 = сііа§ 


1 1 ±1 
А’  V •••  ’ АГ 


Матрица  Л,  равная  своей  обратной,  называется  инволютивной 
( взаимно  обратной),  т.  е.  для  нее  выполняется  условие  Л-1  = Л, 
или  Л Л — А2  — 1.  В частности,  единичная  матрица  является 
инволютивной,  так  как  Еп  = Е~1 . Из  соотношения  [ Л | | Л | ==  | Л ]2= 
= 1 следует,  что  определитель  инволютивной  матрицы  равен  ±1. 

3.  Обращение  матрицы.  Вычислив  определитель  матрицы  и ал- 
гебраические дополнения  всех  ее  элементов,  можно  получить  об- 
ратную матрицу  по  формуле  А~х  =— Л+,  где  Л+ — присоединен- 
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ная  матрица.  Однако  такой  путь  слишком  громоздкий,  так  как  он 
требует  вычисления  определителя  п- го  порядка  и п определителей 
у ~~  1^го  П0РяДка.  Для  решения  этой  задачи  разработано  много 
более  практичных  алгоритмов,  один  из  которых  основан  на  соотно- 
шении А А — 1.  Обозначив  А 1 = X,  запишем  матричное  урав- 
нение Ал  = 1 в развернутом  виде: 

А [*(|)>  *(2) х<п>]  = іе0>,  е®,  ....  е<% 

^ Іа’  Х<2)’  ‘ ’ ХІП\~  столбЦЫ  искомой  обратной  матрицы; 

* е у * у в столбцы  единичной  матрицы.  Эго  соотношение 
равносильно  п системам  уравнений  с п неизвестными  (элемен- 
тами столбцов  обратной  матрицы): 

Ах№  = е<4,  ЛД2>  = е(2)>  ' дх(п)  = е(п)< 

решение  которых  и дает 


X = [лг(І),  х®. 


*(">]  = А-1 


Как  видно,  объем  вычислений  оказывается  существенно  боль 
шим,  чем  при  решении  одной  системы  уравнений  с п неизвестными 
Поэтому  использование  обратной  матрицы  для  решения  уравнения 
Ах  о как  х — А Ь нецелесообразно  и лучше  в таких  случаях 
пользоваться  другими  методами,  которые  рассмотрены  в следую- 
щем параграфе. 

но  ЙГ  уравнения  ТДДГ?  ГГ?  ГіГДГГГ 
свободными  членами і ОТ.  Эго  соответствует  матр’ичном/уравнению 
й’оГДегГтИ,,о>  прямоугольные  матрицы  размера  п X т 

ПР™  В ~ ^ ’ 6<т)3-  Для  получения  его  решения  У = 

- Л В достаточно  один  раз  вычислить  Л'1  и умножить  ее  на  мат- 
рицу В свободных  членов.  В подобных  случаях  вычисление  обрат- 
ной матрицы  может  оказаться  целесообразным.  Кроме  того  иног- 

:ітП1УпСЛ°ВТ  3аДЗЧИ  ТребУется  получение  обратной  матрицы  в 
чистом  виде.  Все  это  говорит  в пользу  алгоритмов  обращения  мат- 
риц, хотя  некоторые  авторы  и рекомендуют  по  возможности  избе- 
гать этой  процедуры. 

сите;ьнпеТ-"Т”ЧеНИЯ;  УР“ж»ие  АХ -I  можно  решить  отно- 
сительно  л - А преобразованием  матрицы  Л к единичной  пои 

зтемсяИлл°яЛ?ДеНИЯ  равенства„его  левой  и правой  частей.  Восполь- 
зуемся для  этого  процедурой,  несколько  напоминающей  схему 

единственного  деления  (2.  7).  Разделим  элементы  первой  строки 
матрицы  Л на  аи  и прибавим  к остальным  строкам  эту  строку  ум- 

неженную  на  -л„  (I  „ 2,  3 л).  В результате  получим  о’,  -™ 

а остальные  элементы  первого  столбца  обратятся  в нуль  Далее 
вторую  строку  делим  на  новое  значение  аіг  и прибавляем  к осталь- 
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ным  строкам  эту  строку,  умноженную  на  новые  значения  а'і2 
(і  = 1,  3,  п).  В результате  получим  а"2г  — 1,  а остальные  эле- 

менты второго  столбца  равны  нулю.  Через  п таких  шагов  матрица 
Л преобразуется  в единичную  матрицу. 

На  к- м шаге  строки  матрицы  А',  полученной  на  предыдущем 
шаге,  преобразуются  следующим  образом: 


а...  = - 

(к)  а 


йІІ)  — °ІІ)  л'  аЮ  (‘  — 1»  • • ' > П’  І ^ Ь), 


кк 


икк 


что  можно  представить  как  умножение  А'  слева  на  некоторую 
матрицу  Ѵк  того  же  порядка,  т.  е.  А"  = УкА' . Так  как  согласно 

(1.4)  а'(і)  = 2 ѵІ8а'(3),  то  сравнивая  с приведенными  выше  соот- 

8=1 

ношениями,  находим 

ѵкк  = а7-  ’ Ѵік  = аьь  ’ Ѵц  = И*  = 1»2,  . • . , л;  І ф к), 
кк 


а остальные  элементы  матрицы  Ѵк  равны  нулю.  Отсюда  следует, 
что  матрица  Ѵк,  соответствующая  преобразованию  матрицы  А на 
к- м шаге,  имеет  вид: 

‘ , °іа 

1 ••• 


кк 


пк 

°Ѵк 


1 


Очевидно,  произведение  п таких  матриц  для  к = 1,  2,  ...,  п 
V = Ѵ1Ѵ2...Ѵк  — А~1  и осуществляет  преобразование  А к единич- 
ной матрице.  Чтобы  равенство  АХ  — 1 не  нарушилось  при  умно- 
жении А на  V слева,  необходимо  правую  часть  также  умножить 
на  V,  т.  е.  ѴАХ  = ѴЕп.  А это  значит,  что  над  строками  единичной 
матрицы  в правой  части  уравнения  в процессе  его  преобразования 
необходимо  выполнить  те  же  операции,  что  и над  строками  мат- 
рицы А.  Это  удобно  реализовать,  оперируя  над  строками  расши- 
ренной матрицы  [Л,  1]  и выбирая  в качестве  опорных  элементов 
диагональные  элементы  матрицы  Л. 

Проиллюстрируем  метод  исключения  на  примере  обращения 


матрицы 


Л = 


2 1 

— 3 О 

— 5 4 
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2 1 0 

•— * 

О 

о 

1 

1 { 0 

*°!~ 

о 

о 

і 

— 3 0 7 

0 1 0 

О- 

со  (<м 

О 

3 

Т 1 0 

5 4 -1 

О 

о 

Г 

7 

2|СЧ 

о 

1 

т о 1_ 

_ 1 

0 

1 

Со( 

о— г°~ 

1 0 0 

0 1 Т 

1 4° 

0 1 0 

_°°-Т 

-4  1_ 

0 0 1 

14 

1 

7 

47  ■ 

94  ~ 

94 

19 

1 

7 

47 

47 

47 

6 

13 

3 

47 

94 

94_ 

В итоге  получаем  обратную  матрицу,  расположенную  в трех 
последних  столбцах.  Как  побочный  результат,  имеем  также  опре- 
делитель матрицы  Л,  равный  произведению  тех  значений  опорных 
элементов,  которые  они  принимают  на  соответствующих  шагах 
преобразования  матрицы  [Л,  1]  (эти  элементы  выделены  жирным 
шрифтом):  ѵ 


94 
' 3 


Таким 

матрицу: 


= — 94. 


беі  А = 2 • ~ . ( 
образом,  одновременно  получаем 

Л+  = I А I А-1  = 


и присоединенную 

— 28  1 Г 

— 38  — 2 — 14 

I-  12  — 13  3. 

5.  Выбор  опорных  элементов.  При  реализации  метода  исключе- 
ния диагональный  элемент  на  очередном  шаге  может  оказаться 
равным  нулю  и его  нельзя  принять  в качестве  опорного.  Кроме 
того,  очередной  диагональный  элемент  может  быть  нежелательным 
в качестве  опорного  по  другим  соображениям  (например,  если  он 
слишком  мал,  что  может  привести  к снижению  надежности  ре- 
зультата). Ничто  не  мешает  в подобных  случаях  организовать  про- 
цедуру исключения  по  любой  совокупности  опорных  элементов 
с единственным  ограничением:  все  они  должны  находиться  в раз- 
личных строках  и различных  столбцах  матрицы.  Иначе  говоря, 
совокупность  первых  индексов  ах,  а2 а„  и вторых  индексов 

' Р*'  Рп  опорных  элементов  сіг0і  образует  подстановку  из 

чисел  1,  2,...,  п: 


: — /а1»  а2>  • • ■ . О 

\Рі»  Ра»  • • • » ?п) 


По  окончании  преобразования  матрицы  [Л,1]  на  месте  Л получим 
не  единичную  матрицу,  а некоторую  матрицу  5,  а на  месте  единич- 
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ной  — матрицу  V,  т.  е.  [5,  V].  В матрице  5,  называемой  матрицей 
подстановки,  (а,-,  (^-элементы  равны  единице  (і  = 1,  2,  п), 

а остальные  равны  нулю.  Она  получается  из  единичной  путем 
перестановки  строк  (или  столбцов)  в соответствии  с подстановкой 
ст.  Обратно,  из  5 получим  единичную  матрицу  перестановкой  строк 
(или  столбцов)  в соответствии  с обратной  подстановкой 


которой  соответствует  матрица  5-1.  Чтобы  получить  обратную 
матрицу,  необходимо  преобразованное  уравнение  8Х  = V умно- 
жить слева  на  5-1,  в результате  получим  X = 5-1Ѵ  = А~х.  Прак- 
тически это  сводится  к перестановке  строк  (или  столбцов)  матрицы 
V в соответствии  с матрицей  5,  так  чтобы  последняя  преобразова- 
лась к единичной  матрице. 

Ниже  приводится  процедура  обращения  той  же  матрицы,  что 
и в (4),  но  с произвольным  выбором  опорных  элементов: 


' 2 

1 

0 

1 

0 0' 

■ 2 

1 

01 

1 

0 

0" 

— 3 

0 

7 

0 

1 0 

— 3 

0 

7 1 

0 

1 

0 

-> 

. — 5 

4 

-1 

о 

0 1. 

.—  13 

0 

— 1 | 

— 4 

0 

1 

2 1 0 ! 10  0 

0 1 0 

19  1 7~ 

47  47  47 

- 64  0 0 1 — 28  1 7 

| 

-> 

1 0 0 

14  1 7 

47  94  94 

13  0 1 1 4 0 —1 

_ 1 _ 

0 0 1 

б 13  3 

47  94  94_ 

Обратная  матрица  получается  из  V,  размещенной  в трех  послед- 
них столбцах,  перестановкой  первой  и второй  строк  (или  столб- 
цов) в соответствии  с матрицей  5,  расположенной  в первых  трех 
столбцах. 

6.  Разбиение  на  блоки.  Установим  связь  между  блоками  мат- 
риц 5 и 5_1  п- го  порядка  при  разбиении 

К II 
М У|’ 

где  А и К — квадратные  матрицы  порядка  р;  О и N — квадратные 
матрицы  порядка  р,  причем  р + р = п.  Согласно  определению  55-1=  1, 
что  после  перемножения  матриц  приводит  к уравнениям: 

АК  + ВМ=\\  ЛІ  + ІУ  = 0; 

СК  + ОМ  = 0;  СІ  + ПІѴ=1. 
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Умножив  первую  пару  уравнений  на  А~г  и решив  их  относи- 
тельно К и Ь,  найдем: 

К = А'1—  А~1ВМ\  А = — А-1  ВЫ. 

Подставим  полученные  выражения  в остальные  два  уравнения: 

С А-1  — СА-'ВМ  + ПМ  = 0;  — СА~1ВЫ  + ИЫ  = 1 , 
или 

(Р  - С А~1  В)  М = — СА~1-,  (П  — С А-1  В)  N = 1 , 
откуда  имеем: 

М = — (Д  — СА^В)-1  С А-1;  Ы = (Д  — СА~1В)~ *. 

Подставив  значения  М и N в выражения  для  К и Ь,  получим 
соотношение,  известное  как  формула  Фробениуса, 

о-і  ГЛ"1  + А'1  ВЫ  С А'1  —А-'ВЫ] 

I — ЫСА -1  Ы ] ’ 

где  N = (Л  — СЛ-1В)-1. 

Как  видим,  обращение  матрицы  п- го  порядка  требует  обра- 
щений двух  матриц  порядков  ряд  (предполагается,  что  А — не- 
особенная матрица).  На  практике  удобно  выполнять  вычисления 
в следующем  порядке:  А~\  А"1  В,  СА~\  СА~гВ  (контроль 
С (А-'В)  = ( С А -1)  В),  О - СА~1В,  после  чего  находим 

Ы = (0  — СА-Щ~\  М = —Ы  (С А-1), 

Ь — — (А~1В)  Ы,  К = А~1  — {А~1В)М. 

Аналогично  рассуждая,  можно  получить  вторую  формулу  Фро- 
бениуса 

о-і  _ Г К - КВО~ 1 ] 

І—Б-'СК  П'1  + Цг^КВІУ-1 .1  ’ 

где  К — (А  — ВО~іС)~1.  Здесь  предполагается,  что  неособенной 
является  матрица  О. 

7.  Перестановка  строк  и столбцов.  Обращение  матрицы  раз- 
биением на  блоки  особенно  удобно  в тех  случаях,  когда  матрицы 
А или  В легко  обращаются  (например,  диагональная  или  треу- 
гольная), а также  когда  хотя  бы  одна  из  матриц  В или  С нулевая. 
Для  получения  наиболее  удобного  разбиения  можно  переставить 
строки  и столбцы  исходной  матрицы.  Но  при  этом  в матрице,  полу- 
ченной по  формуле  Фробениуса,  необходимо  переставить  соответ- 
ствующие столбцы  и строки,  после  чего  она  и будет  обратной  к ис- 
ходной. Справедливость  такого  требования  легко  понять,  вспом- 
нив, что  процесс  обращения  включает  в себя  транспонирование 
матрицы. 
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Пусть,  например,  требуется  найти  обратную  для  матрицы 
Г— 1 0 11“ 


О 1 2 2 

Переставив  взаимно  первый  и четвертый  столбцы  и разбив 
на  блоки,  получим: 


“1 

0 

1 

— 1 

0 

— 1 

— 1 

2 

1 

0 

0 

2 

2 

1 

2 

0 

Так  как  матрица  А диагональная,  то  воспользуемся  первой 
схемой: 


Л-1  = 


1 О 
О — 1 


сл-х  = 


А~гВ^ 

1 О' 

2 1 


; _:и  ^ 

-Н  4 


СА-'В 


О 


1 0" 

1 

— 1 

Гі 

°1 

1 

— 1 

1 —Г 

2 — 1. 

— 1 

2 

1_2 

1] 

.1 

—2. 

3 —4 

— С А-1  В = 

0 

2 

1 

— 1 

— 1 

3' 

. 

2 

0 

3 

—4 

— 1 

4 

N = (0  — С А-'В)-1^ 


М = — ІѴСЛ-1  = — 


Ь = —А~1ВЫ  = — 


—4  3 
— 1 1 
1 —Г 
1 —2 


—4  3 
—1  1 

1 О' 

2 —1 
—4  3 
— 1 1 


—2  3 
— 1 1 
3 — 2 
2 — 1 


К — Л-1  — А~1ВМ  = 


1 0' 

і — Г 

—2  3' 

'2  -2] 

0 — 1, 

.1  —2. 

— 1 1. 

0 — 2] 

Таким  образом,  получаем  матрицу,  которая  после  взаимной 
перестановки  первой  и четвертой  строк  является  обратной  для 
исходной 


2 

— 2І 

3 

—2 

—1 

1 

—1 

1 

0 

— 2\ 

2 

— 1 

0 

—2 

2 

— 1 

—2 

3! 

—4 

3 

—2 

3 

—4 

3 

1 

і| 

— 1 

1 

2 

—2 

3 

—2 
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При  С = О или  В = О из  формул  Фробениуса  имеем: 

ВІ-'  = ГЛ-1  — А-1ВО~1~]  Г А 0]_  А-1 

о\  о П-1  ]’  [С  О ~ —О-'СА 


° 1 

-і  0-і  \ . 


откуда,  в частности,  следует,  что  при  таких  блочных  структурах 
матриц  обратные  к ним  существуют  лишь  при  условии  неособен- 
ности матриц  Л иО.  Заметим  также,  что  приведенные  выше  формулы 
можно  получить  одну  за  другой  транспонированием  и взаимной 
заменой  матриц  В и С. 

8.  Метод  окаймления.  Обращение  матрицы,  разбитой  на  блоки, 
сводится  к обращению  матриц  более  низкого  порядка,  что  требует 

каких-либо  других  методов 
или  последующего  разбиения 
на  блоки.  Рассмотрим  част- 
ный случай  разбиения  исход- 
ной матрицы 

Ап—  1 1 ип 
Ѵп  | Сіпп  _ 

где  А„_і  —матрица  (п  — 1)-го 
порядка;  последний  диа- 
гональный элемент  исходной 
матрицы  А;  ип  и ѵп  — соот- 


Ч, 

19) 

Ѵк 

®кк 

»)  А.-ЧХ, 

(О 

®ЧгУЛ 

Щ <х,Л.Л 

1'°)  АлГ- 

ьг-ъгЛ 

гг 

-к 

Рис.  74.  Схемы  обращения  матрицы  мето- 
дом окаймления  (6-й  шаг). 


ветственно  последние  столбец  и строка  без  элемента  апп. 

Такое  разбиение  можно  рассматривать  как  результат  окаймле- 
ния матрицы  Ап-\  добавлением  столбца  справа  и строки  снизу. 
По  первой  формуле  Фробениуса  (6)  имеем 


А~}  = 


Ап— і “Ь  (Ап—\ііпѴпАп—і) Ап—\ип 

ап  ѵ-п 

— ~ ѵпАп- 1 — 


где  ап  = апп  — ѵпАп-\ип  является  скаляром,  так  как  произведение 
строки  на  матрицу  дает  строку,  а произведение  строки  на  стол- 
бец — скаляр. 

Как  видно,  обращение  матрицы  А п- го  порядка  требует  обра- 
щения матрицы  Ап— і (п  — 1 )-го  порядка,  которое  можно  выполнить 
по  той  же  схеме.  Этот  процесс  продолжается  до  тех  пор,  пока  не 
получим  матрицу  второго  порядка,  обратная  которой  находится 
непосредственно 


«и 

«12 

1 

«22 

«12 

,а2і 

«22. 

а11а22  аІ2а21 

- «21 

«1і] 
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Определив  А 2 1 по  приведенной  выше  формуле,  найдем 
затем  по  А~'  вычислим  А~г  и т.  д.  до  А~х  = А~\  Вычисления  на 
к-м  шаге  удобно  располагать  по  схеме,  показанной  на  рис.  74 
(последовательность  операций  указана  цифрами  в скобках,  причем 
осуществляется  контроль  гк  = укик  = ѵкхк). 

Если  в процессе  вычисления  на  к-м  шаге  окажется,  что  <хк  = О, 
то  оставшиеся  строки  (или  столбцы)  матрицы  А переставляются. 
При  этом  в результирующей  матрице  А^1  осуществляется  обратная 
перестановка  столбцов  (или  строк).  Проиллюстрируем  метод 
окаймления  на  примере  из  (7): 


9.  Обращение  симметричных  матриц.  Так  как  матрица,  обрат- 
ная симметричной,  также  симметрична,  то  процесс  обращения 
в таких  случаях  существенно  упрощается.  При  использовании  лю- 
бого метода  достаточно  получить  элементы  обратной  матрицы,  рас- 
положенные на  главной  диагонали  и выше  (или  ниже)  от  нее.  Ос- 
тальные элементы  получаются  из  условия  симметрии. 

В методе  исключения  (4)  достаточно  преобразовать  матрицу  А 
к нижней  (или  верхней)  треугольной  матрице  с единичными 


8 5-165 
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элементами  по  главной  диагонали.  При  разбиении  на  блоки  (6)  для 
симметричной  матрицы  А = А‘\  С — В‘;  П = Б‘ . Соответствую- 
щие блоки  обратной  матрицы  характеризуются  аналогичными  соот- 
ношениями: К = К‘\  Ь = М*\  N — № . 

Первая  формула  Фробениуса  приводится  к виду 


А-1  + ЯШ'  -ИN 
— (Ш)'  А/ 


где  N = (П  — В‘ А-1  В)-'  и Н = А~1В. 

Соответствующие  упрощения  используются  и при  обращении 
симметричных  матриц  Л-1  и (О  — В'Л_1Л).  В методе  окаймления 
(8)  для  симметричной  матрицы  А имеют  место  соотношения  Л*_і  = 
— Кг-\  и = и\.  В связи  с этим  ук  = х\,  и схема  вычислений 
соответственно  упрощается. 

Если  обращение  симметричной  матрицы  выполняется  по  стан- 
дартной процедуре,  то  создаются  дополнительные  возможности 
контроля  полученного  результата  по  условиям  симметрии  обрат- 
ной матрицы.  Поэтому,  может  быть,  не  следует  слишком  категорич- 
но настаивать  на  использовании  упрощений,  возникающих  за  счет 
специальных  свойств  обращаемой  матрицы. 

Вследствие  погрешностей  вычисления  матрица  V,  полученная 
в результате  процедуры  обращения,  может  недостаточно  точно 
совпадать  с обратной  матрицей  А~1.  Степень  отклонения  вычис- 
ленной обратной  матрицы  от  ее  точного  значения  определяется 
разностью  между  произведением  Л У и единичной  матрицей,  которой 
это  произведение  должно  равняться  для  точного  значения  V = А~1, 
т.  е.  Я =Е  — АѴ.  Приближенное  значение  обратной  матрицы 
уточняется  с помощью  итерационных  методов. 

10.  Миноры  обратной  матрицы.  Пусть  Л — квадратная  матрица 
я-го  порядка  и В = (Л-1)' — обратная  и транспонированная 
к ней.  Тогда  минор  к-г о порядка  М%  матрицы  В выражается  через 
дополнительный  минор  М*  (или  алгебраическое  дополнение  Л* 
взаимно  соответственного  минора  матрицы  Л)  соотношением 


МІ={{-\У  М^~ААк, 

где  А = сІеіЛ  = ; о — сумма  номеров  строк  и столбцов, 

которые  участвуют  в образовании  минора  М®  (или  минора  МІ). 

Предполагается,  что  строки  и столбцы  в минорах  расположены 
в их  естественном  порядке  (как  и в исходных  матрицах).  Легко 
показать,  что  В — это  матрица  алгебраических  дополнений  А,,- 
(/,  / = 1,  2,  ...,  п)  элементов  матрицы  Л,  умноженная  на  обратное 

значение  определителя  Минор  к-то  порядка  матрицы  В,  обра- 
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зованный  строками  с номерами  а,,  а2,  ....  ак  и столбцами  с номе- 
рами р2.  •••»  Ра,  запишем  следующим  образом: 


Да«Р. 

д«,р. 

Д 

д 

д 

Л*гР, 

4«.р. 

д 

д 

д 

\ е. 

Ѵ« 

V* 

д 

д 

д 

д«»р. 

Д“іР» 

• • • Д«,ра 

д«.р, 

Д“аРг 

• • • Д..Р* 

’ ’ ' Д«А 

Алгебраическое  дополнение  А'І  получается  как  минор  матри- 
цы А,  образованный  удалением  строк  с номерами  ах,  а2,  . . . , а4 
и столбцов  с номерами  (Зх,  р2,  ....  умноженный  на  (— I)3.  По 
аналогии  с обычным  алгебраическим  дополнением  А*  называется 
к-кратным  алгебраическим  дополнением  и обозначается  через 

„ . Тогда  получаем  важное  соотношение  для  миноров 

матрицы  алгебраических  дополнений  элементов  матрицы  А,  извест- 
ное как  теорема  Якоби: 

* • ' Да,Рх 
• • • •••  ••• 

• 1 - Д«*Р* 


= ДА-1Д 


«ірі 


Чаще  всего  используется  частный  случай  этой  теоремы  для 
минора  второго  порядка,  образованного  элементами  пересечения 
строк  р и д (р  < д)  и столбцов  г,  5 (г  < э): 


*рг 


— Ар/-Д^з  ДрзДдг  — ДА рг , <?5* 


Если  минор  второго  порядка  образован  строками  и столбцами 
с одинаковыми  номерами  (р  = г,  д — $),  то 


^ГГ^ЗЗ  ^ГЗ^ЗГ  ДД/Г,  55* 


Например,  для  матрицы  «2  из  (7),  определитель  которой  Д =з 
= — 1,  имеем 


Д42  А 

ДД22,43=Д(-1)2+4+2+3 


— Д22Д43  — Д23Д42  — ДДгг.гз  — 


9п  9 и 
9зі  9з4 


= -!(-!) 


и 


-1 

2 


= — 3. 


Приведенные  соотношения  используются,  например,  при  раз- 
личных преобразованиях  систем  линейных  уравнений. 


8* 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Воспользовавшись  результатом  задачи  2 из  предыдущего  параграфа 
запишите  для  матрицы  А присоединенную  А+  и обратную  матрицы. 

2.  С помощью  метода  исключения  найдите  обратные  для  следующих 
матриц: 


а) 


'2 

1 

01 

3 

0 

5 

; б) 

7 

6 

4 

О 

0 
2 

1 


О 1 
3 1 

7 6 
2 2 


Вычислите  определители  и найдите  присоединенные  матрицы  на  основе 
данных,  полученных  в процессе  исключения. 

3.  Для  матрицы 


А = 


'2  1 (Л 
3 0 5 
7 6 4 


образуйте  матрицы  Ѵь(к  =1,2,  3),  соответствующие  преобразованию  А к еди- 
ничной матрице,  и найдите  А 1=Ѵ1Ѵ2Ѵ3.  Проверьте  результат  вычислением 
А через  определитель  и алгебраические  дополнения. 

4.  Найдите  обратную  для  матрицы 

~1  1 32" 

2 2 12 

12  3 4 

112  3 

а)  методом  исключения: 

б)  разбиением  на  блоки; 

в)  методом  окаймления. 

5.  Обратите  наиболее'  рациональным  способом  матрицу 

"31  0 О" 

5 2 0 0 

0 0 4 — 6 ’ 

0 0—1  2 


6.  Запишите  выражение  для  матрицы,  обратной  треугольной  третьего 

порядка  г 

а11  аІ2  а13 

0 п22  й2з  > 

0 0 а,  з 

и обобщите  результат  на  матрицу  «-го  порядка. 

7.  Покажите,  что  определитель  |0|  блочной  матрицы 


можно  выразить  следующими  способами: 


а)  I 0 | = 

б)  I О | = 

в)  О | = 

г)  | 0 | = 


АО  — АСА~гВ  I = ) А | | П — СА~гВ  I,  если  I А I Ф 0; 
АО  — | = | А — ВЕ>—1С  | | й |,  если  | 7)  | Ф 0; 

АО  — СВ  I,  если  Л и С перестановочны  (АС  = СА); 

I АО — ВС),  если  С и О перестановочны  (СО  = ОС). 
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8.  Дана  матрица 


А = 


1110 
2 3 4 2 
13  3 2 
4 6 7 1 


По  теореме  Якоби  определите  следующие  миноры  матрицы  алгебраи- 
ческих дополнений: 


4.  ЛИНЕЙНЫЕ  УРАВНЕНИЯ 

1.  Общая  характеристика.  Решение  систем  линейных  урав- 
нений — это  одна  из  центральных  задач  вычислительной  мате- 
матики, наиболее  часто  встречающаяся  в инженерной  практике. 
К этой  задаче  сводятся  или  ею  сопровождаются  процедуры  анализа 
и синтеза  физических  систем  различной  природы:  электрических, 
механических,  гидравлических  и т.  п.  Она  играет  важную  роль 
в прикладных  методах  математической  статистики  и экономики, 
в теории  оптимального  кодирования  при  передаче  информации 
и во  многих  других  разделах  современной  науки  и техники.  Даже 
если  исследуемая  система  нелинейна,  то  типичный  путь  ее  числен- 
ного анализа  лежит  через  линеаризацию  и сводится  к решению 
систем  линеаризованных  уравнений. 

В общем  случае  число  уравнений  т может  отличаться  от  числа 
неизвестных.  Такая  система 

а11Х1  + &12Х2  + • • • + Н\пхп  — 
а21Х1  + а22х2  +•••-)-  а-щХп  = Ь2 


ат\Х1  + йт  2Х2  + • • • + 0-тпхп  — Ьт 

в матричной  форме  Ах  = Ь характеризуется  прямоугольной  мат- 
рицей коэффициентов  А размера  т X п и столбцом  свободных 
членов  Ь.  Если  все  свободные  члены  Ьь  Ьг,  ...,  Ьт  равны  нулю,  то 
система  называется  однородной,  а если  среди  них  имеется  хотя  бы 
один  ненулевой  член,  то  система  называется  неоднородной. 

Среди  уравнений  системы  могут  быть  линейно-зависимые,  т.  е. 
такие,  которые  можно  представить  как  результат  сложения  других 
уравнений,  умноженных  на  какие-либо  числа  (при  умножении 
уравнения  на  число  его  левая  и правая  части  умножаются  на 
это  число).  Ясно,  что  зависимые  уравнения  не  содержат  никакой 


229 


дополнительной  информации,  влияющей  на  значения  искомых 
величин.  Исключение  зависимых  уравнений  приводит  к эквива- 
лентной системе,  решение  которой  совпадает  с решением  исходной 
системы. 

2.  Ранг  системы.  Число  независимых  уравнений  определяет 
ранг  системы.  Соответственно  число  независимых  строк  (или  столб- 
цов) матрицы  называют  рангом  матрицы.  Если  ранг  матрицы  равен 
г , то  хотя  бы  один  ее  минор  г-го  порядка  отличен  от  нуля,  а все 
остальные  миноры,  выше  г-го  порядка,  равны  нулю. 

Система  п уравнений  с п неизвестными  Ах  — Ь,  матрица  кото- 
рой А неособенная,  т.  е.  беіЛ  ф 0,  имеет  единственное  решение 
х = А~1Ь  и поэтому  называется  определенной  системой  п-го  поряд- 
ка. Подстановка  решения  в уравнение  превращает  его  в тождество 
А{А~гЬ)  = Ь или  Ь = Ь.  Ранг  неособенной  матрицы  А равен  ее 
порядку  (г  = п).  Если  среди  п уравнений  имеются  зависимые, 
то  Л — особенная  матрица  и ее  ранг  меньше  порядка  (г  < п).  Раз- 
ность й = п — г называют  дефектом  матрицы,  а саму  матрицу  — 
1 1-кратно  вырожденной  (при  й = 1 матрица  называется  просто 
вырожденной).  После  исключения  й зависимых  уравнений  получим 
эквивалентную  систему  г уравнений  с п неизвестными. 

Система  т уравнений  с п неизвестными  при  тф  п может  иметь 
решение,  а может  и не  иметь  их  вовсе.  Если  система  имеет  хотя  бы 
одно  решение,  ее  называют  совместной,  а систему,  для  которой 
решение  не  существует,  называют  несовместной.  Совместная  система 
при  т < п всегда  имеет  бесконечное  множество  решений  и назы- 
вается неопределенной.  При  т > п система  является  либо  несовмест- 
ной, либо  сводится  к эквивалентной  ей  совместной  системе,  которая 
может  быть  определенной  (г  п)  или  неопределенной  (г  < п). 

Применение  вычислительных  машин  позволяет  решать  системы 
уравнений  с большим  числом  неизвестных.  Для  этой  цели  разра- 
ботаны высокоэффективные  алгоритмы  и программы.  Многие 
из  них  основаны  на  идее  исключения,  которая  уже  использовалась 
для  вычисления  определителей  (2.  7)  и обращения  матриц  (3.  4). 

3.  Алгоритм  Гаусса.  Для  решения  неоднородных  систем  линей- 
ных уравнений  п- го  порядка  идея  исключения  нашла  одно  из  своих 
первых  воплощений  в алгоритме  Гаусса.  Он  сводится  к последова- 
тельному исключению  неизвестных,  в результате  чего  данная  систе- 
ма уравнений  преобразуется  к эквивалентной  системе  с верхней 
треугольной  матрицей,  решение  которой  не  составляет  труда. 
Подобно  методу  исключения  при  обращении  матрицы,  это  дости- 
гается соответствующими  операциями  над  строками  расширенной 
матрицы  системы  [А,  Ь ] размера  п X (п  + 1).  Различие  заключа- 
ется в том,  что  в нули  преобразуются  лишь  те  элементы  матрицы  А, 
которые  расположены  ниже  ее  главной  диагонали.  В результате 
ІА,  Ь\  приводится  к матрице  [іі,  у],  где  О — верхняя  треугольная 
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матрица  с единичными  элементами  на  главной  диагонали- 
разованный  столбец  свободных  членов: 


у — преоб- 


1 «12  «13  • • • И]„ 

1 «2з  • • • ІІ2п 

• • • •••  ••• 

Уі  ~ 

V = 

- У = 

*/а 

•••  1 _ 

Преобразованная  система  имеет  вид: 


+ «12*2  + «1з*Э  + • • * + «1п*п  = Уі 

*а  + «аЛ  + * * * -Ь  «2п*л  = уг 


*л  — Уп 


откуда  на  основании  хп  = уп  находим 
по  формуле: 


последовательно  х„_ь 


хк~  У к — 2 “АЛ  (Л  = Л — 1,  . . . , 1). 

5=А+1 


*1 


Итак,  алгоритм  Гаусса  содержит  два  этапа:  1)  построение  вспо- 
могательной системы  с треугольной  матрицей  I]  (прямой  ход)- 

1Г*,еНИе  решения  системы  * (Обратный  ход).  Проиллюстри- 
руем его  на  следующем  примере:  н 


2*1  *2  ~Ь  4#з  =16 

3*1  + 2х%  -)-  лг3  = 1 0 
*і  + Злг2  -Г  Зл'з  =16 


Прямой  ход  включает  следующие 
матрицы: 


преобразования  расширенной 


2 

1 

4 { 16 

1 і 

і 

2 1 

1 

8 

3 

2 

1 \ 10 

— 

0 7 

Г 

—5  ! 

—14 

-> 

_1 

3 

3 | 16 

_°  4 

1 

Ч 

8 

1 

1 

2 

2 ! 

8 

1 

1 

2 

2 

8 

0 

1 

-10  I 

-28 

0 

1 

-10 

—28 

0 

0 

26  1 

1 

78 

0 

0 

1 

3 
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Преобразованная  система  уравнений  имеет  вид: 

*і  + -тг*2+  2*3  = 8 1 

*а  — 10*з  = —28  | * 

*3  = 3 ) 

откуда  находим:  *3  = 3;  *2  = — 28  + 10*3  = 2;  хх  = 8 — ~ *2  — 

— 2*з  = 1. 

Если  исключение  выполнить  так  же,  как  при  обращении  мат- 
рицы (3.  4),  то  в результате  матрица  А преобразуется  в единичную, 
а Ь — в столбец,  элементы  которого  равны  значениям  искомых 
величин  *ь  *2,  ...,  хп,  т.  е.  [А,  Ь]  преобразуется  в [1,  *].  Эту  разно- 
видность метода  исключения  называют  алгоритмом  Гаусса — Жор- 
дана. Так,  для  рассматриваемого  примера  имеем 


і 

1 

2 

8 

2 

1 

4 

16' 

2 

1 

о 

3 

2 

1 

10 

-V 

0 

—5 

—14 

1 

3 

3 

16_ 

4 

К 

0 

О 

2 

1 

8 

'1 

0 

7 

! 

22' 

'1 

0 0 ! 

1 

0 

1 

— 10  1 

-28 

-> 

0 

1 0 

2 

0 

0 

26  | 

78 

0 

0 1 | 

3 

откуда  сразу  получаем:  хх  = 1,  *2  = 2,  *3  = 3. 

4.  /,17-разложение.  Разработано  много  различных  вариантов 
гауссова  исключения,  которые  отличаются  выбором  ведущих 
элементов,  способами  уточнения  решения,  распределением  опера- 
тивной памяти  при  использовании  вычислительных  машин.  По 
мнению  специалистов,  для  решения  систем  линейных  уравнений 
не  найдено  лучших  по  объему  вычислений  и точности  алгоритмов, 
чем  методы  последовательного  исключения.  Все  их  разновидности 
связаны  по  существу  с разложением  неособенной  квадратной  мат- 
рицы в произведение  двух  треугольных  матриц  — нижней  Ь и 
верхней  17,  т.  е.  А — Ш.  Это  разложение  называют  треугольным 
или  Ш -разложением. 

Доказательство  возможности  117-разложения  обычно  прово- 
дится методом  математической  индукции.  Пусть  имеется  квадрат- 
ная матрица  А п- го  порядка.  При  п = 1 имеем  [аи]  = МцііЫц], 
что  является  117-разложением,  так  как  всякая  матрица  первого 
порядка  может  рассматриваться  и как  треугольная.  Покажем,  что 
если  это  разложение  имеет  место  для  матрицы  Ап- 1 ( п — 1)-го 
порядка,  то  оно  возможно  и для  матрицы  А п-ѵо  порядка.  Пред- 
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ставив  соотношение  А = Ш 'в  блочном  виде  и перемножив  мат- 
рицы, получим: 


Ап- 1 ш 

Г 

О 

т 

с 

і 

Ѵп-Х  у 

^п— 1 V п— 1 І^п—\  У 1 

_ ѵ апп 

. % ІПП_ 

0 ипп 

х і/ п— і ху  + 1пп  ипп\ 

откуда  путем  сравнения  соответствующих  элементов  находим: 

\Ип-\  = Ап- 1;  Ьп-ху  = и»; 

ХІІ  п — 1 Ц,  Ху  -|-  Іпп^пп  ===  О-пп* 

Первое  уравнение  удовлетворяется  по  предположению.  Второе 
н третье  уравнения  позволяют  определить  х = ѵіГ^1\  и у ==  хюЫІи 
если  Плі-і  и І„_і  — неособенные  матрицы.  Так  как  в соответствии 
с теоремой  об  определителе  произведения  двух  матриц  (2.10) 

I 1 1 1 II п— 1 1 = | Ап— 1 1,  то  из  требования  I 1 1 ф 0 и | V п— 1 1 ф О 
вытекает  условие  | Ап-\  \ ф 0.  Это  значит,  что  недиагональные  эле- 
менты матриц  Т и ІІ  определяются  однозначно,  если  главные  миноры 
матрицы  А,  составленные  из  ее  первых  к строк  и столбцов  (к  — 
= !,  2,  ...,  п — 1),  не  равны  нулю.  Наконец,  из  последнего  урав- 
нения видно,  что  диагональные  элементы  Іпп  и ипп  матриц  I и и 
связаны  соотношением  Іппипп  — апп  — ху.  Поэтому  для  однознач- 
ного определения  ТН-разложения  следует  одному  из  них  на  каж- 
дом шаге  приписывать  некоторое  значение,  отличное  от  нуля.  Обыч- 
но полагают  все  диагональные  элементы  одной  из  матриц  Ь или 

II  равными  единице.  В дальнейшем  будем  считать  и а = 1 (і  — 
= 1,  2,  ...,  п).  Таким  образом,  показана  возможность  ЫІ- разло- 
жения  и условия,  при  которых  матрицы  Ь п ІІ  определяются  одно- 
значно. Так  как  определитель  треугольной  матрицы  равен  произ- 
ведению ее  диагональных  элементов,  то  из  Л — ЫІ  также  следует 

МІ  = \1\\У\  — 1 -(/и  /22  ...  Іпп)  = П іи. 

І=  1 

Разложение  матрицы  А в произведение  Ш позволяет  предста- 
вить систему  Ах  = Ь в виде  Шх  — Ь,  и она  сводится  к двум 
системам: 

Ьу  = Ь]  ІІх  = у. 

Благодаря  треугольной  структуре  Ь и ІІ,  эти  уравнения  реша- 
ются без  обращения  матриц  последовательной  подстановкой: 

І—П 

Уі  = к (Ьі  — И 1ііУ)  ѵ = 1 * 2>  ••••«); 

І=і 

п 

Хк  = Ук—  2 ик$х3  (к  = п,  п — 1,  . . . , 1). 

$=&-}- 1 
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б.  Компактная  схема.  Если  условия  единственности  ^-раз- 
ложения для  матрицы  А выполняются,  т.  е. 


а и Ф Оі 


аи 

а2і 


Я22 


Ф о, 


• . . * ] А | Ф О, 


и принято  соглашение  о том,  что  и.ц  = 1 (/=1,2,  ...,  п),  то  эле- 
менты матриц  I и и вычисляются  по  компактной  схеме  на  основе 

рекуррентных  формул: 

/-і 

ІЦ  — ац  — 2 или  (і  > ІУ, 

5=1 

І-1 

ии  = ^ [ац  — 2 /й« 5/)  (І  < /). 

5=1 


(г° 

(і<Л 

иіі’О 

а>і) 

ч 

-4 

у,-,-/ 

(И) 


4 

и» 

и» 

Ни 

и» 

и, 

і» 

и„ 

... 

... 

^ п / 

Ілг 

(■пз 

^.7 Я І 

а 


Рие.  75.  7.77-разложение  неособенной 
матрицы: 

а — структура  матриц  Ли  Ѵ-,  б — компактная 


Справедливость  этих  соот- 
ношений непосредственно  вы- 
текает из  структуры  треуголь- 
ных матриц  1 и О (рис.  75,  а) 
и общего  вида  элемента  произведения  А — Ш: 

П 

Оіі  Ф.Щ/. 

5=) 


Учитывая,  что  элементы  ац  матрицы  ІІ  ниже  главной  диагонали 
(/  > /)  равны  нулю,  а на  главной  диагонали  (і  — /)  равны  единице, 
получаем  первую  из  приведенных  выше  рекуррентных  формул. 
Аналогично,  на  основании  того,  что  элементы  Іц  матрицы  /.  выше 
главной  диагонали  (/  < /)  равны  нулю,  получаем  вторую  формулу. 

На  первом  шаге  Іа  = ац  (і  = 1,2,  . . . , п)  и ии  = ^ = °-У- 

*І1 

(/  = 2,  3,  . . . , п).  На  втором  шаге,  используя  значения  /п  и иі;, 

вычисляем  Іі2  = аі2 — Іци12  (1  = 2,  3,  ....  п)  и и21  = ~(а2/  — 

22 

— (2іці /)  (/  = 3,  4 га)  и т.  д.  Процедура  заканчивается  на 

га-м  шаге,  причем  диагональные  элементы  иц  не  вычисляются,  так 
как  по  условию  все  они  равны  единице. 

Как  видно,  для  вычисления  элементов  матриц  7.  и <7  соответ- 
ствующий элемент  матрицы  А используется  только  один  раз,  и в 
дальнейших  операциях  он  не  участвует.  Поэтому  при  реализации 
алгоритма  на  вычислительных  машинах  найденные  на  данном  шаге 
элементы  /«.  и и,,/  обычно  заносятся  в память  на  места  освобожда- 
ющихся элементов  матрицы  А.  В результате  А (7-разложение  пред- 
ставляется таблицей,  изображенной  на  рис.  75,  б.  При  этом  эле- 
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менты  ііц  — 1 не  хранятся,  а их  значения  учитываются  програм- 
мой при  соответствующих  операциях.  Так,  для  примера  из  (3) 
имеем: 


Г 1 п 

2 - 2 

2 1 і 2 

Г2  1 4 

2 1 2 
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3 т|  -10 

^ СО' 

СМ  со 

со  ^ 

. и 
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3 1 2 1 

о | 
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Ч*1 
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|_!  ; з з ] 
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1 
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-10 
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5 

2 

26 

0 

0 

1 

1 А | = 2 • у • 26  = 26. 

Вычисления  на  к- м шаге  по  компактной  схеме  иллюстрируются 
на  рис.  76  (заштрихованные  части  матриц  не  участвуют  в соответ- 
ствующих операциях).  Исходная  система  уравнений  сводится 
к двум  простым  системам: 


2г/і  = 16 

%і  + у Уг  =10 

Уі  + |-*/2  + 26г/з  = 16 


хі  + ~2  Х*  Ч ^ хз  — Уі 
Х2  ЮХз  = У 2 
хз  = Уз 


Решение  первого  из  них:  уг  = 

= 8;  у 2 = 2 (10  — 3 • 8)  = 

— — 28;г/3  = ^ (16  — 8 + 

+ • 28)  = 3.  Из  второго 

уравнения  находим:  х3  = 3; 
х2  = — 28  + 10  • 3 = 2;  хх  = 

= 8— -і-  - 2 — 2 • 3 = 1,  что 

совпадает  с полученным  ра- 
нее результатом  (3). 

Рассмотренную  схему  часто  называют  алгоритмом  Краута. 
Следует  иметь  в виду,  что  при  использовании  компактной  схемы 
структура  матриц  [ и 1/  предопределяется  фиксацией  ведущих 
элементов  по  главной  диагонали.  Если  на  каком-либо  шаге  диаго- 
нальный элемент  Іц  окажется  равным  или  близким  нулю,  то  даль- 
нейшее продолжение  процедуры  по  этой  схеме  невозможно,  а всякое 
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Рис.  76.  Вычисления  на  к-м  шаге  по  ком- 
пактной схеме. 
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изменение  стратегии  выбора  ведущих  элементов  потребовало  бы 
возвращения  к ее  началу.  Поэтому,  если  нет  уверенности  в соблю- 
дении условий,  необходимых  для  В(У-разложения  при  заранее  фик- 
сированных ведущих  элементах,  следует  прибегать  к другим  мето- 
дам, один  из  которых  рассматривается  ниже. 

6.  Получение  В (7-разложения  методом  исключения.  Верхняя 
треугольная  матрица  V формируется  в процессе  гауссова  исключе- 
ния. Поэтому  для  получения  В (У- разложен  и я достаточно  допол- 
нить алгоритм  Гаусса  так,  чтобы  формировалась  и матрица  I . В то  же 
время  можно  освободить  этот  алгоритм  от  операций  над  элементами 
столбца  свободных  членов  Ъ,  так  как  преобразованный  столбец 
получается  как  у — Ь~гЬ. 

Выясним  способ  образования  матрицы  Ь в процессе  исключения. 
Пусть  на  (к — 1)-м  шаге  матрица  А преобразовалась  в с эле- 
ментами При  этом  = 1 (і=1.  2,  к — 1) 

и а^_1>  =0  (і  > /;  / = 1,2 к — 1).  Преобразование  на  к- м 

шаге  приводит  к матрице  Л(*>  с элементами  о<*>,  причем  (3.4) 


п(Ь) 

икі 


<гУ) 

4_1> ' 


а{к)  — ■ 

ч »/ 


кІ 


■ — а**-1» 

— 1)  и ік  ' 


Лк-1) 

акк 


где  1 = 6 + 1,  . . . , п\  ] — к,  к + 1,  . . . , п. 

Легко  понять,  что  это  преобразование  соответствует  разложе- 
нию Л(6_|)  в произведение  \ѴкА(к>,  где  матрица  11+  имеет  простую 
сгруктуру: 


И+  = 


• 1 

пк 


Процесс  гауссова  исключения  преобразует  А в II  за  п шагов, 
что  соответствует  последовательному  разложению  А — (И+И+  . . . 
. . . Н+)  V — Ш,  откуда 


Ь = И+И+  = 


~а 
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ап  а<2>> 
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ізі  а»»  а$ 
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• • • а(п~1> 
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Таким  образом,  матрица  Ь формируется  последовательно  в процессе 
исключения,  причем  ее  к- й столбец  состоит  из  тех  значений  эле- 
ментов к-го  столбца  матрицы  А,  которые  они  получают  на  (к  — 1)-м 
шаге  преобразования.  Практически  при  проведении  процедуры 
гауссова  исключения  достаточно  на  каждом  шаге  по  главной  диаго- 
нали и ниже  ее  сохранять  значения  элементов  преобразуемой  мат- 
рицы, вычисленных  на  предыдущем  шаге.  В результате  получаем 
квадратную  таблицу  (рис.  75,  б),  которая  и представляет  ІП-разло- 
жение.  Например, 


2 і 2 

2 ! 4-  2 

2 1 \ 

2 

і_2_ 

3 2 1 

— V 

з \ -5 

-> 

з ІІ  -10 

1 3 3 

1 - 1 

_ 2 _ 

у 1 

что  соответствует  матрицам  I и С/,  приведенным  в (4.  5). 

Такой  способ  получения  Ь /7-разложения  не  связан  с предвари- 
тельной фиксацией  ведущих  элементов,  и на  каждом  шаге  ведущий 
элемент  может  быть  выбран  в любой  строке  и столбце,  в которых 
такие  элементы  еще  не  выбирались  на  предыдущих  шагах. 

Это  позволяет  повышать  точность  вычислений  путем  выбора 
в качестве  ведущего  элемента  наибольший  по  абсолютной  величине 
элемент  очередного  столбца  (в  специальной  литературе  можно  найти 
и другие  рекомендации). 

Если  не  все  ведущие  элементы  расположены  на  главной  диаго- 
нали, то  матрицы  І и и будут,  вообще  говоря,  не  треугольными. 
Но  они  легко  приводятся  к треугольным  соответствующей  переста- 
новкой строк  (при  машинной  реализации  этого  алгоритма  вместо 
перестановки  строк  просто  изменяется  их  нумерация).  Вернемся 
к рассмотренному  выше  примеру  и выполним  ^-разложение,  вы- 
бирая ведущий  в каждом  столбце  наибольший  элемент: 
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что  после  перестановки  строк  соответствует  Ь ^-разложению: 
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Как  видно  из  рассмотренного  примера,  при  различной  стратегии 
выбора  ведущих  элементов  матрицы  I и V получаются  различными 
(по  существу  здесь  I и II  соответствуют  не  матрице  А,  а той  мат- 
рице, которая  получается  из  А перестановкой  строк). 

7.  Уравнение  АХ  = В.  Многие  задачи  строительной  меха- 
ники, электротехники,  радиоэлектроники  и других  отраслей  тех- 
ники связаны  с решением  системы  линейных  уравнений,  правые 
части  которых  принимают  различные  значения,  а матрица  системы 
остается  неизменной.  Совокупность  таких  систем  Ах (,)  = Ы'\  ..., 
А ,ѵ<т>  = 6(т)  можно  рассматривать  как  одно  матричное  уравнение 
АХ  — В,  где  X и В — матрицы  размера  п X т,  столбцы  которых 
равны  соответственно  х(і)  и 6(/)  (/  = 1,2 т). 

Как  уже  указывалось  в (3.3),  решение  уравнения  АХ  = В 
можно  представить  через  обратную  матрицу  X = А~1В.  Часто, 
однако,  отдают  предпочтение  процедурам  исключения,  которые 
выполняются  над  расширенной  матрицей  [А,  В].  Пусть,  напри- 
мер, требуется  решить  уравнение  Ах  — Ь при  заданной  матрице 
А и различных  векторах  в правой  части,  т.  е. 
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Преобразуем  расширенную  матрицу  ІА,  В]  по  алгоритму  Гаусса- 
Жордана: 
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Отсюда  имеем: 
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8.  Неопределенная  система.  В общем  случае,  когда  число  урав- 
нений т не  равно  числу  неизвестных  п,  также  применима  процедура 
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исключения,  причем  в процессе  ее  реализации  выявляется  и харак- 
тер системы.  Пусть,  например,  дана  система  уравнений: 

2*і  *2  I *з  + 4х4  х6  = 3 

*і  *2 1 2х3  — х4  -{-  5х&  — 3 

4х%  — ЗХ’з  4~  6л;4  — 9 л' 5 = 4 
Злг1  + 2хг  + Зх3  + Зх4  + 6хь  = 8 


Преобразуем  расширенную  матрицу  системы  с помощью  алго- 
ритма Гаусса — Жордана: 
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Последняя  нулевая  строка  соответствует  тождеству  0 = 0 
что  свидетельствует  о зависимости  исходных  уравнений.  Так  как 
независимых  уравнений  три,  то  и ранг  системы  г = 3.  Таким  обра- 
зом, получаем  эквивалентную  систему  уравнений: 

*і  -Г  Зх4  — хь  = 2;  хг  = 1 ; х3  — 2х4  + Зх5  = 0, 

решение  которой:  х4  = 2 — 3*4  + ,ѵ5;  хг  = 1 ; лг3  = 2х4  — Зх5,  где 
х4  и л:5  могут  принимать  произвольные  значения.  Рассмотренная 
система  является  совместной  и неопределенной,  так  как  имеет 
бесконечное  множество  решений. 

Вообще,  если  ранг  совместной  системы  меньше  ее  порядка 
(г  < п),  то  совокупность  ее  г неизвестных,  называемых  основными, 
всегда  можно  выразить  через  п — г других  неизвестных,  называемых 
свободными.  Очевидно,  основными  будут  те  величины,  которые  ис- 
ключаются из  уравнений,  т.  е.  они  соответствуют  столбцам,  по 
которым  проводится  процедура  исключения.  Свобода  в выборе 
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совокупности  основных  неизвестных  ограничивается  только  возмож- 
ностью выбора  опорного  элемента  в данном  столбце.  Так,  в рассмат- 
риваемом примере  х2  = 1,  и поэтому  х2  не  может  быть  свободной 
неизвестной.  Действительно,  пропуская  второй  столбец  и продолжая 
процесс  исключения  по  третьему  столбцу,  приходим  к следующей 
ситуации: 
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Продолжать  исключение  по  четвертому  столбцу  невозможно, 
так  как  все  элементы  в оставшихся  строках  равны  нулю.  Поэтому 
необходимо  возвратиться  ко  второму  столбцу.  Отсюда  видно,  что 
сама  процедура  исключения  корректирует  выбор  совокупности 
основных  неизвестных. 

При  любом  числе  т уравнений  ранг  системы  не  может  превышать 
число  неизвестных  п (г  < я).  Если  т > я,  то  не  менее  (т  — я)  урав- 
нений совместной  системы  зависимы  и превращаются  в тождества 
в процессе  исключения.  Совместная  система  /я  уравнений  ранга 
г имеет  т — г зависимых  уравнений.  При  г — п она  определенная, 
а при  г < п неопределенная. 

9.  Теорема  Кронекера — Капелли.  Рассмотрим  пример  несов- 
местной системы  и выясним  общий  критерий  совместности.  Пусть, 
например,  в приведенной  выше  системе  правая  часть  последнего 
уравнения  равна  не  8,  а 5.  Тогда  расширенная  матрица  преобра- 
зуется к виду: 


10  0 3 —1  1 2 

0 1 0 0 0 I 1 

0 0 1 —2  3 I 0 ‘ 

_0  0 0 0 0 I — 3_ 

Последняя  строка  выражает  противоречие  0 — — 3 (?),  что 
и свидетельствует  о несовместимости  исходной  системы.  Такая 
система  не  имеет  решений.  Для  того,  чтобы  система  была  совместна, 
необходимо  обращение  в тождества  зависимых  уравнений.  А это 
возможно  лишь  тогда,  когда  нулевым  строкам  преобразованной 
матрицы  А соответствуют  и нулевые  элементы  преобразованного 
вектора  Ь.  Другими  словами,  ранг  матрицы  Л не  должен  изменяться, 
если  к ней  приписать  столбец  Ь. 
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Эти  рассуждения  поясняют  известную  теорему  Кронеквра—Ка- 
пелли : необходимым  и достаточным  условием  совместности  системы 
линейных  уравнений  является  равенство  рангов  матрицы  системы 
Л и ее  расширенной  матрицы  ІА,  Ь].  В нашем  примере  ранг  А равен 
трем,  а ранг  [Л,  Ь\  — четырем,  поэтому  система  несовместна. 

10.  Однородная  система  уравнений.  Система,  все  свободные 
члены  которой  равны  нулю  (Ь  = 0),  называется  однородной.  Она 
всегда  совместна,  так  как  нулевой  столбец  Ь не  влияет  на  ранг 
расширенной  матрицы  ІА,  01.  Однородная  система  п уравнений 
с п неизвестными  имеет  тривиальное  решение  х = 0,  которое 
и единственно,  если  ранг  матрицы  Л равен  ее  порядку  ( г = п). 
При  г < п однородная  система  имеет  бесконечное  множество  реше- 
ний и сводится  к неопределенной  системе  г уравнений  с п неиз- 
вестными. Это,  в частности,  означает,  что  система  п уравнений 
с п неизвестными  имеет  нетривиальные  решения  при  условии,  что 
матрица  системы  особенна,  т.  е.  <ЗеіЛ  = 0. 

Пусть  в системе  уравнений  из  (8)  правые  части  равны  нулю. 
Преобразованная  матрица  этой  системы  имеет  вид 

_1  0 0 3 — Г 

0 10  0 0 

0 0 1 —2  3 ’ 

_0  0 0 0 0_ 

что  соответствует  решению:  хг  = — Зх4  + х5;  х.г  = 0;  х3  = 2х,  — 
3*5 . 

В общем  случае  решение  однородной  системы  ранга  г с п неиз- 
вестными 

П 

Хь  = — 2 а^х,  (к  = 1,  2,  ....  г), 

где  аь  — элементы  матрицы,  преобразованной  по  алгоритму 
Гаусса — Жордана  (предполагается,  что  основным  неизвестным 
соответствуют  первые  г столбцов). 

Рассмотрим  однородную  систему  п уравнений  с п неизвестными 
Ах  = 0 или 

П 

2 ацХі  = 0 (і  = 1,  2,  . . . , л), 

0=1 

матрица  Л которой  просто  вырождена,  т.  е.  ее  ранг  г п — 1. 
Разлагая  определитель  этой  матрицы  по  элементам  какой-либо  стро- 
ки, запишем: 

гг 

2 ЯіАѵ  = бе!  Л (4  = 1,  2 л). 

/=і 
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Так  как  йеі  А = О,  то  сравнивая  записанные  соотношения  при 
любом  і,  находим 

Х1  = кАц  (/=  1,  2,  ....  п), 

где  к — произвольное  число,  не  равное  нулю. 

Таким  образом,  неизвестные  пропорциональны  соответствую- 
щим алгебраическим  дополнениям  элементов  какой-либо  строки 
матрицы  А,  т.  е.  вектор  решений  можно  представить  в виде: 
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Решим  систему  уравнений 
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Матрица  этой  системы  просто  вырождена,  так  как  ее  ранг  равен 
двум,  следовательно,  достаточно  вычислить  алгебраические  до- 
полнения элементов  какой-либо  строки,  например,  первой: 


Д 


и — 


7 

6 


= 1; 


Отсюда  запишем  решение  рассматриваемой  системы  уравнений: 
*і  = — к;  х2  = к\  х3  = — 2 к или 


х = 


причем  это  решение  удовлетворяет  данной  системе  при  любом  зна- 
чении числа  к. 

11.  Применение  блочных  матриц.  При  решении  определенной 
системы  уравнений  я-го  порядка  можно  воспользоваться  разбие- 
нием матрицы  этой  системы  на  блоки.  Представим  уравнение  Ах  = 
~ Ь с неособенной  квадратной  матрицей  А в виде: 
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л«] 
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А 21 
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где  Л л и А 22  — квадратные  матрицы  порядков  р и <7,  причем  р 4* 
4-  <7  = л.  Рассматриваемое  уравнение  равносильно  системе  двух 
матричных  уравнений: 

Л ах'  + Л12х  = Ь'  | 

Л21х'  + Л22х"  = 6’  I ’ 

Выразим  х*  из  второго  уравнения 

х"  = Л Го1  (Ь"  - Апх') 


и подставим  его  в первое  уравнение 

Аих'  -р  Л12Лг2  (Ь  — Агіх  ) = Ъ . 


Отсюда  имеем 

х'  — (Ла  — Л12Лгг  Л21)  1 ( Ь Л12Л22  Ь )• 

Определив  по  этой  формуле  х’,  можно  затем  найти  и х"  по  при- 
веденному выше  соотношению. 

Проиллюстрируем  изложенный  метод  на  примере  системы  урав- 
нений: 


2хг  — х2  — х3  — 4х4  = 4 
Зх2  — х3  — 2х4  = 2 
хг  + х2  + 2х3  4~  Зх4  = 6 
Зх4  — 2х2  4*  Х3  4-  х4  — 6 


Представим  эту  систему  в виде 
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По  формуле  для  х’  имеем 
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Используя  полученный  результат,  определяем  х" 
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Таким  образом,  решение  системы  уравнений:  хг  = 2;  х = 1; 
х3  = 3;  х4  = — 1 или  в векторной  форме 

" 2~ 

1 

* = 3 • 

—1 


Особенность  изложенного  метода  решения  системы  уравнений 
состоит  в^  том,  что  вместо  обращения  матрицы  п-г о порядка  необ- 
ходимо обращать  матрицы  более  низких  порядков  р и <7  (р  -)-  а = 
= п);  Этот  метод  особенно  удобен,  если  матрицу  системы  урав- 
нении можно  представить  в таком  виде,  что  одна  из  матриц  Л12 
(или  Л21)  является  нулевой  (это  обычно  достигается  перестановкой 
соответствующих  строк  и столбцов).  Так,  при  Л12  = О 

х'  = Ап'Ъ'-  х"  = А22  (Ь"  — А21х'), 

а при  А 2і  = О 


= Ап'{Ь’~  Л12ЛГ2Ѵ);  х" 


А22  Ъ" . 


Если  одновременно  А12  — 0 и Л21  ==  0,  то  исходная  система 
распадается  на  две  независимые  системы  уравнений  А21х'  = Ь' 
и Л22х"  = Ъ",  решения  которых: х'  = Ай'Ь'  и х"  = А22Ь". 

12.  Исключение  переменных.  Иногда  требуется'  представить 
определенную  систему  уравнений  ц-го  порядка  относительно  пере- 
менных х1;  х2,  . . . , хп,  исключив  из  нее  совокупность  переменных 

*•  Обозначив  х'  = (хѵ  х2,  . . . , х5)  и х"  = (*1+1  . . . , хп), 

на  основе  результатов  предыдущего  пункта  запишем: 


Ии  — А12А22'А21)х'  = V — А12А72'Ъ". 

Таким  образом,  приходим  к системе  уравнений  5-го  порядка 
в матричной  форме  Л'х'=  с,  где  матрица  системы  Л'  и вектор  сво- 
бодных членов  с выражаются  соотношениями: 


А — Ап  — А12А22  Л21;  с — Ь’  — А12А22Ъ" . 

я/  Р частности,  если  Ь = 0,  получаем  сокращенную  систему  в виде 
Ах  ==  Ъ . В этом  случае  можно  представить  элементы  а'ц  (і,  / =; 
= 1,  2,  ...,  $)  матрицы  Л'  через  миноры  матрицы  Л в виде: 

д Ч 

аЧ  ~ д^  (Ц  / = 1,2,...,  5). 
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$ 1*1 


Здесь  Д5  = Аи  22і  ...  ,55 — 5-кратное  алгебраическое  дополнение 
матрицы  А,  получаемое  вычеркиванием  из  ее  определителя  пер- 
вых 5 строк  и столбцов.  Его 
можно  рассматривать  так- 
же как  минор  матрицы  А, 
образованный  последними 
(п  — 5)  строками  и столб- 
цами с номерами  5+1, 

5 + 2,  ...,  п (рис.  77,  а). 

Величина  А! У — это  минор 
матрицы  А ( п — 5 + 1)-го 
порядка,  образованный  і- й 
строкой  и /-м  столбцом,  а 
также  последними  ( п — 5) 
строками  и столбцами  (рис. 

77,  б). 


ш 

ІШ 

а 

Рис.  77.  Схема  образования  миноров  матрицы 
системы: 

а — минор  д5:  6 — минор  д«. 


Рассмотрим,  например,  систему  уравнений 


«п 

«12 

«13 

«14 

м 

сл 

1 

Й21_ 

_«22_ 

1 «23 

_+25 

«31 

«32 

1 «33 

«34 

«35 

«41 

«42 

[«43 

«44 

«45 

_ «51 

«32 

1 «53 

«54 

«56  _ 

*і 

Ь1 

Х2 

к 

х3 

= 

0 

х4 

0 

_+5_ 

0 

Исключая  переменные  х3,  х4,  хъ,  приходим  к системе 


«11 

«12 

\хі 

Ь1 

.«21 

«22. 

1+2. 

где 


а“  = д: 


Й2І  =• 


«11 

«13 

«14 

«15 

«12 

«13 

«14 

«15 

«31 

«33 

«34 

«35 

; «12  = 

і 

«32 

«33 

«34 

«36 

«41 

«43 

«44 

«45 

+ 

«42 

«43 

«44 

«46 

«51 

«53 

«54 

«55 

«52 

«53 

«54 

«55 

«21 

«23 

«24 

«25 

«22 

«23 

«24 

«25 

«31 

«33 

«34 

«35 

; «22  = 

і 

«32 

«33 

«34 

«35 

«41 

«43 

«44 

«45 

+ 

«42 

«43 

«44 

«46 

«51 

«53 

«54 

«55 

«52 

«53 

«64 

«55 

а также 


Д,= 


«33  «34 

«35 

«43  «44 

«45 

«5.  «64 

«56 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Дана  определенная  система  уравнений: 

*і  4~  2*а  4*  3*з  4-  4*4  = 30  ] 

хі  4"  2*2  + 3*з  + 4*4  = 10  I 

*2  *з  + Хі  — 3 [ 

*і  ~Ь  *з  + хз  4~  *4  = 10  ] 


Найти  ее  решение  с помощью: 

а)  правила  Крамера; 

б)  обращения  матрицы  системы; 

в)  алгоритма  Гаусса; 

г)  алгоритма  Гаусса — Жордана. 

2.  Найти  Г (/-разложение  для  матрицы  системы  уравнений  из  задачи  1, 
воспользовавшись: 

а)  компактной  схемой; 

б)  методом  исключения. 

3.  Существует  ли  решение  приведенных  ниже  систем  уравнений  и явля- 
ется ли  оно  единственным? 


а)  3*4  -|-  2*2  -{-  *3  = 7 

2*4  + *2  — 2*з  = 8 

*і  + 4 *2  + *з  = 5 

в)  2*4  + 7*2  = 4 

3*4  4~  3*2  4"  0*3  = 3 

2*1  4-  2*2  4-  4*з  = 2 


б)  3*4  4-  2*2  4~  4*з  = 7 1 

2*4  4*  *2  4-  *з  = 4 | ; 

*4  4"  3*2  4-  5*з  — 2) 


г)  2*4  4-  8*2  4"  7*з  = 0 1 

*4  + 2*2  4"  4*з  = 0 > 
2*4  4-  4*2  4-  6*3  = 0 I 


4.  Решите  с помощью  алгоритма  Гаусса  те  системы  уравнений  из  задачи 
3,  решения  которых  существуют. 

5.  При  каких  значениях  а система 

(5  — а)  *і  — 3*2  4-  2*з  = 0 1 

6*і  — (4  4-  а)  *2  4-  4*з  = 0 | 

4*4  — 4*2  + (5  — а)  *3  = 0 1 

имеет  ненулевые  решения?  Решите  эту  систему  при  одном  из  найденных  зна- 
чений а. 

6.  Дана  система  уравнений 


2 2 5 3 

6 15  4 

*і 

*2 

5 

5 

4—101 

2 0 11 

*з 

*4 

0 

1 

Проверьте  ее  на  совместимость  и найдите  решение,  если  оно  существует. 

7.  Решить  уравнение  Ах  = Ь при  заданной  матрице  А и различных  зна- 
чениях вектора  Ь = Ь0)  (і  = 1,  2,  3): 


Г2  3 11 

; *<*>  = 

Г11 

; і<2>  = 

Г— 31 

Г21 

А = 

4 —1  1 

5 

—і 

; 6<3>  = 

5 

5 1 1 

1 

—1 

3 

Запишите  условие  этой  задачи  в виде  единого  матричного  уравнения 
АХ  = В и представьте  его  решение  как  матрицу  X. 
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8.  Решите  матричное  уравнение  ХА  — В,  где 


■ 1 

2 

-1 

—1 

—21 

— 1 

: в = 

•— 1 

3 

1 

—1 

— Г 
2 

—1 

3 

2 

2 

2 

1 

9.  Покажите,  что  матричное  уравнение  АХ  = В не  имеет  решения  для 
матрицы  X,  если  ранг  В больше  ранга  А. 

10.  Уравнение  я-узловой  электрической  схемы  с одним  входом  и одним 
выходом,  имеющим  общий  узел  О (рис.  78),  можно  представить  в виде: 


у и 

Уіг 

Ууз 

■■■  Ущ  1 

“і 

Угу 

У 22 

Угз 

...  у2п 

«2 

Узі 

Узі 

Узз 

•••  Узп 

«3 

-Ущ 

Ум 

Упъ 

• . Упп- 

или  в матричной  записи  У и = і,  где  V — матрица  проводимости  схемы; 
и = («1,  и2,  ...,  ип)  — вектор  узловых  напряжений,  отсчитываемых  от  базис- 
ного узла  О;  ^ и /2  — соответственно  входной  и выходной  токи. 

а)  Воспользовавшись  правилом  Крамера,  покажите,  что  входное  и вы- 
ходное напряжения  можно  представить  в виде: 


/о- 


0о- 


п-2 

внутренних 

узлов 


-о  2 


-00 


Рис.  78.  Электрическая  схема 
С одним  входом  и одним 
выходом,  имеющими  общий 
узел  0. 


интерпретация  системы  двух 
уравнений  на  плоскости. 


где  Д — определитель  матрицы  V;  Ас/  (I,  / = 1,  2)  — алгебраические  до- 
полнения соответствующих  элементов  этой  матрицы. 

б)  Исключив  переменные  и3,  «4,  ....  ип,  приведите  исходную  систему 
уравнений  к виду: 


(1  д (&22и1  &Циі) 

11,22 

І'г  д (^12Ы1  — Дц^г) 

а11,22 

в)  Запишите  общие  выражения  для  передачи  напряжения  при  холостом 
ходе  Ки  и передачи  тока  при  коротком  замыкании  Ку,  т.  е. 


К, 


и, 


1/1,=0 


*/  = г ■ 

Н 1иг=0 
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11.  Система  уравнений 


“ІІ*І  + ®І2Х2  — М 
аіІХі  + а22*2  = Ьг  I 


представляется  на  плоскости  двумя  прямыми  (рис.  79).  Если 


Д = I °1І  аІ2 
1 ^21  ^22 


^12^22  ^12^21  ^ б 


то  данная  система  определенная  и ее  решение: 

ХІ  = "д"  (°22^1  ' — а1гЬ2)\ 

Х2  ~ "д"  ( а11^2  °2]^і) 


изображается  точкой  (л:1(  х2)  пресечения  этих  прямых.  Рассмотрите  геометри- 
ческое  представление  данной  системы  в случаях,  когда  она: 

а)  неоднородная  (Ьг  Ф О,  Ь2  Ф 0)  и совместная  при  Д = О- 

б)  неоднородная  и несовместная; 

в)  однородная  = Ь2  = 0)  при  А ф 0; 

г)  однородная  при  Д = 0. 

_і2-  Покажите,  что  в частном  случае  исключения  переменных  при  Ь'  = 0 
и 5 2 система  уравнений  п- го  порядка  приводится  к виду: 


1 Г 

ЛИ,22  41з 


5.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ 

1.  Представление  в матричной  форме.  Теория  матриц  оказалась 
эффективным  средством  исследования  и решения  дифференциаль- 
ных уравнений.  Среди  них  наиболее  простыми  являются  линейные 
дифференциальные  уравнения  с постоянными  коэффициентами, 
к которым  приводятся  многие  задачи  физики  и техники.  Здесь 
рассматриваются  только  такие  уравнения  и для  краткости  будем 
называть  их  просто  дифференциальными  уравнениями. 

Дифференциальное  уравнение  первого  порядка  относительно 
неизвестной  функции  х -=  х(і)  имеет  вид 

%Г  = ах  (()  + [(/), 

где  а — постоянный  коэффициент;  \{і)  — непрерывная  функция 
времени,  определенная  на  некотором  интервале  < I < (2. 

Решением  уравнения  является  функция  х(і),  подстановка  кото- 
рой в это  уравнение  обращает  его  в тождество.  При  [(()  = 0 урав- 
нение называется  однородным  и его  общее  решение  выражается  как 
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х = сеаІ,  где  с — произвольная  постоянная.  Общее  решение  исход- 
ного неоднородного  уравнения  (/(/)  Ф 0)  выражается  формулой 

і і 

х = (с  + | е~ах  ѵ (т)  йт)  е°‘  = сеа'  + | еаи~'1ф(х)  сЬ. 

^0  (о 

Это  решение  представляет  собой  сумму  общего  решения  одно- 
родного и частного  решения  неоднородного  дифференциальных 
уравнений.  Оно  удовлетворяет  начальному  условию  х(0)  — х0 
при  с — х0,  т.  е. 

і 

х = х0е°{  + [ еа^і(х)дх. 

о 

Переходя  к системам  дифференциальных  уравнений,  рассмот- 
рим их  представление  в нормальной  форме : 

^ = апх1  + о12х2  + • • • + ащХп  + /х  (0 
сіх 

= а21Х1  + Й22Х2  + • • • + й2пХп  + /г  (0 


-др  — ап\Хг  + ап 2х2  + • • • + аПпХп  + /я  (0 

к которой,  как  известно,  можно  привести  любую  систему  линейных 
дифференциальных  уравнений.  В матричной  записи  эта  система 
представляется  одним  уравнением 

~ = Ах  + [, 


где  х — вектор  (столбец)  неизвестных  функций  х1  = х1(/);  х2  = 
= х2 (/);  хп  = Хп(і)\  ! — вектор  (столбец)  задающих  функций 
/і=/і(0;  /2  = /2(0;  •••;  /я  = /л(0  И Л— квадратная  матрица 
постоянных  коэффициентов  ац  ( і , /=  1,  2,  ...,  п): 


х1  ~ 

«п 

о12  • • • 

а\п 

~ /іП 

X — 

Х2 

; Д = 

«21 

«22 

а2п 

; / = 

/2 

Х„ 

ап  і 

ап  2 • • • 

&пп 

_ и 

Задачу  об  отыскании  решения  системы  дифференциальных  урав- 
нений, удовлетворяющих  заданным  начальным  значениям  скаляра 
г = 0 и вектора  х0  — х(0),  называют  задачей  Коши.  По  аналогии 
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с дифференциальным  уравнением  первого  порядка  можно  запи- 
сать искомое  решение  для  вектора  неизвестных  функций  в виде: 

і 

х = еА%  + | еА«—Ц  (-.)  (Іх. 
о 


Необходимо  установить  допустимость  такого  представления 
решения,  а также  выяснить  смысл  и способы  определения  входящей 
в него  матрицы  еА  . 4 

2.  Решения  нормальной  однородной  системы.  В матричной 
форме  нормальная  однородная  система  дифференциальных  урав- 
нении (/  = 0)  имеет  вид:  у ѵ 


Будем  искать  ее  решение  в виде  х = Ь*,  где  к — вектор 
(столбец)  произвольных  постоянных.  Подставляя  х в исходное  урав- 
нение, получаем  ЬХ*  = АН*  или  после  сокращения  на  скаляр 
в и перенесения  АН  в левую  часть  равенства: 


(ХЕ — А)  к = 0. 

Заметим,  что  сокращать  на  вектор  к нельзя,  так  как  операция 
деления  на  вектор  в общем  случае  не  имеет  смысла.  Вынося  за  скоб- 
ки вектор  к,  необходимо  умножить  предварительно  кХ=  Хк  на  еди- 
ничную матрицу  Е. 

Уравнение  (ХЕ  — А)к  — 0 имеет  нетривиальные  решения  при 
условии,  что  определитель  матрицы  (ХЕ  — А)  обращается  в нуль 
(4.  10),  т.  е.  \ ХЕ  — А \ = 0 или 


А(Х)  = 


X - аи 

ахг  • • . 

С1\п 

Й21 

X 2 * * * 

а2п 

= 0. 

ап  і 

а„2  • • • 

X 

‘ О-пп 

к матрицы 

А равен  п, 

то 

Д (X)  является  много- 

“Ь  ' ■ ’ + о.п— {к  ф-  ап.  Корни  уравнения  Д(Х)  = 0 (нули  многочлена 
Д (/.)),  число  которых  в соответствии  с основной  теоремой  алгебры 

равно  п,  дадут  значения  Х1(  Ха Хп,  при  которых  исходная 

система  имеет  нетривиальные  решения. 

Рассмотрим  наиболее  простой  случай,  когда  все  корни  уравне- 
ния Д(Х)  = 0 простые  (попарно  различные).  Тогда  при  X = Х(- 
имеем  однородное  уравнение  ( ХіЕ  — А)  к{1)  = 0,  из  которого  можно 
°ПР^еЛИТЬ  вектоР  ^и)-  Таким  образом,  решение  нормальной  системы 
дифференциальных  уравнений,  соответствующее  корню  Хс,  будет 
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х®  = к{і)ехіг.  Всего  получим  п таких  решений,  соответствующих 
п корням  Хх,  Х2,  . . , , Хл. 

Для  любой  квадратной  матрицы  А по  установившейся  термино- 
логии (кЕ  — А)  называется  характеристической  матрицей,  а 
Д(Х)  — | кЕ  — А | = 0 — характеристическим  уравнением.  Корки 
Хх,  к 2,  ...,  кп  уравнения  А(к)  — 0 называются  собственными  зна- 
чениями ( характеристическими  числами),  а векторы  й(1),  /г*2*,..., 
Н(п)  — собственными  векторами  матрицы  А . 

3.  Пространство  решений  однородной  системы.  Можно  пока- 
зать, что  множество  всех  решений  однородной  системы  дифферен- 
циальных уравнений  образует  н-мерное  линейное  пространство 
(2.  9.  5). 

Действительно,  если  х®  и х(/)  — какие-либо  решения  системы, 
то  их  сумма  х®  + х®  также  будет  решением,  что  вытекает  из 
следующего: 

~ (х®  + х<й)  = ^ + = А*»  + Лх®  = А (х®  + х®). 

Если  х® — решение  системы,  то  его  произведение  на  число  а, 
т.  е.  ах®,  также  будет  решением,  что  следует  из  соотношений: 

^ (ах®)  = а ^ = аЛх®  = А (ах®). 

Так  как  для  суммы  матриц  и произведения  матрицы  на  число 
выполняются  все  аксиомы  линейного  пространства,  го  с учетом 
полученных  результатов  следует,  что  множество  всевозможных 
решений  системы  дифференциальных  уравнений  образует  линейное 
пространство.  Если  все  собственные  значения  матрицы  А системы 
уравнений  различны,  то  в качестве  базиса  этого  пространства  мож- 
но принять  п решений  х®  = Ы1)  еі1  ( і — 1,  2,  п).  Тогда 

общее  решение  имеет  следующий  вид: 

х = сгхкХ)  + с^х^  + • • • + спх <я>  = 2 с,-/і®еХ‘*. 

4.  Матричная  запись  решения  однородной  системы.  Предста- 
вим полученное  выражение  в матричной  форме.  Рассматривая  век- 
торы .*®  как  столбцы  матрицы  X,  а ц — как  элементы  столбца 
произвольных  постоянных  с,  запишем: 


В свою  очередь,  матрица  X выражается  следующим  образом; 
X = [Л(І>ехД  /№ех‘‘ = 


= [Л(1>,  Л(2>,  ....  /і(п)]  • 


~ехі< 


ех,і 


е'п1 


= я?(о. 


Здесь  через  Я обозначена  матрица  п- го  порядка,  состоящая  из 
Столбцов  й(‘>,  а элементами  диагональной  матрицы  Ф (!)  являются 
экспоненциальные  функции  е 11  (і  — 1,  2,  п).  Итак,  решение 

нормальной  однородной  системы  линейных  дифференциальных 
уравнений  представляется  в виде: 

х = Яср  (/)  с. 

При  і = 0 матрица  ср  (()  равна  единичной  матрице,  следовательно 
начальное  условие  х0  = Нс,  откуда  с = Н~хх0.  Подставляя  это  зна- 
чение с в общее  решение,  получаем 

х = Яср  (0  Н-'х0  = Ф (0  х0. 

Матрица  п-го  порядка 

Ф (0  = НѴ  (і)Н-1 

называется  фундаментальной  матрицей.  Ее  вычисление  сводится 
к определению  собственных  значений  и собственных  векторов  мат- 
рицы А системы  дифференциальных  уравнений. 

5.  Определение  фундаментальной  матрицы.  В вычислительной 
математике  задача  отыскания  собственных  значений  и векторов 
ставится  применительно  к любой  квадратной  матрице  без  непосред- 
ственной связи  с дифференциальными  уравнениями  и называется 
полной  проблемой  собственных  значений.  Для  ее  решения  разрабо- 
тано большое  число  различных  алгоритмов,  которые  изложены 
в специальной  литературе.  Естественно,  любой  из  них  можно  ис- 
пользовать для  определения  фундаментальной  матрицы  Ф(/). 

Ограничимся  лишь  иллюстрацией  использования  основных  со- 
отношений при  вычислении  Ф(/).  Матрица  Я,  называемая  модальной 
матрицей,  может  быть  получена  как  совокупность  п столбцов 
Ни\  которые  являются  решениями  однородных  уравнений  (ХСЕ  - 
— А)№  = 0 (/  = 1,  2,  ...,  п).  Ранг  матрицы  ( \Е  — А)  при  раз- 
личных собственных  значениях  равен  п — 1.  Действительно,  так 
как  определитель  этой  матрицы  равен  нулю,  то  она  особенная  и ее 
ранг  не  может  быть  больше,  чем  п — 1 . В то  же  время  он  не  может  быть 
и меньше,  чем  п — 1,  так  как  при  этом  все  миноры  ( п — 1)-го 
порядка  равнялись  бы  нулю,  что  означало  бы  кратность  собствен- 
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ных  значений.  Таким  образом,  ранг  (к:Е  — А)  точно  равен  п — I, 
поэтому  при  вычислении  столбцов  модальной  матрицы  можно 
воспользоваться  методом,  изложенным  в (4.  10). 

Рассмотрим  в качестве  примера  однородную  систему  дифферен- 
циальных уравнений: 


= 4хі  — 8х2  + *з 

= 5хх  — 9х2  ф-  х3  , . 
= 4*!  — 6х3  — X., 

Для  этой  системы 


~4 

—8 

Г 

-X  — 4 8 — 1 " 

А = 

5 

—9 

1 

>* 

! 

II 

—5  Хф-9  —1 

_4 

—6 

— 1_ 

_ —4  6 X + 1_ 

Поскольку  для  вычисления  Н‘  необходимы  алгебраические  до- 
полнения какой-либо  строки  матрицы  (ХЕ  — Л),  то  определитель 
этой  матрицы  удобно  получать  разложением  по  элементам  той  же 
строки. 

Алгебраические  дополнения  элементов  первой  строки: 


Дц  (X) 


X +9 
6 


— 1 

X + 1 


= X2  ф-  10Х  + 15; 


—5  —1 

—4  X ф-  1 


5Х  ф-  9;  Д13  (X) 


—5  X + 9 
—4  6 


= 4Х  ф-  6. 


Характеристический  многочлен  и собственные  значения: 


Д(Х)  = (Х  — 4)(Х2+  10Х  + 15)  + 8(5Х + 9)  — 1 (4Х  ф- 6)  = 
— X3  ф-  6Х2  ф-  1 IX  ф-  6 = (X  ф-  1) (X  —)—  2)  (X  ф—  3); 

Хх  = 1;  Х2  = — 2;  Х3  = — 3. 

Собственные  векторы: 


~Дц(^Г 

і~ 

-оГ 

11 

5; 

Ді2  (Х|) 

— Діз 

іН 

-се 

II 

5; 

і 

1 

; й<2>  = к2 

—1 

2_ 
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Принимая  к1  = ~\  к2  = — 1 и63  = — -і-  (эти  значения  произ- 
вольны и выбираются  по  соображениям  удобства),  получаем  мо- 
дальную матрицу,  а также  обратную  к ней: 


~3 

1 

Г 

~ і 

—1 

(Г 

н = 

2 

1 

1 

; н-*  = 

і 

—2 

1 

1 

2 

1_ 

—3 

5 

— 1_ 

Фундаментальная  матрица 

Ф (I)  = Яср  (/)Я-!  = 


“3 

1 

Г 

е~1 

0 

0 “ 

~ 1 

—1 

0“ 

2 

1 

1 

0 

е~2і 

0 

1 

—2 

1 

1 

2 

1 

_ 0 

0 

е—зі 

—3 

— 

5 

-1 

что  после  перемножения  матриц  приводит  к следующему  резуль- 
тату: 


Ф(/)  = 


~3е~‘  + е~2‘  — Зе~3‘ 
2ег1  + е~21  — Зе~31 
_е~‘  + 2е~-‘  — Зе~3/ 


— Зе~е  — 2е~2‘  -(-  5е~3‘  е~2і  — е~3г~ 
— 2е~(  — 2е~21  -1-  Бе-3*  е~2‘  — е~3і 
—е-і  — 4е~2‘  + 5е~3'  2е~2‘  — е~3‘_ 


Таким  образом,  в соответствии  с соотношением  х = Ф (і)х0 
общее  решение  рассматриваемой  однородной  системы  дифферен- 
циальных уравнений: 


*і  = (Зе~‘  + е~2‘  — Зе~3‘)  х10  + (— Зе~<  — 2е~2*  + Бе~3<)  х2й  + 
+ (е~2і  — е~31)  х30\ 

х2  = (2е~‘  + в-2*  — 3е-30  х10  + (—2е~‘  - 2е~2‘  + Бе-3*)  х20  + 
+ (е-2‘-е-30хзо; 

х3  = {е~‘  + 2е~2і  — Зе~Ъі)  х10  + ( — е~‘  — 4е~2/  + Бе~3і)  х20  + 
+ (2е~2‘  — е~3‘)  х30, 


где  х10,  х20,  х30  — элементы  вектора  х0,  равные  начальным  значе- 
ниям соответствующих  переменных  при  1 — 0. 

6.  Экспоненциальная  функция  от  матрицы.  Воспользовавшись 
разложением  в степенной  ряд  экспоненциальной  функции  от  ска- 
лярной переменной 


еи  — ] _і_  Ы М2 
+ 1!  + 2! 


+ 


* 
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представим  функциональную  матрицу  (/)  в виде: 


<р(0  = 


Диагональную  матрицу  под  знаком  суммы  можно  рассматривать 
как  результат  возведения  в 5-ю  степень  диагональной  матрицы  Л, 
элементами  которой  являются  собственные  числа  матрицы  А,  т.  е. 


Хі 

х.8 

л = 

; Л5  = 

Х„_ 

Х8_ 

Таким  образом,  по  аналогии  со  скалярным  случаем  можно 
записать: 


<Р  СО  = ДГ  = еКі  = ехР  (Л0, 

5=0 

т.  е.  матрица  ф(0  представляет  собой  экспоненциальную  функцию 
от  матрицы  А(. 

Выясним  характер  фундаментальной  матрицы  Ф (/) . Подставляя 
решение  в однородное  дифференциальное  уравнение  ^ = Ах, 
получаем  тождества: 

я [ф  (0  = АФ  (і)  х0;  х0  = АФ  (0  х0. 

Так  как  в этих  тождествах  х0  — вектор  начальных  значений 
не  зависящий  от  времени,  то  Ф(^)  = АФ(/),  т.  е.  Ф(/)  — это  такая 
матрица,  производная  которой  по  времени  равна  произведению  мат- 
рицы А на  саму  матрицу.  Аналогичными  свойствами  обладает 
единственная  скалярная  функция  ехр(а0,  поэтому  интуиция  под- 
сказывает соотношения: 

Ф (/)  = ел‘;  = ІіеА‘  = АеАі  = АФ  СО- 
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Можно  привести  и более  строгие  соображения  в пользу  этих 
соотношений.  Подставив  Ф (/)  = Я?  (/)  Я-1  в тождество  ФЦ)  = 
= ЛФ  ((),  имеем:  х ' 


~ (Я?  (()  Я *)  = А (Я?  (О  Я'1);  Я М Я'1  = ЛЯ?  (/)  Я'1. 
Умножая  слева  на  Я-1  и справа  на  Я,  получаем: 

= Я-МЯ?  (0;  Л?  (О  = (Я-МЯ)  ? (0. 


Здесь  дифференцирование  диагональной  матрицы  выполнено 
по  формуле  ?(/)  = — ехр  ( А( ) = Л ехр  (Л/),  справедливость  которой 
вытекает  из  следующего: 


сП 


е}іі 

— 

Гй  \< 
йГ 

е'п* 

<1  \ 1 
— е п 

<и  л 

л X / 
Л/і*  « . 

еК< 


= Л?  (/)  = АеК(. 


В результате  получаем  важные  соотношения,  устанавливаю- 
щие связь  между  матрицами  Ли  А посредством  модальной  мат- 
рицы Я: 

Л = Я_1ЛЯ;  А = НАН~1. 

Как  видно,  любая  квадратная  матрица  Л,  все  собственные  зна- 
чения которой  различны,  преобразуется  в диагональную  матрицу, 
элементами  которой  являются  эти  собственные  значения.  Это  част- 
ный случай  преобразования  подобия,  которое  играет  большую  роль 
в теории  матриц  и ее  приложениях.  Воспользуемся  полученными 
соотношениями  для  представления  Ф(/)  в экспоненциальной  сЬоиме 
Так  как  Ф(/)  = Нц.{1)Н~\  то 
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Но  Л8  = ЛЛ5_1  = (Я-1  ЛЯ)  ЛА8— 2 = (Я-1  АН)  (Я'1  ЛЯ)  . . . 

(Я-1  ЛЯ)  = Я -М  (ЯЯ-1)  Л (НН-1)  А ...  ЛЯ  = Я~М8Я.  СледсЕй- 
тельно, 


5=0 

Вообще,  экспоненциальную  функцию  от  любой  квадратной  мат- 
рицы X можно  представить  в виде  сходящегося  ряда: 


е*  = 1 + X + 


X2  , X 


2! 


+ 3!  + 


I 8\  ‘ 


Обратной  к матрице  ех  является  функциональная  матрица 


(е*)-1  = е~х  — 


1 -X  + 


х2 

21 


■-  + 
3!  ^ 


У<-Ѵ$ 


Дифференцирование  экспоненциальной  функции  от  матрицы 
выполняется  по  обычному  правилу 

~ еА‘  — АеАі. 

(XI 


Следует  иметь  в виду,  что  вообще  ехеѵ  Ф еѵех,  причем  соот- 
ношение ехеѵ  = ех+у  имеет  смысл  только  в случаях,  когда  X 
и У — перестановочные  матрицы.  Через  экспоненциальную  функ- 
цию выражаются  также  другие  функции  от  матриц: 

зіп  X = (еІХ  — е~ІХ);  соз  X = ~ (ёх  + е~ІХ ); 

зй  X = у (ех  — е~х);  сЬ  X — ~ (ех  + егх)\ 
ёх  = соз  X + і зіп  X;  е~іХ  = соз  X — і зіп  X. 

Разложение  в ряд  также  используется  для  вычисления  Ф(/)  = 
= ехр  ( Аі ),  так  как  доказано,  что  этот  ряд  сходится  равномерно 
и абсолютно. 

7.  Преобразование  подобия  и замена  переменных.  Преобразо- 
вание подобия  Л — Я“М Я приводит  матрицу  Л с различными  соб- 
ственными значениями  к диагональной  форме  Л (к  диагональной 
форме  приводятся  и некоторые  другие  типы  матриц,  например  сим- 
метричные). Так  как  экспоненциальная  функция  от  диагональной 
матрицы  определяется  без  труда,  то  при  вычислении  экспонен- 
циальной функции  от  матрицы  удобно  пользоваться  соотношением: 

ехр  (Аі)  = Я ехр  (Аі)  Я-1. 


9 5-165 
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В то  же  время  Н можно  рассматривать  как  матрицу  преобразо- 
вания переменных  дифференциального  уравнения,  т.  е.  х — Ну, 
где  у — новый  вектор  неизвестных  функций.  Подставив  л:  в исходное 
уравнение,  получим: 

Н%  = ЛНу\  | =(Я-МЯ)0;  % = Ау, 


т.  е.  замена  переменных  приводит  к дифференциальному  уравне- 
нию с диагональной  матрицей  Л.  Фундаментальная  матрица  при 
этом  будет  также  диагональна  и решение  получаем  в виде: 

У = еА1Уо’  Ун  = Н-% 

Преобразование  х = Ну  можно  рассматривать  как  переход 
к новому  базису  «-мерного  пространства  с нормальными  коорди- 
натами. Значение  этого  преобразования  состоит  в том,  что  исход- 
ная система  уравнений  «развязывается»  относительно  новых  перемен- 
ных. Действительно,  представив  преобразованное  уравнение 
йу  . 

= Лу  в развернутом  виде 


Уі 

хіУі 

Уі 

= 

Х2</2 

- Уп  _ 

_ ХлУл_ 

Ф/і 

<и 


хіУі>  — ^іУі'у  ■ • 


йУп 

<и 


Х пУп ■ 


Соответственно  и в решении  относительно  преобразованных 
координат  собственные  значения  не  связаны  между  собой: 

Уі  = Уіо<?ѵ;  У г = ; уп  = уппеХп‘. 

Такая  форма  представляет  существенные  удобства  при  ана- 
лизе линейных  дифференциальных  систем.  Так,  для  примера  из  (5) 
имеем: 


Уі  = Уме  Уі  = Уіне~2і\  Уз  = Узпе~'і1 , 
где  начальные  значения 


Ую 

~ 1 

—1 

(Г 

Х10 

•**10  -^20 

У 20 

= 

1 

—2 

1 

Х20 

= 

ЛГю  2^20  -^30 

_Узо_ 

з 

5 

— 1_ 

— Х30 _ 

_ 5-^20  *го— 
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Переходим  к исходным  функциям: 


*1 

“3 

1 

Г 

Уі 

Зуі  + у 2 + Уз 

* = 

*2 

= 

2 

1 

1 

Уг 

= 

2^1  4-  Уі  А-  Уз 

_*3_ 

1 

2 

1 

-Уз- 

_ У\  + 2 у 2 4-  у3_ 

хі  (*ю  *2о)  Зе  1 4”  (*ю  — 2*20  4-  х50)  в ^ -\- 

+ (— 3*10  + 5х20  — х30)  е~34 

х2  (хю  х2о)  2в  1 4~  (Х]о  — 2*20  4"  *.,о)  ^ 4- 

+ (— • Злг10  4-  5л:20  — е~3'; 

хв  = (хт  х2о)  е 1 "Ь  ( хю  — 2*2о  "4~  *зо)  2е~21  4- 
+ (— 3*10  4-  5*20  — *30)  е~34 

Эти  выражения  можно  получить  из  решения  в (5)  группиро- 
ванием слагаемых  относительно  экспонент. 

8.  Неоднородная  система  уравнений.  Будем  искать  решение 
неоднородной  системы  дифференциальных  уравнений  в матричной 
форме  *(/)  -=  Ах(і)  4-  № в виде  х{()  = ехр(Л/Щ0,  где  1{і)  - век- 
торная функция  времени,  подлежащая  определению.  Подстав- 
ляя выражение  для  х(і)  и ее  производной  в исходное  уравнение, 
имеем: 


АгАі%  (і)  4-  еА‘  = АеА‘1  (()  4-  / (/) 


или  после  очевидных  упрощений 


& (0 
йі 


= е 


-АІ 


Пі). 


При  начальных  условиях  * (0)  ==  *0  начальное  значение  иско- 
мой функции  ; (0)  = [ехр  ( — Аі)  * (/)Ь=о  = *0.  Интегрированием 
получаем 

і 

ПО  =*о  + { е~лІ(х)с1г. 
о 

Используя  это  выражение,  находим  решение  неоднородного 
уравнения,  удовлетворяющее  начальному  условию  * (0)  = х0. 


которое  совпадает  с выражением,  приведенным  в (1),  и называется 
формулой  Коши.  Его  можно  рассматривать  как  сумму  решения 
соответствующего  однородного  уравнения  (при  /(/)  = 0)  и решения 


9' 
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неоднородного  уравнения  при  нулевых  начальных  условиях 
(х0  = 0). 

Пусть  дана  неоднородная  система  дифференциальных  уравнений 
в нормальной  форме: 


йі 

йХг 

йі 


= — 2х2  + 3 1 
= 2хл  + 4 


Найдем  фундаментальную  матрицу  системы: 


А 


0 —2 

2 0 


[ІЕ  — А]  = 


\ 2 
-2  X 


Д (X)  = X2  + 4; 


— 2/;  Х2  — 2 і\  Ди  (X)  — X;  Д12  (X)  = 2\ 


Л(1>  = кх 


Дц  (*і) 
Д 1 2 


Л<2>  = к. 


—2  і 
2 


Полагая  кх  = к2  — , имеем: 

Н = 1 ~ 1 • Я'1  = 

|_1  1]’ 

Ф (/)  = еА‘ 


2 і 


і 

— і 

е2іі 

0 

1 

1 і 

1 

1 

0 

е~2і‘ 

2і 

— 1 і 

1 і 
— 1 і 


2 

2/ 


і (е2і‘  + е~2ІІ) 

— (е2‘7  — е~2іі) 

соз  2 і 

— зіп  21 

(ЯП р — 2 іі 

і (е2 и + е-2 иу 

зіп  21 

соз  21 

Решение  задачи  Коши  для  однородной  системы 


X = 

Ху 

соз  2 1 

— зіп  21 

Х10 

Хщсоз  2 1 — х20  зіп  2 і 

Хо 

зіп  2/ 

соз  21 

х20 

хХ0  зіп  2 і + х20соз  2 1 

Найдем  интеграл  в выражении  для  частного  решения  неодно- 
родной системы  при  х0  — 0: 


І 

=1 


і I 

|*  е~Ат}  (т)  Фс  = 
о о 

Зт  соз  2т  + 4 зіп2т 
— 'Зт  зіп  2т  -ф  4 соз  2т 


соз  2т  зіп  2т 
-зіп  2т  соз  2т 


йх  — 


йі  = 


■ ~ соз  2і  + ~ і зіп  21  + ~ 
5 


4 зіп  2і  -г  ~2  і С03  2^ 
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Частное  решение  неоднородной  системы: 

і 

соз  21  — зіп2^ 


'Iе' 


еАІ  I д—Ах^  — 


X 


— — СОЗ  21  + у І 5ІП  2 1 + 
у ЗІП  21  + у і С05  21 


ЗІП  2/ 
5 


X 


соз  21 

5 п , 5 

-г  соз  21 7 

4 4 

5 . п,  3 , 

Т3іп2  ^ + у/ 


Таким  образом,  решение  неоднородной  системы,  удовлетво- 
ряющей начальным  условиям  х (0)  = х0,  запишется  следующим 
образом: 

т соз  2(  — - -г- 
4 4 

уЗІп2^  + у/ 

(х10  + у|  СОЗ  2 і — х2о  зіп  21  — ~ 

(хю  + Зіп  2і  + х2о соз  2і  + у і 


х10  соз  2 ( — х20  зіп  21 
х10  зіп  21  -і-  х20  соз  2^ 


9.  Модальная  матрица.  Значение  этой  матрицы  в теории  диф- 
ференциальных уравнений  и других  приложениях  столь  велико, 
что  она  заслуживает  более  детального  рассмотрения.  Обозначим 
характеристическую  матрицу  [\Е — А]  через  Р (X)  и присоединен- 
ную к ней  Асіі  [ХД- — А] — через  О (X).  В соответствии  с (3.1) 
Р (X)  О (X)  = О (X)  Р (X)  = А (X)  Е,  где  А (X)  = сіеі  [ХД  — А].  Для  зна- 
чений X = Х*  (і  = 1,  2,  . . . , п)  А (Х[)  = 0 и,  следовательно, 
Р (X,)  О (X,)  = 0.  Это  матричное  уравнение  распадается  на  п урав- 
нений относительно  столбцов  §</>  матрицы  О (X,): 

а (X,)  & = о,  р (X,)  $*>  = 0,  . . . , д (X,)  ер  = о, 


решения  которых  с точностью  до  постоянных  совпадают  с решением 
однородного  уравнения,  рассмотренного  в (2).  Отсюда  следует  вы- 
вод, что  в матрице  С(Х,)  ранга  единицы  все  столбцы  пропорциональ- 
ны, поэтому  любой  ненулевой  из  них  (или  произведение  его  на  про- 
извольное число)  можно  принять  в качестве  столбца  /С*  модальной 
матрицы  Я.  Сама  матрица  С(Х()  при  этом  имеет  вид 

0(\і)  ==  [Й«ѴП,  /і(1'Ч-2,  ■ • • , = /і<‘)  [ѵП,  Ѵ(2,  ....  Ѵй]  = Й(°Ѵ(0, 

где  числа  ѵ,-,,  ѵ*2,  ...,  ѵіп  — коэффициенты  пропорциональности 
между  столбцами  матрицы  С(Х,)  и собственными  векторами 
ѵц)  — строка,  элементами  которой  являются  эти  числа. 
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Таким  образом,  для  определения  модальной  матрицы  Н можно 
воспользоваться  присоединенной  матрицей  0(1),  причем  векторы 
получаются  подстановкой  X = Х(  в 0(1)  и выбором  из  0(Х{)  одного 
из  столбцов  или  пропорционального  ему  столбца.  Этот  путь  пред- 
ставляется избыточным,  так  как  для  решения  этой  задачи  доста- 
точно располагать  одним  столбцом  матрицы  0(Х),  совпадающим 
с соответствующей  строкой  матрицы  алгебраических  дополнений 
(5).  Однако,  как  будет  показано  дальше,  0(Х)  понадобится  и для  по- 
лучения обратной  модальной  матрицы  Н~\  Для  вычисления  С(Х,) 
существуют  различные  методы.  Один  из  них  основан  на  соотно- 
шении 


ОД  = (-1)»-'  П^М- 

1+1 


Так,  для  примера  из  (5)  имеем  (Хх  = — 1,  Х2  = —2,  Х3  = —3): 


0(1)  = 

6( — 1)  = Р ( — 2)  р ( — 3)  = 


X — 4 8 —1  ~ 

— 5 X -Т  9 — 1 
-4  6 X + 1 

-)-  10Х  15  — 8Х  — 14  X -Т  1 

5Х  + 9 х2  — ЗХ  — 8 X + 1 
4Х  + 6 — 6Х  — 8 X2  + 5Х  + 


6 

8 

— Г 

~—7 

8 

— 1' 

—5 

7 

— 1 

—5 

6 

—1 

—4 

6 

— 1_ 

4 

6 

—2 

'6  —6  (Г 
4—4  0 
_2  —2  0 


С ( — 2)  = Р( — 1)  Р ( — 3) 
О ( — 3)  = Р ( — 1)  Р ( — 2)  = 


1 2 — Г 
— 1 2 —1 
—2  4 — 2_ 
Г— 6 10  — 2 
—6  10  —2 
—6  10  —2 


Приняв  модальные  столбцы  пропорциональными  столбцам  каж- 
дой из  полученных  матриц,  получим 


Н = 


'3  1 Г 
2 1 1 
1 2 1 
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При  этом 


С ( — 1)  = /і(1>ѵ(і)  = 
С (—2)  =/і<2>ѵ(2)  = 
О (—3)  = /г(3)ѵ(3)  = 


~3~ 

2 

_1_ 

"Г 

1 

2 


[2, 

[-1, 

[-6, 


-2,  0]; 
2,-1]; 
Ю,  -2]. 


Строки  Ѵ(і),  ѵ(2),  Ѵ(3)  образуют  матрицу  констант 


N = 


—2  0~ 
2 —1 
10  —2 


Интересно  отметить,  что  МЯ  = Д,  где  Я — диагональная  мат- 
рица с элементами  Д'  (X,),  которые  равны  значениям  производной 
Д (X)  по  X при  X = X,-  (і  = 1 , 2,  . . . , «).  Действительно,  в нашем 
примере  Д'  (X)  = ЗХ2  + 12Х  + 1 1 и Д' ( — 1)  ==  2;  Д' ( — 2)  — — 1; 
д'  ( — 3)  = 2.  В то  же  время 


2 

2 0~ 

“3  1 

Г 

NN  = 

— 1 

2 —1 

2 1 

1 

= 

—6 

10  — 2_ 

_1  2 

1_ 

~2 

0 

(Г 

~Д'  (М 

0 — 

1 

0 

= 

А'  (>Д 

_0 

0 

2_ 

А'  (*»)_ 

Можно  показать,  что  это  соотношение  всегда  имеет  место, 
если  все  собственные  значения  различны.  Обращая  обе  его  части 
1 = I)-1  и умножая  справа  на  Я,  находим 


я- 1 = д-1^  = 


Г 1 п 

Г "I 

г 1 п 

Д'  (Хх) 

ѵ(1) 

Д'  (X!)  Ѵ(1) 

1 

1 

Ь Д'  (Хп)  ^ 

_Ѵ(Л)  _ 

ІД'  (Х„)Ѵ(',,-1 

Итак,  обращение  модальной  матрицы  при  известной  матрице  N 
сводится  в основном  к вычислению  значений  производной  опреде- 
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примере ,ДЛЯ  различных  собственных  значений.  В рассматриваемом 


Н~1  = 


О О 


0—10 

1 

2 


О 


о 


2 —2  О' 
—1  2 —1 
6 10  —2 


' 1 -1 
1 —2 
—3  5 


что  совпадает  с полученным  ранее  результатом. 

10.  Формула  Коши.  Используем  полученное  в (7)  соотношение 
для  фундаментальной  матрицы  Ф (/)  = Не"Н~\  Обозначив  через 
і столбцы  матрицы  Н и через  Н{і)  — строки  матрицы  Н~1, 
запишем:  1 ’ 


Ф (()  = . . . , Н(п)еХп1] 


к 


(И 


_ П(п ) _ 


- Ц к^ехі%()  = ^ А«>А<0еЧ 

і=і  =і 


Как  следует  из  Н 1 = 7)  1Ы,  і- я строка  матрицы  Н~1  имеет  вид: 

и ''(О 

Д'  (>-0  • 

Тогда 

Ъ(і)~кщ  = й«>ѵт 


1 О (1і) 

Ѵ(0  ДЙ^Т)  = ДИК)  ‘ 

Это  важное  соотношение  позволяет  представить  фундаменталь 
ную  матрицу  формулой: 


п 

Ф (0  = ел<  = У еѵ 


Решение  задачи  Коши  для  однородной  системы  линейных  диф- 
ференциальных уравнений  получаем  в виде: 


X (/)  = ф (/)  хп  = у 9.^  АО 

\ / V ; ло  ^ д,  (Х;)  С х0> 


1=1 


где  х0  вектор  начальных  значений  неизвестных  при  /0  = 0. 

Приведем  к соответствующему  виду  частное  решение  при  нуле- 
вых начальных  значениях.  Интеграл  в формуле  Коши  (8)  преобра- 
зуем следующим  образом:  г р 

I еЛЙ_т)/  (т)  * = | НеА«~^Н~1[( т)  = 
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/ы^  = 


= ^ ....  Ып)ехп<~*-')} 

6 

* п П і 

- 1 1 ^/‘“-'1  (,)  л,  = V «м  //  Г е-ѵ, (х) Л. 

О і = І ,,  к 11  У 


Л(і) 


1=1  6 

Записав  сумму  полученных  решений,  получим  выражение  для 
формулы  Коши 

* М = І]  Рщ  еЧ  (хо  + ) е~ХП  (т)  гіх)  , 


или 


(*о*Ѵ  + І ех‘(‘-'%уа.)  . 

1=1  о 

Решим,  например,  уравнения  электрической  схемы  (рис.  80,  о) 
при  Д = 1 Г,  С = 0,5  Ф,  /?  = 3 Ом  и входном  воздействии  в виде 
единичной  ступенчатой 
функции  е{і)  = 1 при  I > 0 
и е(()  = 0 при  /<  0 (рис. 

80,  б): 

я»(0  +к^+«(0  = е(0; 


Т-* 

сіи 

X 

ІНі)  і 

з 

йі 

і (I)  = С ~~ . 

' ' аі 


Рис.  80.  Электрическая  схема  (а)  и график 
входного  воздействия  (б). 


Преобразовав  к нормальной  форме  и подставив  значения  па- 
раметров, получим 


й_ 

йі 


ПО 

и (/)_ 


— 3 — 1 
2 0 


‘ НО 

и (I) 


+ 


е (0 
о 


Для  рассматриваемой  системы 


А = 


— 3 -1 
2 0 


; р&)  = 


х+  з 1 

—2  X 


; П0  = 


е(0 

0 


Определим  присоединенные  матрицы  и производные  характе- 
ристического определителя  для  собственных  значений: 

Д (X)  = X3  — }—  ЗХ  — [—  2;  Хг  = — 1;  Х2  = — 2; 

Л'(Х)  = 2Х+3;  Д'(Х1)=1;  Д'(Хг)  = -1; 
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0(Х,)  = — ^(Х1)  = 


С(Х2)  = —Г(Х2) 


По  формуле  Коши  имеем 


НО 

и (О 


-1  — 1 

2 2 


і(0) 

и (0) 


+ 1 б 


+ 


+ 


что  приводит  к решению  (I  > 0): 


І(  () 

г 

сы 

1 

+ 

1 

1 

оЗ 

I 

С\| 

+ 

1 

, 1 

' ПО)' 

е~‘  — е-и 

и о. 

2е-<  — 2е~2‘  2е~‘ — е~2‘ 

и (0) 

+ 

1 — 2е~*  + е~2і 

И.  Уравнение  «-го  порядка.  Рассмотрим  дифференциальное 
уравнение  я- го  порядка 


ііпх  ап  1х 
йіп  йі 


+ • ' • + Оа-1  л + апх  = 5 (і ( ). 


-задача  Коши  для  такого  уравнения  состоит  в отыскании  реше- 
ния х(і),  удовлетворяющего  начальным  условиям  при  I = 0, 


х — х 


о» 


йх  , 

Ті  = х°' 


йп~1х 


*г1)- 


Уравнение  я-го  порядка  приводится  к нормальной  форме  серией 
подстановок: 


х — лу; 


йп~гх 

Л"-1 


= хп. 


Тогда  получаем  эквивалентную  систему  линейных  дифферен- 
циальных уравнений  первого  порядка,  разрешенных  относительно 
производных  от  переменных  хь  лг2,  ....  хп: 


йхх  _ йх2 

йі  ~ х*'  ЧГ  ~ х ЗІ  • • 

Охп  _ 

(Ц  и ' — \Х2  ■ 


^хп—і 


йі 


Хп 


— агхп  + 5(0 
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В матричной  записи  эта  система  имеет  вид: 


” 0 

і 

0 

0 

0 

х2 

0 

0 

1 

0 

0 

Хп- 1 

0 

0 

0 

0 

1 

_ Хп  

_ &п 

—ал-і 

—а, ,_2  • • 

• — а2 

— «і- 

Хі 

0 

0 

X 

Хп- 1 

+ 

0 

_ Хп  

-Щ- 

Характеристическая  матрица 


Г(\)  = (ХЕ  — А)  = 


О 

— 1 
О 


О О 

о о 

X — 1 


йп  &п— 1 СІп—2 


а 2 X -4-Й!. 


Определитель  этой  матрицы  раскроем  по  элементам  последней 
строки.  После  удаления  этой  строки  и /-го  столбца  получаем  опре- 
делитель, элементы  которого  выше  главной  диагонали  равны  нулю, 
а по  главной  диагонали  располагаются  / — 1 элементов  Хи  п — / 
элементов,  равных  — 1.  Следовательно,  алгебраические  дополне- 
ния элементов  последней  строки 

Дя/(Х)=(— !)"+'(— ІУ'-'Х'-1  = X/-'  (/=1,2 л), 


и характеристическое  уравнение  получаем  в виде: 

“X  (X)  = Х,!  + оуХ”-*  йп—  іХ  йп  = 0. 

Заметим,  что  это  уравнение  можно  получить  непосредственно 
из  однородного  дифференциального  уравнения  п- го  порядка  заме- 
ной операторов  дифференцирования  на  Х‘  (і  = 1,  2,  ...,  п ).  Вос- 
пользовавшись выражениями  для  А,?/  (X)  запишем  модальную 
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матрицу,  которая  в случае  различных  собственных  чисел  Хг,  Я2, 


Хя  принимает  стандартную 

форму: 

А«і  (X!) 

А.,1  (Х2)  • • • 

Ал,  (Хл) 

/У  = 

Дл2  (М 

Дл2(Х2)  ••• 

Ал2  (Хл) 

_Длл  (Хі) 

А пп  (Х2)  • * ■ 

Алл  (Хя) 

- 1 

1 

1 п 

Хі  Х3  • • • Хл 

\ п—  1 Г /2—1  > /2—1 

|_Аі  А 2 • • • кп 

Определитель  этой  матрицы  известен  под  названием  определи- 
тель Вандермонда. 

Так  как  решением  однородного  дифференциального  уравнения 
п- й степешмшляется  только  первый  элементу  = х общего  решения 
НехрІА^Н^1  = Яехр(Л/)с,  то  при  перемножении  матриц  доста- 
точно использовать  только  первую  сроку  Я,  все  элементы  которой 
равны  единице,  т.  е. 


где 


х = [1,  1,  . . . , 1] 


е\1 

Сі 

е\г1 

С2 

1 і 

І_  с п ^ 

_ Сп  _ 

с 

~ 1 1 •••  1 - 

Х0 

с2 

— 

Хі  Х2  • • • Хл 

х0 

_ Сп 

■,  л— 1 . л— I , л— I 

_'-1  ^2  • • • Лл 

уО- ■> 
1_А0  1 

В результате  получим 

х(і)  = с1е>1'  + с2е1*1  + • • • -фсяеѴ  = сІеХ‘(. 

і= 1 


Следует  заметить,  что  обращение  модальной  матрицы  Я всегда 
возможно,  ибо  определитель  Вандермонда  не  равен  нулю. 

12.  Формула  Копіи  для  неоднородного  уравнения  я-го  порядка. 
Выражение  для  первого  элемента  хг  = х получим,  заменив  в фор- 
муле Коши  (10)  матрицу  0(Х,)  ее  первой  строкой  — [^ги 

ВшЪ  т.  е. 


х{і)  = 


\ч  ^(ц  М 

Д'  (X,) 

1=1 


[х0е'і-1  + [ ех‘а  т>/ (т)  гіт і . 
о 
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Найдем  общее  выражение  для  элементов  первой  строки 

присоединенной  матрицы  0(Х)  = Аф)  [ХЕ  — А].  На  основании  соот- 
ношения О (X)  Е(Х)  = Д (X)  Е можно  записать: 


1^11’  ёі2’  • • • > І^ія] 


X 

О 


— 1 
X 


О 

о 


= [Д(Х),  О,  , 0]. 


_ ап  ап- і • • • X 4.  ах 


Отсюда  получаем  систему  уравнений  относительно  подлежащих 
определению  элементов  цц  (/  — 1,  2,  ...,  п)  первой  строки  мат- 
рицы С(к): 

+ ё\пйп  = А (X); 

— &і/+ &і, /+!*•+  Ёыап-і  = 0 (/=1,  2 л — 2); 

—§\.  п — і + §ы  (X  _]_  аг)  = 0. 


Г Л"'1  /)л‘2  /Г3 


Я /Г 


• • • ■пфуяовф'І  1 


9,п 


Рис.  81.  Процесс  образования  элемен- 
тов ёи(і  = 1.2 я). 


Так  как  §1п  = Дл1  = 1,  то 
приходим  к рекуррентной  фор- 
муле 

ёи  — <?і,  /+А  + ап-і 
(/  = п — 1,  , . . , 1). 

Элемент  §ц  представим  в об- 
щем виде 

ёи  = Хп~/  + аі  Хп~і-'+ [- 

-\- ап— і— іХ  + ал_/. 

Это  выражение  соответствует 
и первому  уравнению.  Действи- 
тельно, 


ёп  ^ (Д  (л)  ап)  — у ( Хп  -(-  а{Хп  1 Д-  • • • + ол_іХ  сіп  — йгі)  = 
= Хп~ 1 С1Х,І~2  -}-•••+  СІп—цХ  + Сіп— 1, 


что  совпадает  с приведенным  выше  при  / = 1.  Процесс  образова- 
ния элементов  можно  представить  как  последовательный  сдвиг 
коэффициентов  характеристического  уравнения  Л(Х)  (рис.  81). 

Полученные  результаты  позволяют  записать  формулу  Коши  для 
линейного  дифференциального  уравнения  л-го  порядка  следую- 
щим образом: 

п і 

~ ^-іл'  (ё(і)  М*реѴ  + ё(і)  (Д)  | еі(і  і)/  (т)  сіі | . 

І=1  о 
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Заменив  произведение  строки  §{і)  на  столбец  х0  начальных  зна- 
чений суммой  и учтя,  что  все  элементы  столбца  /(т),  кроме 
последнего,  равны  нулю  и = 1,  получим  окончательно 


^д'  1)^‘Г  + ,і 

1=1  /= I О 


? (т) 


Найдем,  например,  решение  данного  ниже  уравнения  при  началь- 
ных условиях  х0  = 2;  х'0  = 5: 

^+5Й  + 6*  = 36Л 

Определим  величины,  входящие  в общую  формулу: 


Д (X)  — X2  4-  5Х  — (X  + 2)  (X  4-  3);  Хх  = — 2;  Х2  = — 3; 

Д'(Х)  = 2Х4-5;  Д'(Хі)  = 1;  Д'(Х2)  = -1; 

^п  = ^+5;  ёіі  = 1;  ^11(Х1)  = 3;  ^п(Хг)  = 2; 

5іг  (^і)  = (^-г)  = 1 • 

По  формуле  имеем 

х(()  = (Зх0  4-*о)е~и  4-  { е~2(‘—т>36х  йх  — (2л"0  4-  х'о)  е~ЪІ  — 

о 

і 

— | е~3(<~^36-с  д.\  = (Зл-0  4-  л:04-  9)  е~2‘  — 
о 

(2^о  "Н  хо  ~Ь  4)  е~ °1  4-  6/  — 5, 

откуда  при  заданных  начальных  значениях  получаем  решение 
задачи  Коши: 

х (()  = 20е-2'  — 13е~3'  4-  6^  — 5. 

Алгебраические  дополнения  последней  строки  характеристи- 
ческой матрицы  Р (к),  полученные  в (11),  являются  по  опреде- 
лению элементами  последнего  столбца  присоединенной  матрицы 
0(Х),  т.  е.  §,-п  = Д„/ (X)  = X'-1  (/  = 1,  2,  п).  Они  же  при- 

няты в качестве  общего  выражения  элементов  столбца  модальной 
матрицы  И.  Поэтому  можно  записать  присоединенную  матрицу 
как  О (X)  = $<»>  (X)  Вх  (X).  Строки  В{  „ (Хх),  §и)  (Х2) Віи  (Х„)  обра- 
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зуют  матрицу  N и,  следовательно,  обратная  модальная  матрица 
может  быть  получена  из  соотношения: 


Я"1  = Я-'Я  = 


. дДхД  ё{1)  ^-1 


Так,  для  нашего  примера 
Я = 

дДХ7)  ^ дчі7) ^ 
1 1 

; §11(^2)  Л'  П \ ёіг  О'і) 


1 

1 

і Г 

>1 

х2. 

—2  — 3 

Я~Х  = 


1 


3 

-2 


11 

— 1 


_Д' (Х2)виѵ'2/  Д'  (Х2) 1 

Действительно,  проверка  подтверждает  правильность  получен- 
ного результата 


нн-1  = 


13.  Приведение  системы  уравнений  к нормальной  форме.  Если 
система  дифференциальных  уравнений  первого  порядка  задана 
в произвольной  форме 

.* -і.  **» 

йі 


1 

Г 

3 

Г 

1 

0' 

—2 

— ; з 

—2 

— 1 

0 

1_ 

&Хл  , 

1Г  + 


••  • + = ЩіХі  + • • • + т пХп+ 

+ ипѵі  (0  + • • • + и\тѵт  (/) 


> , 


Ах, • , 

дп1Ж  + 


і Ах„  , 

+ Чпп-^-  = Щ,Х,  + 


Т"  Чп\Ѵі  (і)  + 


+ Ы>гтХп  + 
"Т  ЧптѴт  (7) 


где  ьг(1),  ѵт(()^-т  задающих  функций  времени. 

В матричной  записи  эта  система  имеет  вид: 

Приведение  ее  к нормальной  форме  означает  преобразование 
матрицы  ф в единичную,  что  можно  осуществить  умножением 
уравнения  слева  на  ф-1,  если  с1еі(2=^0.  Тогда  находим 

%~Ах+Вѵ, 
где  А = <2-1и7  иВ=  ОгЮ. 
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В общем  случае  более  целесообразно  применить  процедуру 
исключения  Гаусса-Жордана  (4.3)  к матрице  [ф,  \Ѵ,  II]  по  столб- 
цам матрицы  (I  В результате  получим  матрицу  [1,  А,  В],  которая 
и определяет  нормальную  форму  исходной  системы  дифференциаль- 
ных уравнений.  Пример: 


~1 

1 

2~ 

3 

2 

4 

СІХ 

ІІ 

_5 

3 

8__ 

(Г 

~ 0 

— Г 

2 

х(і) 

+ 

4 

0 

4_ 

_— 2 

1_ 

обрПреобразование  матрицы  ((},  \Ѵ , V)  выполняется  следующим 


“1 

1 

2 1 

1 

—2 

0 

1 

0 

-Г 

3 

2 

4 I 

0 

1 

2 

I 

4 

0 

— >- 

_5 

3 

8 | — 

-1 

—6 

4 

і 

1 - 

-2 

1 

1 

1 

2 

1 - 

-2 

о 

0 

Г 

0 

— 1 

—2 

- 

-3 

7 

2 

4 

3 

->■ 

- 

.0 

—2 

-2 

- 

-6 

4 

4 

-2 

6 

"1 

0 

о і 

2 

5 

2 ! 

4 

2~ 

0 

1 

2 1 3 

1 

—7 

-2  І 

-4 

— 3 

_0 

0 

2 | 0 

—10 

о! 

-6 

0 

~1 

0 

0 ! - 

-2 

5 

4 

2~ 

0 

1 

°| 

3 

3 

-2  ! 

2 

3 

0 

0 

1 

0 

—5 

°! 

-3 

0_ 

Эквивалентная  система  уравнений  в нормальной  форме 


йх 

—2  5 2~ 

~ 4 2' 

йі  = 

3 3—2 

X (I)  -1- 

2 —3 

1 

0 

1 

сл 

0 

1 

_— 3 0 

Если  матрица  особенная,  то  в процессе  исключения  в этой 
матрице  образуется  нулевая  строка,  которая  указывает  на  алгебраи- 
ческую зависимость  переменных  хи  х„  ....  хп.  Производная  одной 
из  них  может  быть  исключена.  Для  этого  алгебраическое  урав- 
нение, соответствующее  нулевой  строке  матрицы  С?,  дифференци- 
руется, из  него  определяется  производная  исключаемой  переменной, 
которая,  наряду  с самой  переменной,  подставляется  в остальные 
уравнения.  Затем  процедура  исключения  продолжается. 
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Видоизменим,  например,  матрицу  ф так,  чтобы  она  была  осо- 
бенной и проведем  исключение 


1 1 2 

1 —2  0 

0 —1 

1 1 2 

1 —2  0 

0 —1 

3 2 4 

0 1 2 

4 0 

— 

0 —1  —2 

—3  7 2 

4 3 

_5  4 8 

— 1—64 

—2  1 

0 —1  —2 

—6  4 4 

—2  6 

1 0 01— 2 5 2 

2" 

-> 

0 1 2І  3 —7—2 

— 

1 —3 

0 0 0 I —3  —3  2 

—6  3 

Преобразованная  система  имеет  вид: 

+ 5х2  + 2х3  + 4ѵ1  + 2ѵ2 

^ + 2^  = Зх1-7ха-2х3-4ѵ1~Зѵ2  ‘ 

О = — Зхх  - — Зх2  + 2х;і  — 6ѵ1  + Зу2 

Последнее  уравнение  не  содержит  производных  и указывает 
на  зависимость  переменных  хъ  х2  и х3.  Выразим  из  него  одну  из 
переменных  (например,  х2) 

2 

х2  — х^  -\  д-  х3  2ііу  -р  ѵ2 
и продифференцируем  это  выражение 

(ІХ!  _2  9 Лѵу  йѵ^ 

Лі  <Н  ' 3 йі  1 Аі  + ИГ  • 

Подставляя  значение  х2  и ее  производной  в остальные  уравне- 
ния, получаем: 


— 1х  4-  — ѵ 

ги  — '-пт  _о  х3 


А/ 

іі  ^ 


боі  + 7ѵ2 


8 сіх3  ^ 20 

— « Лз 


з ( и 

или  в матричной  записи: 


10»! — 10у2  + 2^І- 


1 

— 1 


—7 
10  — 


+ 


-6 
10  - 


7 

-10 


Лѵ2 

іі 


[ 0 0 
I 2 -1 


Как  видим,  в правой  части  системы  появились  производные 
задающих  функций  и уравнения  принимают  более  общую  форму: 

Сі^Ч/х  + Ѵѵ+Ѵ'% 


АГ 
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Процедура  исключения  продолжается  над  матрицей  [О  \Ѵ 
У , V]  по  столбцам  матрицы  <2 : 


1 0 

—7 

16 

3 

—6 

7 

о о" 

-і  А 

і 3 

10 

20 

3 

10 

— 10 

2 -1 

~1 

0 

—7 

16 

3 

— 6 

7 

0 

0 ' 

0 

1 

9 

8 

1 

2 

3 

2 

9 

8 

3 

4 

3 

8 _ 

Таким  образом,  приходим  к системе  в нормальной  форме: 


7л',  + х3 — + 7е’; 


ИГ  1 Злз-*1ТНІ2 

^2  _ 9 1 ѵ і 3 9 

йі  ~ 8 Хі  ТХз  + Т — 8 


у 1_  у I и 7.  ^ _ і ^ иѴ\  3 сІѴп 

Х'  "х*  + ^ѵі --8Ѵ2  + ТИТ-ЖИГ 


Если  в процессе  исключения  появляется  нулевая  строка  во 
всей  матрице  1(2,  IV,  ІІ],  то  это  свидетельствует  о неопределенности 
системы.  Если  же  в какой-либо  строке  элементы  матриц  (2  и IV 
нулевые,  а некоторые  из  элементов  матрицы  б/  в этой  строке  отлич- 
ны от  нуля,  то  система  несовместна.  Очевидно,  условием  совмести- 
мости является  равенство  рангов  матриц  [<2,  \Ѵ]  и [(2,  IV,  ІІ]. 

В общем  случае  система  линейных  уравнений  может  включать 
и производные  высших  порядков.  Устранение  высших  производных 
осуществляется  заменой  переменных  и введением  дополнительных 
уравнении  подобно  тому,  как  это  делалось  в (12)  при  приве- 
дении к нормальной  форме  уравнения  н-го  порядка. 

В настоящем  параграфе  рассмотрен  простейший  класс  дифферен- 
циальных уравнений  при  условии,  что  все  нули  характеристичес- 
кого многочлена  различны.  В случае  кратных  корней  структура 
решения  усложняется.  Соответствующий  аппарат  удобно  рассмат- 
ривать на  языке  теории  функций  от  матриц,  основы  которой  изла- 
гаются в следующем  параграфе. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Для  данной  матрицы 


А = 


4 

О 

—6 


а)  запишите  характеристическую  матрицу  Р(к)  = (ХЕ  — А); 

б)  выразите  алгебраические  дополнения  матрицы  Р(Х)  и запишите  при- 
соединенную матрицу  О(Х)  = А А](ХЕ  — А)-  К Р 

в)  представьте  определитель  Д(Л)  = бе((ХД  - А)  как  многочлен  от  X; 
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г)  из  решения  уравнения  А (7)  = 0 найдите  собственные  значения 

Х3  матрицы  А. 

2.  Для  матрицы  из  задачи  1: 

а)  определите  собственные  векторы  Ы1),  й(г)  , М3),  используя  алгебраи- 
ческие дополнения  элементов  какой-либо  строки  матрицы; 

б)  запишите  модальную  матрицу  Н и найдите  обратную  к ней  И 1; 

в)  проверьте  соотношения  Л = Н~ХАН  и А — НЛН~Х,  где  Л = 
= сі і а§[Л1 , Х2,  ^.3]. 

3.  Запишите  в матричной  форме  однородную  систему  дифференциальных 
уравнений 

— = — 3х1  -(-  4х2  — 2х3 

у . I у , 

1Г-Хі  + Хз 

~ = б.ѵ,  — 6х2  + 5х3 


Воспользовавшись  результатами  предыдущей  задачи,  найдите: 

а)  общее  решение  этой  системы  в векторной  форме  х—  Ну(1)с  и выраже- 
ния для  переменных  х гД/),  х2(0,  х3(і)\  _ 

б)  фундаментальную  матрицу  Ф(0  = Ну(і)Н  1; 

в)  решение  системы  при  начальных  значениях  х10  = 3,  х2о  — • — 2, 

х3о  = 0. 

4.  Решите  систему  дифференциальных  уравнений  из  задачи  3 с помощью 
преобразования  переменных  х = Ну.  Запишите  решения  для  векторов  у 
и х,  а также  выразите  переменные  у1г  у2,  Уз  при  начальных  значениях  х10, 
*20>  *30. 

5.  Запишите  решение  системы  дифференциальных  уравнении  из  задачи 
3 с помощью  формулы  Коши. 

6.  Решите  неоднородную  систему  дифференциальных  уравнений 

= 2хх  + + 2е< 

-^г  — *і  + 2х2  — Зеі1 


при  начальных  значениях  х10  = 2 и х20  — — 1 с помощью  а)  фундаменталь- 
ной матрицы;  б)  формулы  Коши. 

7.  Приведите  однородное  дифференциальное  уравнение  третьего  порядка 


<і3х 

7І3 


, ~ Л3х  . Лх  . . п 

+ + Ш + = ° 


к нормальной  форме  и покажите,  что  решение  полученной  системы  при 
начальных  значениях  х(0)  = 1,  х'(0)  = х"(0)  = 0 имеет  вид; 

Зе— * — Зв  ~2і  + е~3‘  ' 

—Зе~‘  + бе  ~2‘  — Зе~3(  . 

Зе~1  — \2е~2і  + 9е-3'. 


V 

г*(о  1 

X 2 

= 

х'  (0 

= 

иі 

Ѵх"  (/)] 

Как  записать  решение  исходного  уравнения? 

8.  Покажите,  что  уравнение 


ОАх 

(ІН 


+ * = 


4еі 
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при  начальных  условиях  х(0)  = 4 и х'(0 ) = -3  имеет  решение 
х — 2 со5  I — 5 5Іп  I -)-  2е1. 

9.  Дана  система  дифференциальных  уравнений  первого  порядка 


3—2  0—1 

33  20  18  7" 

'—2  ’ 

0 2 2 1 

сіх 

—24  —16  —9  —9 

X + 

0 

1 —2  —3  —2 

0 12  1 

ш 

43  28  11  20 

—21  —14  —4  —11 

_ 

3 

— 1 

,3< 


а)  Покажите,  что  данная  система  приводится  к нормальной  форме: 


сіх 

йі  : 


7 4 3 2 

—3  —2  —5  2 

—б  —4  0 —4 

—6  —4  1 —5 


—4 

* + 

1 

5 

— 12 

с,,  °ПреДе»ЛИТе  ФУндаментальнУЮ  матрицу  Ф(0  = ЯфСОЯ-1  нормальной 
системы  и найдите  решение,  удовлетворяющее  начальным  условиям  х0  = 

муле^КошиУЧИТе  решешіе  системы  ПРП  тех  же  начальных  условиях  по  фор- 


6.  ФУНКЦИИ  ОТ  МАТРИЦ 

1.  Многочлены  и матрицы.  Функции  от  матриц  — это  один  из 
важнейших  и,  пожалуй,  наиболее  сложных  разделов  теории  матриц. 

В . предыдущем  параграфе  на  примере  дифференциальных  урав- 
нении с постоянными  коэффициентами  был  выяснен  смысл  экспонен- 
циальной функции  от  матрицы  и установлена  ее  связь  с проблемой 
собственных  значений  для  простого  случая,  когда  все  они  различны. 

интересах  многочисленных  приложений  следует  обобщить  понятие 
функции  от  матрицы  и снять  ограничения  на  характер  собствен- 
ных значений. 

Подобно  тому,  как  всякая  аналитическая  функция  /( х ) может 
быть  представлена  сходящимся  рядом  (многочленом)  от  л: 

/ (х)  = а0  + а Хх  + й2д:2  + • • • = 2 Д.ѵ5 , 

5=0 

функция  от  матрицы  \ (X)  представима  в тт  многочлена  от  мат- 
рицы (1.7),  который  формально  получается  заменой  скалярной 
переменной  х матрицей  X: 


/ (X)  — ао  + + а2Х2  + • • • =2  аД5. 

<.=і 

Например, 


зіпл:  = х — 


х>  хь 

ЗІ  5Г  ' ‘ > зіп  X — X 


X5 

51 
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Если  ряд  сходится  достаточно  быстро,  то  функцию  от  матрицы 
можно  вычислить  суммированием  членов.  Однако  часто  такой  путь 
связан  с огромными  вычислительными  трудностями.  Кроме  того, 
из  поля  зрения  ускользают  общие  свойства  и закономерности,  ко- 
торые нередко  имеют  первостепенное  значение.  Аппарат  аналити- 
ческой теории  функций  от  матриц  содержит  методы  их  компакт- 
ного представления,  которые  могут  использоваться  для  вычисле- 
ния таких  функций. 

Различные  способы  представления  и определения  функции  от 
матрицы  !(Х)  сводятся  в основном  к двум  подходам: 

1)  разложение  функции  [(X)  в ряд  приводится  к более  простому 
виду,  для  которого  можно  найти  эффективные  методы  ее  опре- 
деления; 

2)  матрица  X преобразуется  к некоторой  другой  матрице  X, 
для  которой  І(Х)  выражается  просто  через  скалярные  функции 
(например,  в (5.  6)  было  использовано  преобразование  к диагональ- 
ной матрице). 

При  изложении  этих  вопросов  приходится  иметь  дело  с раз- 
личными многочленами.  Многочлен  от  скалярной  переменной  х 
называют  скалярным  многочленом.  Многочлен  от  матрицы,  в котором 
роль  переменной  х играет  матрица  X,  является  стандартной  формой 
представления  функции  от  матрицы  /( X ).  Его  не  следует  смешивать 
с матричным  многочленом , который  может  быть  формально  получен 
из  скалярного  многочлена  заменой  его  коэффициентов  числовыми 
матрицами  одного  и того  же  размера: 

Р(х)  = Л„  + Ахх  + Л,х2  + А3х3  + ... 

Матричный  многочлен  может  быть  представлен  многочленной  мат- 
рицей (К,- матрицей) , элементы  которой  являются  многочленами 
относительно  скалярной  переменной  х (или  А).  К этому  типу  матриц 
относятся,  в частности,  характеристическая  и присоединенная 
матрицы.  Например: 


'4  —8  Г 

00 

1 

—Г 

А = 

5 —9  1 

>* 

II 

Еч 

1 

II 

—5  X + 9 

— 1 

_4  —6  — 1 

— 4 6 

X -ф  1 
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д (X)  = X3  + 6Х2  + 1 1 X -+-  б = (X  + 1)  (X  + 2)  (X  + 3). 
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Здесь  Г (Я)  и С(Я)  — многочленные  матрицы,  которые  могут 
быть  представлены  в виде  матричных  многочленов;  А(Я)  — скаляр- 
ный многочлен  от  Я.  Экспоненциальная  функция  от  А выражается 
многочленом  от  матрицы  А: 


е*=1  + А + ~ + Л 


зі 


+ 


Л 

0 

(Г 

4 

—8  1 

{ 4 

-8  1 
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+ Ц 5 

(4 

—9  1 
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—6  — 1 

-6  -1 
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Замена  в матричном  многочлене  скалярной  переменной  на 
матрицу  приводит  к многочлену  от  матрицы  с матричными  коэффи- 
циентами, причемвследствие  некоммутативности  матричного  произ- 
ведения различают  правое  Р(Х)  и левое  Р(Х)  значения: 

Р{Х)  = Л0  + АгХ  + А2Х2  + А3Х3  + • • . ; 

? (X)  = А0  + ХА,  + Х*А2  + Х8А3  +■■■ 

Пусть  Р(Я)  и <2(Я)  — многочленные  матрицы  одинаковых  поряд- 
ков, выражающиеся  как  матричные  многочлены  соответственно 
степени  тип.  Их  произведение 

м(х)  = р (X)  <3  (X)  = 2 рсх‘  2 <1Р>'  2 Ѣ р,(?/Х>+/. 

1=0  /= о і=0  /=о 

Ясно,  что  замена  скаляра  Я на  матрицу  X допустима  только  при 
условии,  что  X — перестановочна  со  всеми  матричными  коэффи- 
циентами Р{  и С?,-  (і  — 1,  2,  ...,  т;  / = 1,  2,  ...,  п).  Соответственно 
получим  правое  и левое  произведения: 

М(А)  = Р(А)(ЦАу,  М (А)  — Р'(А)'()  (А). 

2.  Теорема  Кэли  Гамильтона.  Пусть  функция  от  матрицы  А 
выражается  многочленом  /(Л),  которому  соответствует  скалярный 
многочлен  /(X).  Разделим  /(Я)  на  некоторый  многочлен  р(Я)  более 
низкой  степени.  Тогда  получим 

/(Я)  = <?(Я)р(Я)  + г (Я), 

где  с/(Я)  — частное;  л(Я)  — остаток,  выражающийся  многочленом, 
степень  которого  ниже  степени  р( Я). 

Заменив  скаляр  Я на  матрицу  Л,  имеем 

/(Л)  = я(А)р{А)  + г(А). 

Очевидно,  /(Л)  — г(А)  при  условии,  что  р(А)  = 0.  Многочлен 
Р( Я),  тождественно  равный  нулю  при  замене  Я на  Л,  является  анну- 
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лирующим  многочленом  для  матрицы  А.  При  этом  /(А)  приводится 
к г(А ) — матричному  многочлену  более  низкой  степени.  Многочлен 
г(Х)  такой,  что  /(Л)  — г(А),  называется  интерполяционным  много- 
членом. Таким  образом,  задача  упрощения  функции  /(Л)  сводится 
к нахождению  двух  многочленов  (если  они  существуют)  — анну- 
лирующего и интерполяционного. 

Можно  показать,  что  аннулирующим  многочленом  для  .матрицы 
Л является  ее  характеристический  многочлен  А (Я,)  = <М[Яі?  — Л]. 
Воспользуемся  для  этого  тождеством  [ХЕ  — А]С(к)  = А (Х)Е,  где 
С{Х)  = АсІДАі:  — Л]  — присоединенная  матрица  для  Л.  Так  как 
коэффициенты  Е и Л матричного  двучлена  [ХЕ  — Л]  перестановоч- 
ны с матрицей  Л,  то  при  замене  X на  Л правое  и левое  произведения 
совпадают,  т.  е.  Д(Л)  = (Л  — А)С(Х)  = С(Х)(А  — Л),  или  А(Л)  = 
— 0.  Полученное  тождество  выражает  теорему  Кэли — Гамильтона: 
матрица  Л удовлетворяет  своему  характеристическому  урав- 
нению. 

Проиллюстрируем  теорему  Кэли— Гамильтона  на  примере  мат- 
рицы из  (1): 


Д (Л)  = Л3  + 6Л2  + 1 1 Л + 6 Е = 


"70  —116  19 

71  —117  19 
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—20  34  —5“ 
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= 0; 


А (Л)  = (Л  + 1 Е)(А  + 2Е)(А  + 3 Е)  = 


Г 5 —8  Г 

"6  —8  Г 

"7  —8  Г 

1 5 — 8 1 

5 —7  1 

5 —6  1 

[4  —6  0 

4 —6  1 

_4  —6  2 

Важным  следствием  полученной  теоремы  является  возможность 
представления  любого  многочлена  /(Л)  от  квадратной  матрицы  Л 
п-го  порядка  многочленом  г(Л)  степени  п — 1,  т.  е.  /(Л)  = г(Л). 
Пусть,  например, 

/ (Л)  = А 1 + 4Л3  + 2 Л2  — 12Л  — 10  Е. 

Разделив  соответствующий  скалярный  многочлен  /(X)  = Я4  ф* 
+ 4Х3  + 2 к2 — 12Х  — 10  на  характеристический  многочлен  Д (X)  — 
= X3  + 6Х2  + 1 IX  + 6,  получим  остаток  г (X)  = ЗХ2  + 4Х  + 2.  Следо- 
вательно, /(Л)  = ЗЛ2  + 4Л  + 2 Е. 


279 


Теорему  Кэли — Гамильтона  можно  также  использовать  для 
вычисления  степеней  матрицы  и определения  обратной  матрицы 
Так  как  Д(Л)  = 0,  то  и Ак  Д(Л)  = 0,  где  к — любое  целое  число! 
Поэтому  любая  степень  матрицы  линейно  выражается  через  ее  пер- 
вые ( п — 1)  степеней.  Так,  для  нашего  примера: 

Л3  = — 6Л2—  1 1 Л — 6Д; 

Л4  = — 6Л3  — 1 1Л2  — 6Л  = 25Л2  + 60Л  + 36 Е и т.  д. 

Для  обратной  матрицы  необходимое  соотношение  получаем  ум- 
ножением Д (Л)  = 0 на  А'1,  т.  е.  Л'1  (Л3  4-  6Л2  + 1 1 Л + 6 Е)  = О, 

откуда  имеем:  Л'1  = — ~ (Л2  + 6Л  + 1 1 Е). 

3.  Минимальный  многочлен.  Естественно  стремиться  свести 
функцию  /(Л)  к многочлену  г(Л)  возможно  меньшей  степени.  Пос 
кольку  степень  г(К)  всегда  на  единицу  ниже  степени  аннулирующего 
многочлена,  то  эта  задача  означает  поиск  аннулирующего  много- 
члена ф(А)  наименьшей  степени  (со  старшим  коэффициентом,  рав- 
ным единице),  называемого  минимальным  многочленом. 

Если  все  собственные  значения  матрицы  Л различны,  то  харак- 
теристический многочлен  Д(А)  является  одновременно  и минималь- 
ным. В общем  же  случае  может  быть  несколько  аннулирующих 
многочленов,  степень  которых  не  превышает  п,  и среди  них  только 
один  минимальный  многочлен  степени  т < п. 

Пусть  (ДА)  наибольший  общин  делитель  всех  элементов  при- 
соединенной матрицы,. т.  е.  С( А)  = ДА)С(А),  где  С( А)  — многочлен- 
ная матрица,  называемая  приведенной  присоединенной  матрицей. 
Так  как  /7(А)0(А)  = /7(А)ДА)С(А)  = Д(А)Д,  то  Д(А)  делится  без  ос- 
татка на  <ДА),  и' частное  как  раз  и будет  минимальным  многочленом 
т.  е. 


Ф 


При  этом  имеет  место  соотношение  Р (А)  С (А)  = ф (X)  Е или 
[ХД  — Л]  С (А)  = ф (X)  Е. 

Пример: 


Л = 

3 3 

I —5 

— 2” 

2 

; Р(  А)  = 

'X  + 3 -3  2' 

— 1 А+5  —2 

1 —3 

0_ 

, — 1 3 X _ 

Д (X)  = X3  + 8А2  + 20Х  + 16  = (X  + 2) 2 (X  + 4). 
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Матрица  имеет  двукратное  собственное  значение  X!  = —2 
и простое  Ях  = — 4.  Присоединенная  матрица: 


Г (X  + 2)  (X  + 3)  3(Х+2)  — 2 (X  + 2)~ 

с (X)  = I X + 2 (X  + 2)  (X  + 1)  2 (X  + 2) 

|_  Х + 2 -3(Х  + 2)  (Х  + 2)(Х  + 6)_ 

— (X  + 2)  С (X). 

Общий  наибольший  делитель  й=(Х-{-2),  следовательно: 


Нх)=^-=(^  + 2)  (Х  + 4); 


~Х  + 3 3 — 2“ 


С(Х)  = 


X + 1 2 

—3  X + 6 


В общем  случае  будем  считать,  что  характеристический  много- 
член Д(А)  матрицы  я-го  порядка  имеет  ц различных  нулей  Аъ  X,, 
А,,,  каждый  из  которых  может  повторяться  с кратностью  пк. 
Так  как  всего  должно  быть  п корней,  то  пг  + п2  + ...  + щ = п. 
При  этом  характеристический  многочлен  представляется  в виде: 

Д (X)  = (X  _ X,)".  (X  - \2)пг  ...  (X  - Х„)Ч 


Можно  показать,  что  совокупность  нулей  минимального  много- 
члена содержит  все  различные  характеристические  числа  Аь  Аг, 
...,  А,  с кратностями,  не  превышающими  кратностей  соответствую- 
щих собственных  значений,  т.  е. 

Ф (X)  = (X  — КГ'  (X  - Х2)т-  ...  (X  - \д)то, 

где  0 < т(  < п{  (і  = 1,  2,  ...,  <?). 

Степень  минимального  многочлена  т = т1  -)-  т2  + •••-}-  т„. 

В (5.  5)  было  показано,  что  Е(К)  — ѴлкЕ  — А]  — всегда  вырож- 
денная матрица,  причем  для  простого  собственного  значения  К 
она  просто  вырожденная  (ее  дефект  равен  единице),  а дефект  присо- 
единенной матрицы  С(Ю  равен  п — 1.  Если  К — кратное  собствен- 
ное значение,  то  дефект  5 матрицы  Р(К)  не  превышает  кратности 
гпь  нуля  К минимального  многочлена,  но  может  быть  и меньше 
пі/г.  Пусть  дефект  /^(Л.*)  равен  5;  тогда  имеют  место  следующи<?свой- 
ства: 

1)  кратность  собственного  значения  А*  не  меньше  5 (/щ.>  з); 

2)  все  элементы  присоединенной  матрицы  О(А)  делятся  на 
(X  — А*)5-1  (этот  общий  делитель  не  обязательно  является  наи- 
большим); 

3)  0(А)  вместе  со  всеми  своими  производными  по  меньшей  мере 
до  (з  — 2)-й  включительно  при  А = А*  равна  нулевой  матрице. 
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Из  свойства  2 следует,  что  для  матрицы  Р(к),  полностью  вы- 
рожденной для  всех  своих  собственных  значений  (дефект  Р(кк) 
при  к ==  1,  2,  ....  ^ равен  ее  порядку),  минимальный  многочлен 

содержит  только  линейные  множители,  т.  е.  ф (к)  = (к ^(к  — 

— к2)...  (к  — кд).  1 

Рассмотрим,  например,  матрицы: 


А,= 


'а  О О О' 
О а О О 
О 0 а О 

0 0 0 а 


А.= 


Ал 


а 1 О О 
О а О О 
О 0 а 1 
0 0 0 а 
а 1 О О 

О а 1 О 

О 0 а 1 

0 0 0 а 


а 0 0 0“ 

О а 1 О 
О 0 а 1 ’ 

_0  0 0 а 


Все  матрицы  имеют  одинаковые  характеристические  многочлены 
^ (к)  = а)4  и собственное  значение  Х1  = а кратности  т1  = 4, 

но  их  минимальные  многочлены  различны.  Матрица  Р1  (X)  = 
= [Хг5  Л]]  полностью  вырождена  (ее  дефект  равен  четырем, 
т.  е.  кратности  а),  поэтому  в соответствии  с приведенным  выше 
свойством  2 С (а)  делится  на  (X  — а)3  и (X)  = X — а.  Дефекты 
матрицы  Р 2 (а)  иР з (а)  одинаковы  и равны  двум,  значит  присо- 
единенные к ним  матрицы  02(Х)  и 03(Х)  должны  иметь  общий 
делитель  (X  а),  но  этот  делитель  не  обязательно  наибольший 
Действительно: 


02  (к) 


ДХ-а)3 

О 

О 

_ О 


Г(Х-а)3 


(X  — а)2  0 0 “ 

(X  — а)3  О О 

О (X  — а)3  (X — а)2  : 
О О (X— а)3_ 

О 0 0 1 


О (X— а)3  (X— а)2  (X  — а) 

О О (X  — а)3  (X— а)2 

0 0 0 (X  — а)3 


Для  02  (X)  общий  наибольший  делитель  й2  (X)  = (X  — а)2  и, 
следовательно,  <]>2  (X)  = (X  — а)2.  Для  03  (X)  общий  наибольший 
делитель  й3  (X)  = X — а,  и поэтому  ф3  (X)  = (X  — а)3.  Матрица  Р^а) 
просто  вырождена,  и поэтому  ее  минимальный  многочлен  совпа- 
дает с характеристическим:  Ф4(Х)  = Д (X)  = (X  — а)4. 
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4.  Интерполяционный  многочлен.  Приняв  <]>  (X)  в качестве 
аннулирующего  многочлена,  можно  записать:  /(X)  = <7(Х)ф(Х)  + г(Х). 
Так  как  <]>(Х)  со  своими  производными  до  ( тк — 1)-й  включительно 
при  X = \к  обращается  в нуль,  то 

НК)  = г(К),  Г(К)  = г'(\к),  ...  , /(^-1)(Х,)  = г^-1>(Х4). 


Эти  соотношения  для  к = 1,  2,  ...  , с/  составляют  систему  т 
уравнений,  решив  которую  можно  определить  т коэффициентов 
интерполяционного  многочлена 

г(Х)  = ат_1Хт  1 -ф  ат_2Хт  2 -ф  • • • + ахХ  + а0. 

Заменив  в этом  многочлене  скаляр  X на  матрицу  А и приняв 
во  внимание,  что  в соответствии  с теоремой  Кэли  — Гамильтона 
/(Л)  = г(Л),  получим  выражение  для  функции  от  матрицы  в виде: 

[(А)  = ат_1Ат~1  + ат_2Ат~2  +...+<*  И + а0Е  = 5'  ліА 

і= О 

Значения  /(ХА),  /'  (ХА),  ...  , (X*)  Для  /г=1,  2,  ...  , ц 

определяют  функцию  /(X)  на  спектре  матрицы  А.  Например, 
для  экспоненциальной  функции  /(Х)  = ехр(Х/) 

/(Х*)  = еЧ  /' (X*)  = Іе1*1 , ...  , /("*-і)(ХА)  = Г*“1ех*‘. 

Если  минимальный  многочлен  содержит  только  линейные  мно- 
жители (X — ХА),  то  достаточно  определить  функцию  /(X)  в харак- 
теристических точках  Хх,  Х2,  ...  , Хт.  При  этом  система  уравнений 
для  коэффициентов  интерполяционного  многочлена  имеет  вид: 

/ 0' к)  — ао  + аі X*  + • • • + аш_1Х*1  (к  = 1,  2 т) 

или  в матричной  форме: 


гпнп 

- 1 

ч •• 

. х™-1" 

ао  " 

«0 

/(Х2) 
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1 

^2 

х^  .• 

у т— і 
Л2 

“1 

= V 

а1 

-КЮ- 

_ 1 

К •• 

у т— 1 
* Ат  -1 

-ат-1- 

-ат_1- 

Решив 

эту 

систему 

относительно  ав 

> «г,  •• 

> алі 

_х,  получим 

т — 1 

/И)=  2 *И‘. 

і= О 


Определим,  например,  экспоненциальную  функцию  от  матрицы, 
рассмотренную  в (5.5) 


Л = 


~4 

5 

4 


—8  Г 
-9  1 

—6  —1 
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Так  как  все  собственные  значения  различны  (X,  = — 1-  X = 
= — 2;  Х5  = — 3),  то  ф (X)  = Д (X).  Тогда: 


~1 

— 1 

1 

~6 

—6 

2~ 

1/  = 

1 

—2 

4 

; Ѵ~х  = ~ 

9 

5 

—8 

3 

_1 

—3 

9_ 

_1 

-2 

1 

ао 

-6 

—6 

2 

- е~<  ~ 

-1  >-: 

— Зс~2^  с-3'  - 

аі 

1 

О 

5 

—8 

3 

е~ 21 

_ 4е~2'  + 1 е~3' 

_а2_ 

.1 

—2 

1_ 

е~3Р 

Іг- 

— е~2‘  + у е~3' 

ехр  (. Аі ) = а0Е  + <ххЛ  + а 2Л2  = 


1 

О 

о 

1 

4 —8  Г 

~ —20  34 

1 

сл 

1 

0 1 0 

0 0 1 

+ а1 

І 

»— < *— < 

і 

с г>  со 

1 1 

•-О  ’хр 

~Ь  а2 

—21  35 

_ — 18  28 

1 1 

После  выполнения  соответствующих  операций  и приведения 
подобных  членов,  придем  к результату,  полученному  в (5.5). 

5.  Интерполяционный  многочлен  Лагранжа-Сильвестра.  Рассмот- 
рим общий  случай,  когда  минимальный  многочлен  ф (X)  содержит 
кратные  нули.  Разложим  отношение  г(Х)  и ф(Х)на  простые  дроби: 


г а) 

Ф(Х) 


к= 1 


+ : 


\хкч 


_(1—\к)тк  1 (X  — Ік)тк 


-гі  + • • • + 


тк 

X — X* 


Так  как  степень  г(Х)  на  единицу  ниже  степени  ф(Х),  то  \>.кѵ 
Р/ьа-  , (А*.  тк  — числовые  коэффициенты,  определив  которые, 
получим  выражение  для  интерполяционного  многочлена  в виде: 

Я тк 

г(Х)  = 2 2 Ц*/(Х  -Х*)/-»ф,(Х), 

к— 1 /= 1 


где 


М*)  = 


Ф(Х) 

(X  — Хк)'пк 


Для  определения  коэффициента  ;х/г,-  продифференцируем  ? — 1 
раз  выражение 

я 

ф к (X)  = XI  ^к)  + * • * + [хк,  тк  (А — ~ккк  ] 

к=  1 
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и положим  X = Ік.  Тогда  все  слагаемые,  кроме  (/ — I)!  обра- 
тятся в нули  и в результате  получим 


1 

***'  “ (7  - 1)! 


а/-1 

Л'-' 


г(Х) 


. +*  (X). 


Так  как  значения  г(Х)  и /(X)  при  X = Хй  (6  = 1,  2,  ...  , (?) 
совпадают  до  (тк — 1)-й  производной  включительно,  то  заменой 
г(Х)  на  /(X)  находим 


Ні 


(/-1)1 


(/-і) 


Фа  (X) 


/(X) 


(6  = 1,  2,  ...  , <7;  ?'  = 1,  2,  ...  , тА). 

Подставив  значения  (іА/-  в выражение  для  г (X),  приходим  к фор- 
муле для  интерполяционного  многочлена  Лагранжа — Сильвестра: 


г(Х) 


<7  тк 

= V V 


/(X) 


^ ^ (/-  о!  и*  (X) 

*=1  /=1 


(/-1) 

х=х* 


(X  — Х*)/-’ф*  (X). 


Заслуживают  внимания  два  частных  случая: 

1)  Все  нули  минимального  многочлена  простые,  т.  е.  <|>(Х)  = 
= (Х  — Хі) (X  — Х2)  ...  (X  — ХД  Так  как  тк  = \ (к  = 1,  2,  ...  , (?)/' 
принимает  только  значение  1,  следовательно,  получаем  выражение 


Е 


П (X  - Хі) 


п (х*  — X;) 

іфк 


широко  известное  как  интерполяционный  многочлен  Лагранжа. 

2)  Минимальный  многочлен  имеет  только  один  нуль  Х0  крат- 
ности т,  т.  е.  ф(Х)  = (X  — Х0)’п.  Тогда  к = 1,  тк  = тг  = т и /== 
= 1,  2,  ...  , т.  Так  как  фА(Х)  = 1,  то  из  общей  формулы  на- 
ходим 


'(х>~2 


і- 1 


и - і)і 


Яг1(х-хо)+  -^(х-хд  + 


/(/-1)(Х0)(Х-Х0)/-1  = /(Х0)  + 
. /<"*-*)  (X) 


(т  — 1)! 


(X  - Х0  у 


что  совпадает  с первыми  т членами  разложения  в ряд  Тейлора 
функции  /(X). 
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Например,  для  матрицы  А из  (4),  все  собственные  значения 
которой  различны  (Хх  = — 1,  Х2  = — 2,  Х3  = — 3)  и ф (X)  = Д (X)  = 
— (X  + 1)  (X  + 2)  (X  4-  3),  имеем: 

т\-  (Х-Х2)(Х-Х3)  гп  ч , (Х-Х,)(Х-ХЯ)  , , 

(Х1  - *.)  (Хі  - >-з)  ' (Хі)  + “(Х2-Хі)(Х2-Х:і)  ^ (Хз)  + 

+ ^ ^ = Д (х  + 2НХ  + 3)/(— 1)  — 

— (Х+  1)а  + 3)/(—  2)  + у(Х+  1)(Х  + 2)/(— 3). 

Для  экспоненциальной  функции  /(Х)  = ехрШ)  находим 

/(— 1)=ехр  (—/),/(  2)  = ехр(-20,/(— 3)  = ехр(— ЗД  Подставляя 
вместо  X матрицу  А,  получаем 

еА‘  = у (Л  + 2 Е)  (А  + 3 Е)е~‘  — {а  + Е)(А  + 3 Е)  е~ * + 


+ ~2  (А  + Е)  (А  + 2 Е)  е 


,-31 


что  после  вычисления  совпадает  с результатом  в (5.5). 

Проиллюстрируем  применение  полученной  формулы  на  примере 
матрицы  с кратными  собственными  значениями: 


~—2  2 — 3~ 

~Х  + 2 —2  3 “ 

А = 

1_ 

0 

1 

Сл 

; Р(Ѵ  = 

10  X — 4 5 

5 4 — 6_ 

_ 5 —4  Х + 6 

Д(Х)  = Х^  + 4Х2  + 5Х  + 2 

= (Х+  П2(Х  + 2); 

хі  = — 1(л»і  = 2);  Х2  = — 2 (т2  = 1). 


Так  как  Р — просто  вырожденная 
единице),  то  ф(Х)  = Д(Х,),  а также 
= (Х  + 1)2. 

Поэтому  можно  записать: 


матрица  (ее  дефект  равен 
Фі(х)  — Х + 2 и ф2  (X)  = 


г (X)  — [р.п  + |і12(Х  Хх)]  ([»!  (X)  (х21фг  (X), 
где 


Рчг  = 


„ _ П\)  тѵ 

^п~  Ф,  (Хх) 

_ / (Хг)  ф1  (Хд)  — / (Хт)  фд  (X,) 
(X,)2 

^ = Еій-  = /(Ы. 


= /'  (X,)  — /(Хі); 


Подставляя  значения  коэффициентов,  получаем 
г(х)  = { / (хі)  "Т  [/  (Хх)  /(Хх)]  (X  -|-  1))  (X  2)  + /(Хг)(Х  + 1)"  = 
= -/(хі)(х  + 2)Х  + /'(Х1)(Х+  1)(Х  + 2)+/(Х2)(Х  + I)2. 
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Обозначим  многочлены  от  X,  входящие  в полученные  выраже- 
ния, <ри  = (Х  + 2)Х;  ср12  = (Х+  1)(Х  + 2);  ®21  = (X  + I)2;  тогда: 

г (X)  = — / (Хг)  фп  (X)  + /'  (Х4)  ср12  (X)  + / (X 2)  ср 21  (X;. 


Заменив  X на  матрицу  А,  с учетом  г (А)  = / (А),  получим: 


/ (Л)  = -/  (X,)  (Л  + 2В)  А + /'  (Хх)  (А  + Е)(А  + 2 Е)  + 


'со 

1 

0 

1 

-— 2 2 — 3“ 

+ / (X.)  ( А + Е)2 / (Хй) 

— 10  6 —5 
_ — 5 4 — 4 

— 10  4 —5 
_— 5 4 — 6_ 

“— 1 2 —3 

- 0 2 — 3“ 

1 2 — З- 

+ Г (Хі) 

—10  5 —5 
_ — 5 4 — 5_ 

— 10  6 —5 
_ — 5 4 — 4_ 

+ /(Х2) 

— 10  5 —5 

5 4 — 5_ 

~ 5 4 — 8" 

~ —5  —2  5~ 

/(X,) 

15  16  —30 

+ Г (Хх) 

— 25  —10  25 

_10  10  — 19_ 

_ — 15  —6  15_ 

—4  —4 

8- 

+ / (Ха) 


— 15  —15  30 
—10  —10  20 


Определив  / (Хх),  /'(Х2)  и / (Х2)  для  данной  скалярной  функции 
/(X)  и подставив  в это  выражение,  получим  функцию  от  матрицы 
/(Л),  определенную  на  ее  спектре. 

6.  Теорема  Сильвестра.  Как  видно  из  рассмотренного  примера, 
при  вычислении  коэффициентов  а*/  необходимо  раскрывать  произ- 
водные отношения  функций  /(X)  и фА(Х)  и после  подстановки 
их  значений  при  X = Х&  (к  = 1,  2,  ...  , ^)  группировать  члены  по 
скалярной  функции  /(X)  и ее  производным.  В результате  полу- 
чаем выражение  вида 

Г (X)  = 2 і/  (X,)  сра  (X)  + Г (К)  Ти  (X)  + ■ • • + /(т*_1)  (X,)  <р*.  т*  (Х)Ь 

4=1 


или 

Я тк 

Г(Х)  = 2 V /(/— 1)(х4)  ТѴ(Х). 

4=1 /=1 

Здесь  ср А//(Х)  — многочлены,  степени  которых  ниже  степени  т 
минимального  многочлена  ф (X).  Они  не  зависят  от  вида  функции 
/(X)  и вполне  определяются  заданием  ф (X).  Заменив  скаляр  X 
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на  матрицу  А и приняв  во  внимание  соотношение  /(А)  = г (А), 
получим  основную  формулу  для  функции  от  матрицы: 

<7 

/И)  = 2 

4=1  /=1 

где 

2кі  — ^кі  (А)  = 1>  2,  , Ц\  ] — 1,  2,  ...  , тк). 


Матрицы  называются  компонентами  матрицы  А (не  сме- 
шивать со  скалярными  элементами  матрицы!).  Они,  как  и ср*/  (X), 
не  зависят  от  вида  функции  /(X)  и вполне  определяются  матри- 
цей А.  Это  значит,  что  Ъц  можно  определить  из  основной  фор- 
мулы, подставив  в нее  некоторую  функцию,  наиболее  подходящую 


для  этой  цели.  Пусть  = 


где  X рассматривается  как  не- 


который параметр.  Эта  функция  определяется  на  спектре  матрицы 
А с собственными  значениями  Х1;  Х2 Х0  следующей  сово- 

купностью величин  (4): 


НК)  = 


1 

>.  - хА 


Г (К) 


1! 

(х-х*)* 


тк-1>  п \ — {тк  — 1)  ! 
' *■  к>  (К  — 'Кк)'Пк 


В то  же  время  из  выражения  (X — р)/(р)=1  после  замены 
скаляра  |3  на  матрицу  А имеем  (ХЕ  — Л)  / (Л)  = В,  т.  е.  / (Л)  = 
= (ХЕ  — Л)-1.  Учитывая  соотношение  [ХЕ — А]  С(Х)  = ф (X)  Д 
из  (3)  и подставляя  в основную  формулу  значения  функции  на 
спектре  матрицы  Л,  получаем: 


[ХЕ  — Л]-1 


С(Х) 

Ф(Х) 


V Г 2кі  , 1!  гкз 

[х  — X*  ^ (X  — X*)» 

к= 1 


+ ...  + 


а ™ к 

, ~ ')>  * к,  тк  1 V V (/-')!  7 

1 (X  — хк)тк  ] (Х-Хь)<  кІ' 

4=1  /= 1 ѵ * 


Это  выражение  по  форме  совпадает  с разложением  на  простые 
дроби  с матричными  коэффициентами  (/  — 1)!  2к/.  Действуя  ана- 
логично (5)  и умножая  обе  части  равенства  на  (X  — Хк)ть,  имеем 


^ = 2 [2И  (X  - КГ*-1  + 2кі  (X  - ХкУ>к~*  +...+ 

4=1 

+ (тк 1)!  . 
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Для  определения  коэффициента  7к!  продифференцируем  это 
равенство  тк  — \ раз,  приняв  X = \к.  Тогда  все  члены  в правой 


части,  кроме 

члена 

с 7. 

имеем 

Г С(Х) 

т-і 

1 Фа  (X) . 

Х=Х^ 

откуда 

N 

Л- 

II 

(«А  - 

= («*-/) !(/-!)!  2*/, 
С (к) 


1)1 


Фа  (к)  _|х=Х* 


(Щ-І) 


(к  = 1,  2,  ...  , <7;  / = 1,  2,  ...  , тД. 

Подставив  эти  значения  в основную  формулу,  получаем  вы- 
ражение, представляющее  теорему  Сильвестра-. 

Ч тк 


ПА) 


у ѵ /(/~1>  (Ч)  г 


С (X)  1<тА— /) 
Фа  (X)  ]х=х* 


Преобразуем  это  выражение,  умножив  числитель  и знамена- 
тель на  {тк  — 1)!  Так  как 


(тк  — 1)! _ 1 гі~  1 

(тк  - 1)  I (тк  - /)!(/- 1)1  (тк  - 1)  ! °т*-ь 

то  в соответствии  с известной  формулой  для  высших  производных 
произведения  двух  функций 


тІг 


Ѵс^,/(/-і)(х) 


/=1 


С(Х) 


. Фа(Х)  . 


(тА-/) 


/(X) 


С(Х) 
Фа  (X) . 


(тА — 1) 


получим  другую  форму  теоремы  Сильвестра: 


/И)  = 


I 


1 

(тк  — 1)! 


7 (X)  С (X) 

. Фа  (X)  ]х=х*  • 


В этой  формуле  приведенную  присоединенную  матрицу  С(Х) 
можно  в соответствии  с (3)  заменить  присоединенной  матрицей 
С(Х)=й(Х)С(Х),  где  <і(Х) — многочлен,  являющийся  общим  наибольшим 
делителем  всех  элементов  матрицы  С(Х).  Тогда  вместо  ф (к)  сле- 
дует рассматривать  А(Х)  = й(Х)  ф (X)  и определять  ф*(Х)  по  фор- 
муле 


Фа  (X)  = 


А(Х) 

(Х-Х*)т*  • 


Такой  подход  более  удобен,  если  используются  специальные 
алгоритмы  определения  присоединенной  матрицы  С(Х). 


Ю 5-165 
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7.  Алгоритм  Фаддеева.  Для  определения  присоединенной  матрицы 
ОД)  можно  воспользоваться  алгоритмом  Фаддеева.  При  этом  одно- 
временно получаем  и коэффициенты  характеристического  много- 
члена АД). 

Пусть  для  данной  матрицы  А 

Д (X)  = X"  -ф  а Д"  ' + •••  + а„_Д  + ап; 

С (X)  = ОД"  1 -ф  02Х"  2 + • • • -ф  0„_Д  -ф  0п. 

Скалярные  коэффициенты  ах,  а2,  ...  ап  и матричные  коэффи- 
циенты Ор  02,  ...  , 0„  вычисляются  по  рекуррентным  формулам: 

аі  = ~Т  *г  В’’  °і+і  = 

причем  Д = 0,А  Д'=1,  2,  ...  , п)  и 01  = Я.  Здесь  символ  ігВ 

означает  след  матрицы,  равный  сумме  ее  диагональных  элементов 
(иногда  для  этой  величины  употребляют  термин  шпур  и обозна- 
чают ее  через  зрВ). 

Для  доказательства  этих  формул  подставим  многочлены  Д (X) 
и О (X)  в соотношение  О (Х)ДЯ  — А)  = Д(Х)  Е: 

(ОД"-1  + 0Д"~2  + . . . + 0„_Д  + 0„)(ХД  - А)  = (X"  + а Д"-1  + 

+ Ь а„_Д  -ф  ап)Е. 

Перемножив  многочленные  матрицы  и сравнив  матричные  коэф- 
фициенты при  одинаковых  степенях  X,  находим 

Ош  — ОД  = а{Е  или  0,+1  = Ві  -ф  а,Е, 

так  как  Ві  = ОД  и С1  — Е,  Вх  = А,  а также  Вп  = ОД  = — а„Я. 
Далее,  продифференцировав  Д (X)  по  X,  получим 

Д'  Д)  = п\п~1  + (п  - 1)  аД"~2  + • • . + ап_х  = 2 \п  - ()  аД"-1"1, 

і=0 

где  а0  — 1.  Так  как  в определителе  АД)  = сіеіДЯ  — А]  скаляр 
X расположен  только  на  главной  диагонали,  то  производная  Л'Д) 
равна  сумме  всех  главных  миноров  (алгебраических  дополнений 
диагональных  элементов)  матрицы  ДЯ  — А].  А эти  миноры  являются 
диагональными  элементами  присоединенной  матрицы  ОД)  = 
= Аф'ДЯ — А].  Следовательно,  можно  записать: 

Д'  (X)  = (г  о (X)  = іг  (ОД"-1  + 02Х"-2  + . . • + е„_д  + од. 

При  суммировании  матриц  их  элементы  суммируются,  поэтому 
след  суммы  матриц  равен  сумме  их  следов,  и можно  записать: 

п— 1 п— 1 

2 (п  — і)  аД"-'-1  = Іг  ОД)  = 2 *Г  0,+Д"-'-1. 

1=0  і=  о 
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Это  равенство  должно  соблюдаться  для  любого  X,  значит 
(п  — 0 ас  = іг  Оі+1.  Кроме  того,  из  С,+1  = Вс  + а{Е  следует 
ігО(+1  = ігВ;  + пас,  откуда  с учетом  предыдущего  соотношения  полу- 
чаем формулу  для  коэффициента  характеристического  уравнения 

ас  = ітВс  (і  = 1,  2,  ...  , л). 


Таким  образом,  соотношения  алгоритма  Фадцеева  доказаны. 
Проиллюстрируем  его  применение  на  примере  матрицы  из  (1). 
Полагая  Ог  — Е,  имеем: 


Ч —8  1 


В,  = 0,Л  = А = 

02  = В ахЕ  = 
а2  ■- 

03=  В2+  а2Е  = 


5 —9  1 

; а1  — — К В,  = 

7 

05 

і 

1 

4 — 6 — 1_ 

3 

1 

ОО 

1 

7 

і 

5 —3  1 

; в2  = еял  = 

9 —19  1 

_ 4 — 6 5_ 

_6  —8  — 7_ 

-у‘гВ>  = 

1 

«1- 

СО 

1 

^4 

= П; 

45  —14  Г 

“—6  0 0 

9 —8  1 

; В3  — 03Л  — 

0 —6  С 

1 

00 

1 

СО 

1 

схэ 

1 

О 

О 

1 

а3  = — 4-  К В3  = — ~ (—6  — 6 — 6)  = 6. 


Соотношение  СпА  = — апЕ  можно  использовать  для  проверки 
правильности  вычислений.  Действительно,  в нашем  примере  03 А = 
= В3  = — алЕ.  Таким  образом,  получаем 


д (X)  = X3  + 6Х2  + ИХ + 6; 


4 о о- 

1 

оо 

1 

о 

г 

45  —14  Г 

С(Х)  = 

0 1 0 

0 0 1_ 

X2  + 

5 —3  1 
_ 4 — 6 5_ 

Х + 

9 —8  1 
_ 6 — 8 4_ 

Изложенный  алгоритм  требует  выполнения  л — 1 операций 
умножения  матриц  0,Л,  каждая  из  которых  сводится  к л3  операций 
умножения,  т.  е.  всего  (п  — 1)л3  ~ п 4.  Кроме  того,  при  каждом 
умножении  матриц  необходимо  выполнить  ( л — 1)п2  операций  сло- 
жения (или  вычитания)  чисел,  т.  е.  всего  ( п — 1 )2л2  ~ л4.  При  этом 
вычитание  близких  по  величине  чисел  может  привести  к существен- 
ному снижению  точности. 

8.  Значения  присоединенной  матрицы.  Рассмотрим  разность 
Д (X)  — Д(т),  где  у — некоторая  скалярная  переменная.  Легко  убе- 
диться в том,  что  эта  разность  без  остатка  делится  на  X — 7, 


10* 
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и частное  представляет  собой  многочлен  от  X и у (п  — 1)-й  сте- 
пени, т.  е. 

ЧА,  ,)  = ММ=АЩ.= 

= А"-'  + (г  + а,)  А"-3  + (т'  + <ѵ;+  а,)  А'1-3  + . . . 

Подставив  в тождество  8 (X,  ?)  (X  — т)  = Д (X;  — Д (у)  вместо 
скаляра  у матрицу  Л,  получим  6 (ХЕ,  А)  (ХЕ  — А)  = Д(Х)  Е — Д(Л), 
где  в соответствии  с теоремой  Кэли — Гамильтона  Д (Л)  = 0,  т.  е! 
Ъ(ХЕ,  А)  (ХЕ  — А)  = к(Х)Е.  Сравнивая  с соотношением  С(Х)(ХЕ — 
— Л)  = Д(Х).Е,  записываем  6(Х)  = Ъ(ХЕ,  Л). 

Значение  С(Хк)  для  простого  Хк  можно  получить,  подставив 
в исходное  выражение  Хк  вместо  у.  Так  какД(Х*,)  = 0,  то 


5*  />  } \ А (X)  (X  — Хх)  (X  — Х2)  ...  (X  — Х„) 

°1А>  Ак>  — Х — 4 х~—  Хд. 


ГЬх-^- 

іф  к 


Заменив  X через  матрицу  Л с учетом,  что  Ь(\кЕ,  Л)=0(Х4), 
получим  формулу,  которая  уже  использовалась  в (5.10): 


о(К)  = ПИ-х^)  = (-іг-іП(х,^-л). 

іфк  іфк 

Можно  также  показать,  что  значение  /-й  производной  присо- 
единенной матрицы  при  X = Хк,  кратность  которого  тк>  выражается 
соотношением: 


~ СУ)  (X,)  = (А  - ХкЕГ»-'-'  ]~](А- КЕ)т‘. 

і + к 


Определим,  например,  значения  присоединенной  матрицы  и ее 
производной  для  матрицы  третьего  порядка  из  (5),  собственные 
значения  которой  — двукратное  \ — — 1 и простое  Х2  = — 2. 
В соответствии  с полученными  формулами 


О (Хх)  = (Л  — Х,Е)  (А  — Х2Е);  О'  (X,)  = Л — Х2Е; 


С(Х2)  = (Х^-Л)2; 


1 

1 

»— — * 

1 

СО 

~ 02  — 3~ 

~ —5  —2  5~ 

С(Хі)  == 

— 10  5 —5 
_ — 5 4 — 5_ 

— 10  6 —5 
_ -5  4 — 4_ 

= 

— 25  —10  25 
15  -6  15_ 

0 2 — 3_ 


С'(>ц)  = 


— 10  6 —5  ; 


0(Х2) 


—5  4 —4 


~ — 1 2 — 3 

2 

і 

00 

1 

1 

1 

— 10  5 —5 

= 

-15  —15  30 

1 

1 

сл 

4* 

1 

сл 

/ 

_— 10  —10  20__ 
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Полученные  результаты  можно  проверить  подстановкой  значе- 
ний и Х2  в общее  выражение  для  О(Х). 

9.  Применение  теоремы  Сильвестра.  Если  нули  характеристичес- 
кого многочлена  А (X)  простые,  то  С (Хк)  = С(Хк)  = [“[  (Л  — ХСЕ), 

і + к 

и основная  формула  приводится  к виду: 

П П 

к= 1 к—\ 

П (А  - Х^Е) 

і + к 

П (X*  - Хі) 

к=\  іфк 


Это  выражение  можно  получить  непосредственно  из  интерполя  - 
ционного  многочлена  Лагранжа  (5),  заменив  в нем  X матрицей  А . 
Использование  теоремы  Сильвестра  в общем  случае  кратных  харак- 
теристических чисел  (нулей  минимального  многочлена)  иллюстри- 
руется на  примере  матрицы  из  (5),  для  которой  = 1 (піх  = 2) 

и Х2  = —2  (тг  = 1): 


/( А 

— 1 (Хх)  2П  + /'  (Хг)  212  + / (Х2)  221; 

V 1 

С(Х) 

с (Хі)  Фі  (X,)  - С (Хі)  ф'  (Хі) 

11  0! 

_Фі(Х). 

х-х,  Фі 

^12  = 

С (Х^)  в у С (Х2) 

Фі(Хі)’  "21  Фа(Х2)  • 

Так  как  фі(Х)  = Х + 2 и ф2(Х)  = (X  + I)2,  то  Фі(Х1)  = 1, 
и,'(Х1)  = 1;  фа(Х2)=  1,  и с учетом  полученных  в (8)  значений 
О(Х),  которые  в данном  случае  совпадают  с соответствующими 
значениями  С (X),  имеем: 


2и  = 


- 5 

4 

— 8~ 

~ —5 

—2 

5~ 

15 

16 

—30 

; 212  — 

—25 

— 10 

25 

_10 

10 

— 19_ 

_— 15 

—6 

15_ 

— 


- — 4 _4  8“ 

— 15  —15  30 
—10  —10  20 


В результате  по  формуле  Сильвестра  получаем  выражение  для 
функции  от  матрицы  /(Л),  которое  совпадает  с полученным  ра- 
нее (5). 


293 


Для  экспоненциальной  функции  от  матрицы  формула  Сильвест- 
ра запишется  следующим  образом: 


Я тк 
к= 1 /= 1 

Так,  для  нашего  примера  имеем: 


~ 5 4 — 8~ 

~ — 5 — 2 5~ 

15  16  —30 

+ (е~‘ 

— 25  —10  25 

_10  10  — 19_ 

— 15  -6  15 

— 

-4  —і 

8“ 

+ е~2і 


— 15  —15  30 

— 10  —10  20 


~5(1  — /)  е~‘ — 4е_2/ 


2 (2  — /)  е-‘—4е~* 


— 8 + Ы]е-’ +8е~2‘  ~ 


5 (3  — Ы)ё~1 — 15е~2‘  2 (8—5/)  е~‘—  15<г2/  5(— 6+5/)е~'+30е-2‘ 
5 (2 — 3/)е-' — 1 0е~2/  2(5—3 і)е~‘  — 10а~2/  (—  19+15/)е-'+20<?-2' 


Полученное  выражение  можно  рассматривать  как  фундамен- 
тальную матрицу  Ф (/)  линейных  дифференциальных  уравнений 

(ІХ 

с постоянными  коэффициентами  в нормальной  форме  = Ах, 

в которой  матрица  А совпадает  с заданной. 

10.  Компоненты  матрицы.  Так  как  компоненты  матрицы  2к! 
не  зависят  от  вида  функции  /(Л,),  то  их  можно  определить  из  системы 
т уравнений,  которые  получаем  подстановкой  в основное  урав- 
нение (6)  т независимых  аналитических  функций.  В качестве  та- 
ких функций  удобно  использовать  многочлены,  получаемые  после- 
довательным делением  минимального  многочлена  Т (к)  на  про- 
стейшие сомножители.  В результате  всегда  получим  т функций, 
включая  и 1(к)  = 1. 

Определим  этим  способом  компоненты  матрицы  из  (5).  Так 
как  ф(Х)  = (А  + 1)2(Х  + 2),  то  в качестве  простейших  множите- 
лей принимаем  Д (А)  = (X  -}-  I)2,  Д(А)  = X + 1 и Д(А)  = 1.  По  ос- 
новной формуле 

/ (А)  = / (- 1)  ги  + /'  (- 1)  21г  + / (-2)  гп. 


Подставляя  сюда  простейшие  многочлены,  получаем  систему 
уравнений: 

(А  + Е)2  ~ 221;  (А -\- Е)  = 2 12  — 2п;  Е = 2ххА-221, 
откуда  последовательной  подстановкой  находим: 

2а1  = {А  Аг  Е)\  2Х2  = (А  + Е)  — 2ІХ,  2ХХ  — Е — 22х. 
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Для  данной  матрицы  А после  выполнения  соответствующих 
операций  получаем  компоненты,  совпадающие  с найденными  в (8). 

Компоненты  матрицы  связаны  общими  соотношениями,  которые 
можно  использовать  для  проверки  правильности  вычислений: 

2 ( }-к^кі  “Ь  = А;  2 — Е\  7\х  — (к  — 1,  2,  , #); 

к = 1 й=  I 

= 0;  (к  ф /;  1 < / < тк\  1 < і < т{). 

Первая  пара  соотношений  получается  подстановкой  в основ- 
ную формулу  функций  [(X)  = X и І(к)  = 1 . 

11.  Сводка  методов  определения  функции  от  матрицы.  Рассмот- 
ренные методы  определения  аналитической  функции  /(Л)  от  мат- 
рицы А сводятся  к следующим: 

1)  Подстановка  матрицы  А в степенной  ряд  соответствующей 
скалярной  функции  [(X)  и вычисление  частичной  суммы  членов 
ряда  для  /(Л),  дающей  достаточно  точное  приближение  (1). 

2)  Использование  интерполяционного  многочлена  г(Х)  и соот- 
ношения [(А)  — г(Л),  вытекающего  из  теоремы  Кэли — Гамиль- 
тона (4). 

3)  Использование  интерполяционного  многочлена  Лагранжа- 
Сильвестра  с определением  числовых  коэффициентов  \\ы  разло- 
жения на  простые  дроби  (5). 

4)  Определение  компонент  2*/  матрицы  Л через  значения  при- 
веденной присоединенной  матрицы  С(Х)  на  спектре  данной  мат- 
рицы с использованием  теоремы  Сильвестра  (6). 

5)  Определение  компонент  2/г/  из  системы  т уравнений,  полу- 
чаемых на  основе  теоремы  Сильвестра  для  т простейших  многочле- 
нов (9). 

При  использовании  всех  этих  методов,  кроме  первого,  необ- 
ходимо знать  собственные  значения  характеристической  матрицы 
Е(Х)  = [ХЕ  — А].  Вычисление  собственных  значений  требует  реше- 
ния алгебраического  уравнения  п- й степени  и представляет  собой 
самостоятельную  задачу  высшей  алгебры,  непосредственно  не  свя- 
занную с теорией  матриц. 

Прямое  использование  теоремы  Сильвестра  связано  с определе- 
нием значений  присоединенной  матрицы  на  спектре  данной  мат- 
рицы, которые  могут  быть  получены  с помощью  алгоритма  Фад- 
деева  (7)  или  формул,  приведенных  в (8).  Последний  метод  сво- 
боден от  вычисления  значений  присоединенной  матрицы. 

При  определении  компонент  2*;  вместо  минимального  много- 
члена ф(А,)  можно  пользоваться  характеристическим  многочленом 
Л(Х),  однако  при  этом  некоторые  компоненты  будут  равны  нулевым 
матрицам.  Таким  образом,  тот  же  результат  потребует  большего 
объема  вычислений. 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


г I.  Сравните  понятия  скалярного  многочлена,  многочлена  от  матрицы, 
матричного  многочлена  и многочленной  матрицы.  Приведите  примеры. 

2.  Дана  матрица 


—7  3 6 6 

—4  2 4 4 

— 3 50—1 

—2—2  4 5 


а)  Найдите  присоединенную  матрицу  0(Я)  = А<Д(^.Е  — А)  и характерис- 
тический многочлен  Л(Х)  = сі еі(кЕ  — А)  через  алгебраические  дополнения 
характеристической  матрицы  Е(\)  = \Е  — А. 

б)  Определите  С(к)  и А (к)  с помощью  алгоритма  Фаддеева  и сравните 
с полученным  ранее  результатом. 

в)  Проверьте  соотношение  А(А.)0(Х)  = А(к)Е. 

г)  Запишите  0(к)  в виде  матричного  многочлена. 

3.  Проверьте  справедливость  теоремы  Кэли — Гамильтона  на  примере 
матрицы 


А = 


4.  Покажите,  что  с помощью  теоремы  Кэли — Гамильтона  можно  пред- 
ставить многочлен  Ы(А)  любой  степени  т > п от  квадратной  матрицы  А 
п- го  порядка  через  многочлен  от  А,  степень  которого  не  превышает  п — 1. 
Определите  N(А)  — А4  + А3  + А2  + А + Е для  матрицы  А из  предыду- 
щей задачи 

а)  прямым  вычислением; 

б)  с помощью  понижения  порядка  многочлена. 

5.  Используя  теорему  Кэли — Гамильтона,  получите  формулу  обращения 
неособенной  квадратной  матрицы  А п- го  порядка 

А-Х  = -^Г (Л""'  + ап- И""2  + ' ' ' + <ДЕ)- 

ь*0 


где  аі  ( і = 0,  1 
Д (к)  = бе1(ХД 
рицы 


, ....  п — 1)  *—  коэффициенты  характеристического  многочлена 
— А).  Найдите  с помощью  этой  формулы  обратную  для  мат- 

~3  _2  0 —Г 

0 2 2 1 

Л ~ 1 —2—3—2 

0 12  1 


и проверьте  результат  каким-либо  другим  способом. 

6.  Дана  матрица 


—6  —4  1 —5 


собственные  значения  которой  = 1,  Х2  = — 1,  А3  = 2,  Л4  = —2.  Найдите 
общее  выражение  для  функции  от  матрицы  А с помощью: 


296 


т— 1 

а)  интерполяционного  многочлена  /(Л)  = 2 а/А1> 

і=0 

б)  интерполяционного  многочлена  Лагранжа; 

в)  теоремы  Сильвестра; 

г)  решения  уравнений  для  компонент  матрицы  Л. 

'7.  По  результатам  задачи  6 запишите  функции  еА,  зіпЛ,  ІпЛ. 

8.  Для  каждой  из  приведенных  ниже  матриц: 


■ 0 

1 

3' 

' 7 

4 —11 

X = 

6 

0 

2 

; У = 

4 

7 —1 

—5 

2 

4 

—4 

— 4 4 

1 (Г 
4 0 
1 2 


а)  найдите  с помощью  алгоритма  Фаддеева  выражения  для  С(к)  и А(Х); 

б)  определите  минимальный  многочлен  ф (^-)  и приведенную  присоеди- 
ненную матрицу  С(К)\ 

в)  получите  значения  0(Х^)  и А(^)>  а также  их  производных  с помощью 

формул,  приведенных  в (10),  и проверьте  результат  непосредственной  подста- 
новкой значений  \ в 0(К)  и А(Х),  вычисленные  по  алгоритму 

Фаддеева. 

9.  Найдите  общие  выражения  функций  от  матриц  из  предыдущей  задачи 
с помощью: 

а)  интерполяционного  многочлена  Лагранжа — Сильвестра; 

б)  теоремы  Сильвестра; 

в)  решения  уравнений  для  компонентов  матрицы. 

10.  На  основе  общих  выражений,  полученных  в предыдущей  задаче, 

найдите  ех , еу , ег , а также  зіп  X , зіп  V,  зіп  2. 

11.  Исходя  из  алгоритма  Фаддеева,  выведите  рекуррентные  соотношения 
для  определения  коэффициентов  характеристического  многочлена  А(л): 

і 

а1=  — іѵ  А;  аі  = V а,._?  іг  А'  (і  = 2,  3,  ....  п), 

/= 1 


известные  под  названием  формул  Ньютона.  Получите  на  основании  этих 
формул  характеристический  многочлен  матрицы  из  задачи  2. 

12.  Дана  система  дифференциальных  уравнений: 


^ = — 4^  + 4*г 

^ = — 2х,  + *2  + 2*з  + е3‘ 

аі  ) 

а)  Воспользовавшись  каким-либо  способом  определения  функции  от 
матрицы,  найдите  фундаментальную  матрицу  системы  Ф (/)  = е *. 

б)  Найдите  решение  системы  дифференциальных  уравнений  при  началь- 
ных значениях  *10  = 2,  *2о  — — 1.  %>  = 5. 
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7.  МАТРИЧНЫЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


1.  Основные  типы  матричных  преобразований.  При  решении 
систем  линейных  алгебраических  и дифференциальных  уравнений 
уже  встречались  преобразования  вещественных  матриц  (Ш  - раз- 
ложение и приведение  матрицы  к диагональной  форме),  которые 
являются  частными  случаями  общих  типов  матричных  преобра- 
зований (рис.  82). 

Наиболее  общим  является  эквивалентное  преобразование  А == 
= рАС?,  где  Р и 0>  — неособые  квадратные  матрицы.  Матрицы 


Рис.  82.  Матричные  преобразования. 


А и А называются  эквива- 
лентными. Треугольное  раз- 
ложение (4.4)  является  част- 
ным случаем  эквивалентных 
преобразований,  когда  А — 
единичная  матрица  Е.  Из 
РАО)  = Е следует  А — 
— Р~^ОГх  = Ш,  т.  е.  Е = 
= Р'1  и {]  = ф-1  — соответ- 
ственно нижняя  и верхняя 
треугольные  матрицы. 

При  Р = С}-1  имеем  пре- 
образование подобия  А = 

= О-'АСІ,  где  А и А назы- 
вают подобными  матрица- 
ми. Приведение  матрицы 
А к диагональной  форме  (5.7) 
преобразования  А = Н~1АН, 
матрицей. 


представляет  собой  случай  этого 
причем  01  — Н является  модальной  г__^ 

При  Р — О1  имеем  конгруэнтное  преобразование  А — А <2, 
которое,  как  и преобразование  подобия,  является  частным  слу- 
чаем эквивалентного  преобразования.  Если  преобразование  удовле- 
творяет одновременно  свойствам  конгруэнтности  и подобия,  то  оно 


называется  ортогональным.  При  этом  А = (2-1Л(2  = О1  АО,  где 
0 = № *)  , называется  ортогональной  матрицей. 

Матричные  преобразования  тесно  связаны  с различными  типами 
линейных  преобразований  в я-мерном  евклидовом  пространстве, 
которые  рассматриваются  ниже. 

2.  Эквивалентные  преобразования.  Рассмотрим  линейное  пре- 
образование у = Ах  в я-мерном  пространстве.  Умножив  это  урав- 
нение слева  на  неособенную  матрицу  я-го  порядка  Р,  получим 
Ру  — РАх  или  у'  = РАх,  что  соответствует  преобразованию 
вектора  у в вектор  у'  --=  Ру.  Если  вместо  вектора  х рассматривать 
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вектор  х' , связанный  с х неособенным  преобразованием  х = <2 х > 
то  исходное  уравнение  приводится  к виду  у'  = РАС}х'  или  у'  — 
= Ах'.  Матрица  А связана  с А эквивалентным  преобразованием 

А = РАС 2. 


Строки  произведения  РА  можно  представить  как  сумму  произве- 
дений строк  матрицы  А на  элементы  матрицы  Р,  т.  е. 


Рп  Рі2  • • • Ріп 

“«(1) 

РА  = 

Р 21  Р 22  • • • Рг  1 

«(2) 

_Р/І1  Рп2  • • • Рпп _ 

2 ЩоРи 


І=1 


2 щоРіі 

і= 1 


2 аи)Рпі 

і=\ 


Аналогично,  столбцы  произведения  Л <2  можно  представить  как 
сумму  произведений  столбцов  матрицы  А на  элементы  матрицы  (2, 
т.  е. 


<7и 

Яі2 

• • ■ Яі п 

[а(1),  а<2). 

...  , аП 

9 21 

Я 22 

• ■ • Я 21 

-Ят 

УпЧ 

... 

Іпп 

п 

п 

п 

2 а(% і, 
і=і 

2 а(‘Ѵі2 

;=і 

у • • • 

* 2 

а(1)Яы 

. 

Отсюда  легко  понять,  что  эквивалентное  преобразвание  мат- 
рицы сводится  к последовательности  элементарных  преобразований 
следующих  типов: 

1)  перестановке  произвольных  двух  строк  (столбцов); 

2)  умножению  строки  (столбца)  на  отличный  от  нуля  скаляр; 

3)  прибавлению  к некоторой  строке  (столбцу)  другой  строки 
(столбца),  умноженной  на  скаляр. 

Эти  преобразования  осуществляются  с помощью  элементарных 
матриц,  которые  получаются  из  единичной  матрицы  п- го  поряд- 
ка соответствующими  операциями  над  ее  строками  (столбцами). 
С помощью  элементарных  преобразований  произвольную^  матрицу 
А ранга  г > 0 можно  привести  к нормальной  ( канонической ) форме, 
которая  для  неособенной  матрицы  А (г  = п)  является  единичной 
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матрицей  Е,  а для  особенной  (г  < п ) имеет  блочную  структуру  с 
единичной  матрицей  Е,  г-го  порядка  в верхнем  левом  углу: 

\Е,  01 


А = 


0 0 


При  решении  систем  линейных  уравнений  преобразование 
к нормальной  форме  (Л  = Е)  осуществляется  с помощью  алгоритма 
I аусса— Жордана  (4.3)  и /.  (/-разложения  (4.4).  В первом  случае 
Р — А 1 и <3  = Е,  а во  втором  Ь — Р-1  и II  = 0~х.  Например, 
/.(/-разложению  матрицы  из  (4.4)  соответствует  последовательность 
элементарных  преобразований: 


~2  1 4~ 

~1  4 2~ 

_1  4 2” 

3 2 1 

-Р2 

3 2 1 

->-Р  3 

0 — —5 

_1  3 3_ 

_1  3 3_ 

2 

-1  3 3- 

1 

2 

1 

2 

2 

2 


—5 


Яг 


СМ 

о 

I 

О 

о 

1 

~ і 

о 

о 

о 4-5 

(?2  Р4 

0 

*°|- 

1 

сл 

-+Рь 

0 1 —10 

1 у 

1_°  4 і_ 

_°4  і_ 

~1  0 0- 

0 0- 

~1  0 о~ 

— 

0 1 —10 
_0  0 26_ 

Яз  Р& 

0 1 0 
_0  0 26_ 

0 1 о 
_0  0 1_ 

Эта  последовательность  сводится  к эквивалентному  преобразо- 
ванию Е = РАС},  где  Р = Р6Р5Р4Р3Р2Р1  и <2  = 


Р = 


1 0 
0 1 

о о 


о 

о 

2 

26 


0 

1 


о-т  1 


А 0 0' 
0 2 0 

0 0 1 


■ 10  0 
0 1 0 

— 1 0 1 


10  0' 
—3  1 о 

0 О 1 


~4  0 0^ 

1 

2 

0 

0 

X 

0 1 0 

= 

—3 

2 

0 

о 

с 

7 

5 

1 

1-  — 1 

Ь 26 

26 

26  -1 

<2 


1 

о 


'1  0 —2 
О 1 О 
О 0 1 


~1  О О- 

О 1 10 
„О  0 1 


—7 

10 

1 
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Отсюда  получаем: 


~2 

0 

о- 

і 

і 

2 

Е = Р~1  — 

3 

1 

2 

0 

; и = 0г'  = 

0 

2 

1 

— 10 

1 

5 

2 

26 

_о 

0 

1_ 

что  совпадает  с результатом,  полученным  в (4.5). 

Так  как  элементарные  преобразования  не  изменяют  ранга 
матрицы  А,  то  эквивалентные  матрицы  имеют  один  и тог  же  ранг. 
Иначе  говоря,  ранг  матрицы  инвариантен  относительно  эквива- 
лентного преобразования.  Можно  также  показать,  что  матрицы 
одинаковых  порядков  и рангов  эквивалентны  между  собой. 

3.  Преобразование  подобия.  Эквивалентное  преобразование 
можно  рассматривать  как  результат  перехода  к новым  (вообще 
различным)  координатным  базисам  для  векторов  х и у,  т.  е.  х'  = 
= <2-1лги  у'  = Ру.  Иначе  говоря,  преобразование  Л = РАС}  соответ- 
ствует независимым  преобразованиям  координат,  определяемым 
матрицами  0~1  и Р. 

Если  векторы  х и у преобразуются  к одному  и тому  же  коорди- 
натному базису,  то  приняв  Р = С}~1,  приходим  к преобразованию 
подобия: 

А - С}'1  АС}. 

Оно  означает,  что  уравнение  у = Ах  при  переходе  к новому 
координатному  базису,  определяемому  матрицей  0~1(х'  = С}~1х 
и у'  = 0~1у),  преобразуется  к у'  — Ах' . Важнейшее  свойство 
преобразования  подобия  состоит  в том,  что  определитель  матрицы 
инвариантен  относительно  этого  преобразования: 

(Зеі  А = сіеі  0~г  сіеі  А сіеі  С}  = сіеі  А, 

так  как  определитель  обратной  матрицы  сІеііЗ-1  равен  обратному 
значению  определителя  сіеіф.  Ясно,  что  и собственные  значения 
матрицы  не  изменяются  при  преобразовании  подобия.  Действи- 
тельно, 

ХЕ  — Л = ХЕ  — Ог'АСІ  = ОТ 1 [^_1  — А\С}  = СГ1  [ХЕ  — А]  С}. 
Откуда  следует 

сіеі  [ХЕ  — Л[  = сіеі  [ХЕ  — Л]. 
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При  определенных  условиях  преобразование  подобия  приводит 
матрицу  А к диагональной 


Л = И~ХАН  = 


'X, 


где  Хх,  Х2,  Х„  — собственные  значения  матрицы  А,  а роль  пре- 
образующей матрицы  <2  играет  модальная  матрица  И . 

Можно  указать,  по  крайней  мере,  три  случая,  когда  матрица 
приводится  к диагональной  форме: 

1)  все  собственные  значения  матрицы  А различны; 

2)  дефекты  матриц  1ХкЕ  — А]  равны  кратностям  тк  (ранги 
равны  п — тк)  соответствующих  собственных  значений  \ ( крат- 
ная вырожденность) ; 

3)  симметричные  матрицы. 

Первый  из  них  рассмотрен  в (5.6),  второй  будет  исследован  ниже, 
а третий  связан  с ортогональным  преобразованием.  В общем  слу- 
чае преобразование  подобия  приводит  к квазидиагональной  канони- 
ческой форме. 

4.  Матрица  простой  структуры.  В случае  кратной  вырожден- 
ное™ говорят,  что  матрица  имеет  простую  структуру.  При  этом 
каждое  из  уравнений  (ккЕ  — А)Н  = 0 даст  тк  независимых  решений 
для  собственных  векторов  Н,  соответствующих  тд, -кратному 
корню  %к.  Таким  образом,  получим  всего  тк  + т2  + ...  + тя  — 
= п независимых  векторов,  которые  и составят  модальную  матрицу 
Н . Если  при  определении  модальных  столбцов  исходить  из  присо- 
единенной матрицы Р(к)  = АйДХЕ  — А],  то  следует  иметь  в виду, 
что  ее  значение  и значения  всех  производных  до  (тк  — 2)-й  вклю- 
чительно при  X = ХА — нулевые  матрицы.  Поэтому  тк  независи- 
мых модальных  столбцов  для  Хк  выбираем  из  ( тк  — 1)-х  произ- 
водных 


йтк~1 

аітк-і 


Е(\) 


х=х* 


(Л=  1,  2 я). 


В результате  получаем  + т2  + ...  + тя  = п модальных 
столбцов  матрицы  Н,  которая  преобразует  матрицу  А к диагональ- 
ной форме,  причем  каждое  из  собственных  значений  кратности  тк 
повторяется  на  главной  диагонали  тк  раз.  Например: 


~2 

1 

Г 

~Х— 2 —1  — Г 

А = 

1 

2 

1 

Г>^ 

1 

II 

— 1 X — 2 —1 

_0 

0 

1_ 

! 

О 

0 

>* 

1 

а. 
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Определив  Л (Я)  и <3(Я)  с помощью  алгоритма  Фаддеева  (6.7), 
получим: 


Д (Я)  = я3 

_ 5X2  + 7Х  _ 3 = (X  _ 

1)г(Я  — 3}; 

ДЯ  — 2)  (X- 

- 1)  Я — 1 

X — 1 

0(Я)  = 

Я — 1 

1 

Ю 

'Р 

1 

X — 1 

0 

0 

1 

*Р 

1 

СО 

! 

Так  как  дефект  /Г(А,1)  равен  двум  и дефект  Р(К2)  — единице,  то 
матрица  А имеет  простую  структуру  и приводится  к диагонально! 
форме.  Модальные  столбцы,  соответствующие  двукратному  корню 
Я,  = 1,  выбираем  из  независимых  столбцов  матрицы  (/'(Я^: 


~2Я  — 3 1 1 ~ 

~— 1 

1 

г 

0’(  Я)  = 

1 2Я  — 3 1 

0 0 2Х  — 4_ 

; 0'(1)  = 

1 

0 

— 1 

0 

1 

— 2_ 

Для  простого  корня  Я2  = 3 в качестве  модального  столбца  вы- 
бираем пропорциональный  одному  из  столбцов  матрицы: 


~2  2 2~ 

~Г 

2 2 2 

/г(3)  = 

1 

_0  0 0_ 

_0_ 

Таким  образом  имеем: 


1 1 г 

1 1 0“ 

н = 

1 1 1 

0 — 2 0_ 

• Я-1  — - 

» 11  — 2 

0 0—1 

1 1 1_ 

1 1 о- 

~2  1 Г 

1 1 г 

“1  0 0~ 

0 0—1 

1 2 1 

1 1 і 

= 

0 1 0 

1 1 1_ 

_0  0 1_ 

1 

о 

СМ 

1 

О 

со' 

о 

о 

1 

5.  Каноническая  форма  Жордана.  В общем  случае  матрица  А 
может  не  иметь  простой  структуры.  Это  значит,  что  хотя  бы  для 
одного  собственного  значения  Я дефект  матрицы  Я кЕ  — А отлича- 
ется от  тк  — кратности  ЯА.  Тогда  преобразование  подобия  приво- 
дит к канонической  матрице  Жордана  ^ — Н~1АН,  для  которой 
характерна  квазидиагональная  структура. 

Главную  диагональ  матрицы  как  и в случае  матрицы  простой 
структуры,  занимают  собственные  значения  Я(  (і  = 1,  2,  ...,  ц), 
причем  каждое  из  них  представлено  щ раз.  Над  главной  диаго- 
налью (по  первой  наддиагонали)  располагаются  единичные  элемен- 
ты, но  они  не  обязательно  занимают  все  клетки  наддиагонали. 
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Расположение  единичных  элементов  зависит  от  структуры  мат- 
рицы А . Остальные  элементы  матрицы  Жордана  равны  нулю. 

С каждым  собственным  значением  Кк  связаны  одна  или  несколь- 
ко клеток  Жордана  г-го  порядка  (г  < тк),  имеющих  следующую 
структуру: 


Все  такие  клетки  являются  блоками  квазидиагональной  мат- 
рицы і и сумма  их  порядков  равна  порядку  п исходной  матрицы 
А.  Количество  клеток  Жордана,  соответствующих  кратному  соб- 
ственному значению  равно  дефекту  матрицы  \Е  — А,  а сумма 
их  порядков  равна  кратности  т к.  Это  позволяет  выяснить  струк- 
туру матрицы  Жордана  лишь  в следующих  случаях. 

1)  При  кратной  вырожденное™,  когда  дефект  матрицы  Хк Е — 

А для  т^-кратного  Хк  равен  тк,  имеем  тк  клеток  первого  поряд- 
ка, т.  е.  справа  от  диагональных  элементов  Х,/г  единицы  отсутствуют. 
Этот  случай  был  рассмотрен  в (4). 

2)  При  простой  вырожденное™,  когда  для  т/г-кратного  Хк 
дефект  матрицы  \Е  — А равен  единице,  собственному  значению 

,с  соответствует  только  одна  клетка  шк- го  порядка.  Это  значит, 
что  везде  справа  от  Хк  в клетке  Жордана  стоят  единицы.  При  этом 
матрицы 


-—У  М)  (ХЕ  — А) 


(/  = 1,  2,  ...  , тк) 


содержат  в совокупности  тк  (и  только  тк)  независимых  столбцов, 
которые  (или  пропорциональные  им)  можно  принять  в качестве 
тк  собственных  векторов. 

Рассмотрим,  например,  матрицу  из  (6.5): 


А = 


~ —2  2 —3~ 
—10  4 —5 
—5  4 —6 


ХЕ  — Л = 


М*)  = (^  + 1)2(Х  + 2);  Хх  = — 1 


~Х+2 

10 

5 

К = 2); 


—2  3 ~ 

X — 4 5 = 

—4  Х + 6_ 

Х2  = —2  (т2 


= 1). 


Здесь  имеется  простая  вырожденность  для  двукратного  корня 
I,  так  как  дефект  матрицы  Р( — 1)  равен  единице,  а ранг 
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двум.  Поэтому  с точностью  до  порядка  расположения  клеток  мат- 
рица Жордана  имеет  вид: 


-— 1 

1 

1 0~ 

^ а (^-і) 

0 

— 1 

! о 

= 

0 

0 

1-2  _ 

-М^)_ 

Клетка  второго  порядка  соответствует  = — 1,  а ^^(X2)  — 

клетка  первого  порядка,  совпадающая  с элементом  к2  = — 2. 

Для  вычисления  модальной  матрицы  воспользуемся  значениями 
присоединенных  матриц  и их  производных,  полученных  в (6.  8): 


~ —5  —2  5~ 

"02  — 3“ 

0(^)  = 

— 25  —10  25 

; с'(^)  = 

—10  6 —5 

_— 15  -6  15_ 

_ —5  4 — 4_ 

— 

—4  —4 

8~ 

0(  Х2)  = 


— 15  —15  30 

— 10  —10  20 


Хотя  ранг  равен  единице,  а Ог(к х)  — двум,  но  в совокупности 

они  имеют  только  два  независимых  столбца,  пропорциональные 
которым  принимаем  в качестве  собственных  векторов  для  двукрат- 
ного собственного  значения  Х1.  Третий  вектор  принимаем  пропор- 
циональным столбцу  матрицы  С(Х2),  ранг  которой  равен  единице. 
В результате  получаем  модальную  матрицу: 


1 

О 

г 

~ 5 4 — 8- 

Н = 

5 2 15 
_3  1 10_ 

; Я-1  = 

—5  —2  5 

_—  1 —1  2_ 

Проверка  по  формуле  ^ = Н гАН  приводит  к приведенной 
выше  матрице  Жордана. 

3)  Если  для  Ік  кратности  тк  дефект  й матрицы  ХкЕ  — А равен 
тк  — 1>  т°  этому  собственному  значению  соответствует  тк  — 1 
клеток  Жордана,  общий  порядок  которых  равен  тк.  Поэтому 
среди  них  может  быть  только  одна  клетка  второго  порядка,  а осталь- 
ные тк  — 2 клеток  будут  первого  порядка.  С точностью  до  распо- 
ложения этих  клеток  блок  для  Хк  имеет  при  сі  — тк  — 1 следующую 
диагональную  структуру: 


*^2  (Хк) 

Л (К) 



1 1 

К 

ѴМ- 

- ■ 
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Шк~  2 


Например: 


~3  2 — 3- 

~Х  — 3 —2  3 ~ 

А = 

4 10  —12 

; /ЧХ)  = 

— 4 X — 10  12 

! 

со 

со 

1 

—3  —6  X + 7 

Д (X)  = х3  - 

-6Х2  + 12Х  — 

- 8 = (X  — 2)3. 

Так  как  при  X = 2 ранг  матрицы  Р (2)  равен  единице,  т.  е.  ее 
дефект  равен  двум,  то  каноническая  матрица  Жордана  имеет  вид: 


^ = 


~2  1 
О 2 
О О 


(Г 

0 

2 


6.  Матрица  Жордана  в общем  случае.  Если  дефект  йк  матрицы 
ХкЕ  — А для  %-кратного  Кк  больше  единицы  и меньше  тк , то 
определение  соответствующих  клеток  Жордана  встречает  сущест- 
венные трудности.  Априори  известно  лишь  количество  йк  и сум- 
марный порядок  тк  клеток,  соответствующих  собственному  значе- 
нию %к,  но  выяснение  порядка  каждой  из  них  требует  дополни- 
тельного и довольно  сложного  исследования  в каждом  конкретном 
случае. 

Если  структура  матрицы  Жордана  известна,  то  для  вычисления 
модальной  матрицы  Я можно  воспользоваться  уравнением  АН  — 
= Н^,  которое  получается  из  преобразования  подобия  і = Н~1АН 
умножением  слева  обеих  частей  равенства  на  Я.  Для  клетки  Жор- 
дана г-го  порядка,  соответствующей  %к,  из  уравнения  АН  — Н.І 
имеем  уравнение  относительно  г линейно- независимых  собственных 
векторов  Л(1>,  Л(2),  ...,  Л(Г): 


А [Я(1>,  й(2>,  ...  , й<г>]  = [й*1»,  й<2>,  ...  , к^]^^(Xк)  = 

~\к  1 
X*  1 


= [/г(1),  к<Н,  ...,  Л<'>] 


Кк  - 


Отсюда  получаем  систему  г уравнений 
Ай(1)  = \кк^\  АкѴ  = Л*1»  + Х*/г<2>;  ...  ; Ай<г>  = кіг~ѵ  + х*й<'>, 


или 

(ХкЕ  — А)й<1>  = 0;  {\кЕ  — Л)й<2>  = — /г*1);  ...  ; 

(ХкЕ  — Л)й<г>  = — ЙГ-Ч. 

Решая  эти  уравнения  для  каждой  клетки  Жордана,  определяем 
соответствующие  столбцы  матрицы  Я.  Вектор  й(1)  можно  выбирать 
пропорциональным  любому  столбцу  матрицы  О ( \к ) = АД  [),кЕ  — А]. 
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При  неизвестной  структуре  матрицы  Жордана  приведенные 
соотношения  можно  использовать  для  всевозможных  вариантов 
расположения  ее  клеток.  Если  система  уравнений  для  данного  ва- 
рианта совместна,  то  это  свидетельствует  о его  соответствии  истин- 
ной структуре  матрицы  Жордана,  подобной  данной  матрице  Л. 

Совокупность  линейно-независимых  собственных  векторов 
/2(1),  /г<2),  Н(Г\  соответствующих  клетке  ^^(Ю,  образует  жор- 
данову  цепочку  векторов  в г-мерном  векторном  пространстве,  кото- 
рое является  подпространством  «-мерного  пространства.  Совокуп- 
ность всех  жордановых  цепочек  составляет  Жорданов  базис  в этом 
я-мерном  пространстве. 

Рассмотрим,  например,  матрицу: 

“10  0 1 — Г 

0 1—2  3—3 

уі  = 0 0—1  2 — 2 

1—1101 
_1  —1  1 —1  2_ 

Для  нее 


Ж— 1 0 

0 —1 

1 - 

0 X — 1 

2 — 3 

3 

0 0 

X + 1 — 2 

2 

—1  1 

— 1 X 

— 1 

—1  1 

—1  1 

X—  2_ 

д (X)  = (X  — п4  (X  + 1). 

Подставляя  значение  четырехкратного  корня  X = 1 в матрицу 
ХЕ  — А,  убеждаемся,  что  дефект  этой  матрицы  равен  двум.  Следо- 
вательно, возможна  одна  из  следующих  двух  форм  матрицы 
Жордана: 


“1 

1 

0 

~і  1 

0 

1 

1 

0 1 

Г = 

0 

0 

1 

; ■/"  = 

і И 

1 

0 1 I 

|-1_ 

— 1 

Проверка  с помощью  уравнений  для  собственных  векторов  по- 
казывает, что  правильной  является  вторая  форма. 

7.  Функции  от  матрицы  Жордана.  Так  как  преобразование 
подобия  А = 0.~1АС}  не  изменяет  собственных  значений  матрицы 
А,  а матрица  СІ  вещественная,  то 

/ (Л)  = <Г7  (Л)  о;  / (Л)  = <г/  (Л)  (ГК 


307 


Это  значит,  что  определение  функции  от  произвольной  матрицы 
А можно  свести  к определению  функции  от  подобной  ей  А и,  опре- 
делив матрицу  преобразования  <3,  найти  затем  [(А)  по  приведенной 
выше  формуле.  Ясно,  что  наибольший  для  практики  интерес  пред- 
ставляет случай,  когда  А имеет  стандартную  простейшую  форму. 
Одной  из  таких  форм  и является  каноническая  матрица  Жордана, 
которая  для  матрицы  А простой  структуры  принимает  диагональ- 
ную форму.  Последняя  уже  использовалась  в (5.6)  при  определе- 
нии экспоненциальной  функции  от  матрицы  с различными  собст- 
венными значениями. 

Итак,  задача  состоит  в том,  чтобы  найти  общее  выражение 
для  функции  от  матрицы  Жордана  /(У).  В силу  квазидиагональности 
3 можно  получить  /(У)  заменой  каждой  клетки  Л Жордана  на 
матрицу  /(У г)  и свести  задачу  к определению  функции  от  этой  клетки. 

Воспользуемся  интерполяционным  методом.  Так  как  характе- 
ристический многочлен  для  ^^{\к)  равен  {\  — \к)г,  то  интерполя- 
ционный многочлен  имеет  вид  (6.5): 


Г(К  — I (Ха)  + 


Г (Ха) 

и 


(X  — Хк)  +•••-}- 


/<'->  ак) 

Лг-  1)  ! 


(Х-х*Г-\ 


Заменяя  X на  матрицу  У,  и учитывая,  что  /(УЛ)  = г(Уг),  полу- 
чаем 


/(У  Г)  = НК)Е 


г ак) 

1! 


(У г — + • * • + 


/<г~д>  (Ха) 

(г-  1)1 


(У,  - ХкЕУ~\ 


Учитывая  структуру  клетки  легко  убедиться,  что  — 
— ЪкЕ  представляет  собой  матрицу  г-го  порядка  с единицами  на 
первой  наддиагонали,  а остальные  ее  элементы  равны  нулю.  При 
каждом  умножении  этой  матрицы  на  себя  единицы  смещаются  на 
следующую  наддиагональ  (1.6),  так  что  матрица  ^г—ХкЕ\ 
будет  содержать  единицы  только  на  /'-й  наддиагонали.  Очевидно, 
(Уг  — \Е'у-]  содержит  единственный  ненулевой  элемент,  рав- 
ный единице,  в правом  верхнем  углу.  Таким  образом,  приходим 
к следующему  виду  функции  от  клетки  Е для  собственного  значе- 
ния Хк: 


НК)  = 


'НЮ 

НЮ 


/(г~2>  (X*) 

Д'-1)  (Ха)' 

(г  - 2)1 

(г  - 1)! 

/<Г-3>(Х*} 

Нг~2)  (Ха) 

(г  - 3)! 

(г  — 2)1 

ПК) 

Г (Ха) 

1 ! 

НК) 
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Располагая  такие  блоки  для  всех  собственных  значений  по 
диагонали,  получаем  квазидиагональную  форму  для  функции 
ЛУ)  от  матрицы  Жордана.  В частности,  для  диагональной  матрицы 

7(7) 

НК) 


/(Л) 


НК). 


где  функции  для  кратных  собственных  значений  повторяются 
соответственно  их  кратности. 

Зная  /(У)  и модальную  матрицу  Н,  можно  по  формуле  [(А)  — 
= ///(У)//'1  определить  функцию  от  матрицы  А,  которой  соответ- 
ствует матрица  ^ . 

Экспоненциальную  функцию  от  клетки  Жордана  ехріѴ^)  запи- 
шем с учетом  соотношений  / (\к)  = ехр 


Г (К)  = у[ехр(Ѵ). 

в следующем  виде 


Н 1)(^)  = гТггтугехР(х7) 


ехр  ^кі)  = 


1 ІТ* 

1 


! 


2! 

_і_ 

гг 


і 


(г  — 2)! 

1 

(г-3)! 

— - у-* 


(г 

іг~ 3 


I 


(г-  4)! 

1 

Например,  для  рассмотренной  в (5)  матрицы 


й-  1)1 
1 

(г -2)1 
1 

і 


іг 


іг 


іг 


I 


1 


е'ы . 


имеем 


ехр  (Л)  = 

ехр(Л/)  = 


~ —2 

2 —3“ 

А = 

— 10 

4 —5 

_ —5 

4 — 6_ 

іе~‘ 

0“ 

е~‘ 

0 

; ехр ( Аі ) 

0 

е~2‘ 

— 

0 4~ 

е~‘  іе~1  0 

~ 5 4 — 8~ 

5 2 15 

0 е~1  0 

—5  —2  5 

с 

1 10_ 

і 

7 

О 

о 

1 

1 —1  2_ 

что  приводит  к результату,  полученному  для  рассматриваемого 
примера  другим  методом  в (6.9). 
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8.  Конгруэнтное  преобразование.  Пусть,  как  и при  эквивалент- 
ном преобразовании,  осуществляется  переход  к различным  коор- 
динатным базисам  для  векторов  х и у в линейном  преобразовании 
у = Ах.  Потребовав,  чтобы  при  этом  сохранялось  неизменным 
скалярное  произведение  этих  векторов,  получим  другой  частный 
случай  эквивалентного  преобразования  А — РАС} — конгруэнтное 
преобразование.  Так  как  х'  = 0~'х  и у’  — Ру,  то  условие  (х,  у)= 
—( х' , у')  означает  х‘у  = х‘у',  что  соответствует  х‘у  = х1  (0~1)‘Ру. 

Это  равенство  имеет  место  только 
при  = Е,  откуда  получаем 

Р — ф и,  следовательно,  у'  = О1  у. 
Таким  образом,  конгруэнтное  преоб- 
разование  выражается  соотноше- 
нием 

А = 0М<2. 


Рис.  83.  Схема  электрической  цепи,  Наряду  С инвариантностью  ска- 
на примере  которой  выполнено  лярного  произведения  это  преоб- 
преобразование  системы  координат,  разование  характерно  также  тем, 

что  сохраняет  свойство  симмет- 
ричности матрицы  А.  Действительно,  если  А симметрична  (Л  = А'), 

то  А‘  = ^А‘0“  = <2(Д4'(3  = О1  АС}  = А,  т.  е.  преобразованная  мат- 
рица А также  симметрична.  Это  обстоятельство  широко  исполь- 
зуется в теории  электрических  цепей  и других  физических  систем 
для  преобразования  системы  координат. 

Например,  схема  (рис.  83)  относительно  напряжений  и1г  и2,  и3 
описывается  системой  дифференциальных  уравнений  (в  оператор- 
ной записи): 


-с, 

б?і  + 0„  + рС 
-рС 


о 

—рС 


рС  -ф 


рф 


«1 

~ІѴГ 

и 2 

0 

— 1 

_^3_ 

1 

О 

1 

где  р соответствует  оператору  дифференцирования  ^ ; у — опера- 
тору интегрирования  1<И.  Пусть  требуется  перейти  к другой  си- 
стеме независимых  напряжений  и/,  и2' , и3'.  Тогда  матрица  преобра- 
зования ф определяется  из  зависимостей  между  напряжениями, 
которые  записываются  по  второму  закону  Кирхгофа: 


«1  = 

і 

+ 

=Р- 

1 

—і 

г 

ІІ2  == 

—«2  + «3 

; <2  = 

0 

—1 

1 

и3  = 

-«з 

0 

0 

1_ 

ЗЮ 


Конгруэнтное  преобразование  переводит  матричное  уравнение 
схемы  У и = / к виду  {О,1  ѴО)  и’  = <2'/  или  У и'  = где  матрично- 
векторные параметры  в новой  системе  координат  выражаются  как 
К = Сі'УСІ  и /'  = В нашем  примере: 


К'  = 0,‘УС} 


1 О 

— 1 —1 
1 1 


' —О,  О 

Оі  — {—  с?  о —К  рс  — рс 


о 


-рс 


Рс+Ж_ 


X 


1 

— 1 г 

~0г 

0 

0 

X 

0 

— 1 1 

— 

0 

С2  + рС 

-02 

0 

0 0_ 

0 

-0, 

+ Я 

1 

0 

0“ 

~П*Г 

г = 

—1  - 

-1 

0 

0 

= 

~І{і) 

1 

1 

1_ 

0 _ 

_ /(0_ 

Таким  образом,  уравнения  схемы  в новой  системе  координат 
запишем  следующим  образом: 


~0Х  0 0 " 

0 С2  + рс  —С2 

и\ 

к 

— 

-і(і) 

_0  С2  + ^_ 

*(0_ 

Канонической  формой,  к которой  можно  привести  симмет- 
ричную матрицу  ранга  г с помощью  конгруэнтного  преобразования, 
является  диагональная  матрица  вида: 


Л = <2М(2  = 


-Ег-Р 


где  Ер  и Ег-р  — единичные  матрицы  порядков  р и г — р. 
Число  р называется  индексом  матрицы,  а з — р — (г  — р)  — 
— 2р  — г — сигнатурой  (предполагается  в общем  случае,  что 
г < п ).  Две  матрицы  п-то  порядка  считаются  конгруэнтными,  если 
они  одинакового  ранга  и равны  их  индексы  (или  сигнатуры). 

9.  Биортонормированные  базисы.  При  конгруэнтном  преобразо- 
вании осуществляется  переход  к новым  различным  базисам  для 
двух  векторов  х и у,  участвующих  в линейном  преобразовании 
у — Ах.  При  этом  х'  = = Вх  и у'  = (/у  = Су,  что  соответст- 

вует  у'  = Ах’ , где  А — 0,‘А(}.  Столбцы  матриц  В — С}*1  и С = 
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= О1  образуют  два  новых  базиса  для  векторов  .г  = (,гг  хѵ  ...  , хп) 
и У = ІУѵ  Уѵ  - > УпУ- 

х'  = + Ь^х2  + 1 -Ь^хп; 

у'  = С^У!  + -} 1-  с^уп. 

Из  условия  инвариантности  скалярного  произведения  (х,  у)  = 
= (%',  у')  имеем: 

Ѣ хіУс  = 2 2 (Ь(1),  С^хуу,, 

І=1  1=1  /= 1 


откуда 

(Ы‘\  с(/))  = Ъц  (г,  / = 1,  2 п), 

где  В;/  — символ  Кронекера:  Ъц  — 1 при  і = / и 8,7  = 0 при  і Ф /.  Две 
совокупности  векторов  { 6(1),  6(2),  ...  . й(,!) } и { с(1),  с(2),  ...  , с*'1*}, 
обладающие  этим  свойством,  называют  биортонормированными. 

Таким  образом,  конгруэнтное  преобразование  соответствует 
переходу  к биортонормированием  базисам. 

10.  Ортогональное  преобразование.  Если  потребовать,  чтобы 
преобразование  векторов  хну  осуществлялось  к одному  базису 
(как  в преобразовании  подобия)  с сохранением  неизменным  их 
скалярного  произведения  (как  в конгруэнтном  преобразовании), 
то  следует  положить  В = С или  <2_1  = ($ . При  этом  два  биорто- 
нормированных  базиса  сливаются  в общий  ортонормированный. 
Матрица  А линейного  преобразования  х = А у в старых  коорди- 
натах преобразуется  в А — (3*^(3  = причем  (2  = (6Г1)  ■ 

Столбцы  матрицы  ($  или  строки  (2  образуют  ортонормирован- 
ную систему  векторов  в «-мерном  евклидовом  пространстве,  так  как 
они  отвечают  соотношению 

< <7(») > <7(/>  > = 

В связи  с этим  матрица  <2  называется  ортогональной,  а преобра- 
зование А = АО,  с такой  матрицей  — ортогональным  преобра- 
зованием. Ортогональными  являются  и соответствующие  преобра- 
зования векторов  х'  = 01х  и у'  = 0‘у. 

Ортогональные  матрицы  обладают  следующими  свойствами: 

1.  Если  С?  ортогональна,  то  < }1  также  ортогональна,  так  как 
из  условия  ортогональности  00‘  = 0*0  = Е.  Следовательно, 
совокупность  столбцов  ортогональной  матрицы  также  образует 
ортогональный  базис. 

2.  Из  соотношения  СЮ1  = Е следует  беіфсіеі:  = 1,  и так  как 

бе1<2  = ДеКЭ2"  ф 0,  то  (беі<2)2  = 1 и беі<2  = ±1,  т.  е.  определи- 
тель ортогональной  матрицы  равен  +1. 
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3.  Произведение  двух  ортогональных  матриц  С?  и Р есть  также 
ортогональная  матрица.  В самом  деле,  если  V — 6>Р,  то  (В-1)'  = 
= (Я1#)"1  = (СГ1)*  (К*1)1  = <2К  = V. 

4.  Если  ортогональная  матрица  симметрична  (С?  — С}(),  то  опа 
инволютивна,  т.  е.  пав  на  своей  обратной  (()  = С)'1).  Действительно, 
из  ОС}*  = Е и С}  — ф следует  (±С1  = Е или  С}  = С-1. 

Ортогональное  преобразование  обладает  всеми  свойствами  пре- 
образования подобия  и конгруэнтного  преобразования.  Его  допол- 
нительным свойством  является  инвариантность  длины  (нормы)  век- 
торов. Действительно,  так  как  х'  = фх,  то  (х' , х')  — х'\'  = 
= х‘  (ФУ  фх  = х'Сіфх  = х‘х  — (х,  х ),  поскольку  С1С}‘  = Е.  Депо, 
что  угол  у между  векторами,  определяемый  соотношением  соз  у = 

= ГДе  НОрмЫ  вект°Р°в  \\х\\=Ѵ(х,  х ) и ||  у ||  = 

= >/  (у,  у),  также  не  изменяется  при  ортогональном  преобразовании. 

Так  как  ортогональное  преобразование  (как  и конгруэнтное) 
сохраняет  симметрию  матрицы  А и в то  же  время  обладает  свой- 
ствами преобразования  подобия,  то  любую  симметричную  матрицу 
можно  привести  к симметричной  канонической  форме  Жордана. 
Но  симметричность  матрицы  Жордана  означает,  что  она  должна 
быть  диагональной.  Таким  образом,  для  симметричной  матрицы, 
независимо  от  кратности  собственных  значений  всегда  можно  найти 
такую  матрицу  (2,  которая  приводит  ее  преобразованием  А = 
= <2~М<2  к диагональной  форме,  на  что  указывалось  в (3). 

Можно  показать,  что  собственные  значения  вещественной  сим- 
метричной матрицы  (а  также  эрмитовой  матрицы)  вещественны. 
Ее  собственные  векторы  образуют  ортогональную  систему,  причем 
с собственным  значением  Я*  кратности  піь  связаны  гпъ  собственных 
векторов. 

11.  Конъюнктивное  и унитарное  преобразования.  До  сих  пор 

предполагалось,  что  матрица  А вещественна  и вещественны  также 
преобразующие  матрицы,  т.  е.  рассмотренные  преобразования 
относятся  к евклидовым  пространствам.  Они  легко  обобщаются 
и для  унитарных  пространств , когда  элементами  векторов  и мат- 
риц являются  комплексные  числа. 

Скалярное  произведение  < х,  у>  в унитарном  пространстве  опре- 
деляется как  х1у* , где  у*  — комплексно-сопряженный  вектор,  а 
преобразованию  у'  = Ру  соответствует  у*'  — Ру* , где  Р — мат- 
рица, комплексно-сопряженная  с Р.  Тогда  для  конгруэнтного  пре- 
образования из  условия  инвариантности  скалярного  произведения 
получим  Р = ф или  Р = ф = <2*,  где  <2*  — сопряженная  с < }. 
Конгруэнтное  преобразование  в унитарном  пространстве  называют 
конъюнктивным  преобразованием: 

А = <2*  Л <2. 
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Матричные 


Преобразование 

и=Ах-уу'=Ах 

X* 

У' 

А 

Эквивалентное  

Сгух 

Ру 

РАС} 

Подобия 

СГхх 

0 -'у 

< 3~М( ? 

Конгруэнтное  

0~хх 

0‘у 

О1  АО 

Ортогональное  

0~1Х=О1Х 

0-^=4*  у 

0~ХА(}= 
=01  АО 

Конъюнктивное  

0~хх 

0 *У 

0 *А0 

Унитарное 

0~хх  = 

= 0*х 

0~1у  = 

= 0*у 

<2~М(?  = 

= Ч*А0 

Если  <3  — вещественная  матрица,  то  С)*  — ф и формула  пре- 
образования имеет  тот  же  вид,  что  и в евклидовом  пространстве. 
Аналогичное  обобщение  ортогонального  преобразования  на 
унитарное  пространство  характеризуется  соотношением  <2(У  = Е 
или  = Е,  откуда  (2  = (<2*)~\  Ортогональное  преобразование 
в унитарном  пространстве  называется  унитарным  и характеризу- 
ется соотношением 

А =»  (2“М(2  = <2*Л<2, 

где  <2  = (С?*)*1.  Матрица  (2,  обратная  своей  сопряженной  (2*,  на- 
зывается унитарной.  Ее  определитель  выражается  комплексным 
числом,  модуль  которого  равен  ± 1 . Свойства  рассмотренных  видов 
матричных  преобразований  сведены  в табл.  3. 
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Таблица  3 


преобразования 


Новые  координатные 
базисы  для  хну 

Инварианты  матричного 
преобразования 

Различные  произвольные  в евклидо- 
вом пространстве 

Ранг  матрицы 

Общий  произвольный  в евклидовом 
пространстве 

Ранг,  определитель  и собственные 
значения  матрицы 

Различные  биортонормированные 
в евклидовом  пространстве 

Ранг  и симметрия  матрицы,  скаляр- 
ное произведение  векторов 

Общий  ортонормированный  в евк- 
лидовом пространстве 

Ранг,  определитель,  собственные 
значения  и симметрия  матрицы; 
скалярное  произведение,  углы  и 
нормы  векторов 

Различные  биортонормированные 
в унитарном  пространстве 

Ранг  и сопряженность  матрицы;  ска- 
лярное произведение  векторов 

Общий  ортонормированный  в уни- 
тарном пространстве 

(Г1  = с* 

Ранг,  определитель,  собственные 
значения  и сопряженность  матрицы; 
скалярное  произведение,  углы 
и нормы  векторов 

12.  Преобразование  квадратичных  форм.  Квадратичная  форма 
от  п переменных  хъ  х2,  ...,  хп  — это  сумма,  каждый  член  которой 
является  квадратом  одной  из  них  или  произведением  двух  различ- 
ных переменных: 

Ф (х)  = {апх[  + аих1х2  -1 + ЯіЛ**)  + (а21х2х±  + а22х\  + • • • + 

+ а2ггх2хп)  + Ь (ап1хпхг  + апіхпх2  + • • • + аппх%)  = 

= 2 2 Оі/Х{Хі. 

<•=1  /= 1 

Это  выражение  можно  записать  в матричной  форме: 
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ф ( X ) — [Х-у,  ...  , Хп ] 


а11  а12  • • • а1  п 

" 

а21  аМ  • • • а 2„ 

х2 

- ат  ап2  • • • апп _ 

- хп  _ 

= х1  Ах  — (х,  Ах). 

Матрица  А коэффициентов  фермы  называется  ассоциированной 
с квадратичной  формой  ф (х)  или  просто  матрицей  формы,  а ранг 
матрицы  А является  и рангом  определяемой  ею  формы  ф (х).  В двой- 
ной сумме  каждый  член,  содержащий  л ц и х/,  встречается  дважды 
как  ацХіХі  и ацХ/Хі.  Целесообразно  положить  ац  и ац  рав- 
ными у (ац  + ац),  от  чего  сумма  не  изменится,  но  зато  матрицу 

А можно  считать  симметричной,  что  существенно  упрощает  иссле- 
дование и преобразование  квадратичных  форм. 

Обозначив  у = Ах,  можно  рассматривать  квадратичную  форму 
как  скалярное  произведение  <х,  у>.  Очевидно,  для  преобразо- 
вания квадратичной  формы  подходит  всякое  преобразование  мат- 
рицы А,  не  изменяющее  скалярного  произведения.  Так,  при  кон- 
груэнтном преобразовании  А = О! АС)  вектор  х преобразуется 
к к'  = (ГЦ,  где  0 — произвольная  неособенная  матрица. 

Особый  интерес  представляет  преобразование  квадратичной 
формы  к канонической,  в которой  она  содержит  только  сумму  членов 
с квадратами  переменных  х\,  х\,  ....  х\.  Ясно,  что  для  этого  необ- 
ходимо преобразовать  симметричную  матрицу  А к диагональной, 
что  всегда  осуществимо  с помощью  ортогонального  преобразова- 
ния. При  этом  вектор  х преобразуется  к х'  — 01х.  Разработано 
несколько  практических  способов  такого  преобразования.  Один 
из  них  иллюстрируется  следующим  примером. 

Пусть  дана  квадратичная  форма  ф (х)  = 7х\  + + 5х3  — 

— \хрс^  — 4х2х3.  Тогда 


А = 

7 

—2 

—2 

6 

1 

О см 

1 1 

; ХЕ  — А = 

1 

>* 
ьэ  I 

^4 

2 

X —6 

0 ~ 

2 

0 

—2 

5_ 

0 

2 

X — 5_ 

Д (X)  = X3  — 18Х2  + 99Х  — 162;  Хх  = 3;  Х2  = 6;  Х3  = 9. 


Найдем  собственные  векторы,  соответствующие  трем  различным 
собственным  значениям.  Для  этого  воспользуемся,  например,  зна- 
чениями присоединенной  матрицы  (6.  8): 

О (Хх)  = (ХЯЕ  — А)  (Х3Е  — А);  С (Х2)  = (ХхЕ  — А)(Х3Е  — А)-, 

С(Х3)  = (Х1Б  -А)(\гЕ-А). 
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Так  как  все  столбцы  этих  матриц  пропорциональны,  то  доста- 
точно вычислить  лишь  по  одному  столбцу  и принять  их  или  пропор- 
циональные им  в качестве  столбцов  модальной  матрицы.  После 
соответствующих  вычислений  получим! 


“Г 

2“ 

~ 2“ 

Л™  = 

2 

2_ 

/і<2>  = 

—1 

2_ 

; й<:!)  = 

—2 

1_ 

Для  того,  чтобы  применить  ортогональное  преобразование, 
пронормируем  эти  векторы,  разделив  их  составляющие  на  норму, 
которая  для  всех  векторов  равна: 

||  к ||  = /і2  + 22  + 2*  = 3. 


Таким  образом  получаем  ортогональную  матрицу,  которая 
является  и нормированной  модальной  матрицей  преобразования 
подобия: 


Непосредственной  проверкой  можно  убедиться,  что  О1  = 0 
По  формуле  А — ($АС1  приходим  к диагональной  матрице: 


~Т  —2  2~ 

2 —1  —2 
_2  2 1_ 

~3  О СГ 
0 6 0. 

0 0 9 


А = 


1 2 2 

— 2 —1  2 

2 —2  1 


7 —2  0‘ 

-2  6 —2 
0 —2  5 


Таким  образом,  в новом  ортонормированием  базисе,  который 
образуют  столбцы  матрицы  С },  квадратичная  форма  принимает 
канонический  вид 


причем 


Ф(х')  = з(х;)2  + б(х;)2  + 9(х;)2, 


х' 


= 0‘х  = і 


- 1 2 2~ 

—2  —1  2 

2 —2  1 


х 2 — 2хг  Т-  2х3 
— 2х1  — Хо  + 2х3 
2хх  — 2х2  + х3 


Хі 

хг 

_х3_ 
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13.  Положительная  определенность.  Квадратичная  форма  назы- 
вается положительно  определенной , если  она  положительна  для  всех 
значений  х,  исключая  х — 0.  Ясно,  что  это  возможно  только  при 
положительности  всех  собственных  значений  неособенной  мат- 
рицы А данной  формы. 

Квадратичная  форма  <х,  Ах>  называется  положительно  полу - 
определенной , если  она  неотрицательна  для  всех  значений  х и су- 
ществуют значения  х Ф 0,  для  которых  она  равна  нулю.  Этот 
случай  обусловлен  требованием  неотрицательности  всех  собствен- 
ных значений  матрицы  А,  среди  которых  хотя  бы  одно  равняется 
нулю,  т.  е.  матрица  А должна  быть  особенной. 

Матрица  положительно  определенной  (полуопределенной)  фор- 
мы также  называется  положительно  определенной  (полуопределен- 
ной) матрицей.  Аналогично  определяются  отрицательно  опреде- 
ленная и полуопределенная  формы.  Если  матрица  А обладает  как 
положительными,  так  и отрицательными  собственными  значениями, 
то  квадратичная  форма  является  неопределенной. 

Характер  определенности  квадратичной  формы  можно  выяснить, 
если  известны  собственные  значения  ее,  матрицы  или  если  эта  мат- 
рица преобразована  к канонической  форме.  Однако  такой  сложный 
путь  можно  обойти,  исследуя  главные  миноры  Матрицы  квадратич- 
ной формы. 

Можно  показать,  что  необходимым  и достаточным  условием  по- 
ложительной определенности  квадратичной  формы  (или  симмет- 
ричной матрицы)  является  положительность  главных  миноров  ее 
матрицы: 


«и  Я12  аіз 

> 0;  Д3  = а2 1 а 22  Ягз  0;  ... 


аЯ1  а32  °33 


А |>0. 


Миноры  кк(к  = 1,  2,  ...  , п ),  образованные  первыми  к стро- 
ками и к столбцами  матрицы,  называются  ее  дискриминантами, 
а приведенное  выше  условие  — дискриминантным  критерием. 

Например,  ф (х)  — 2х\  + Зх\  + 4х\  ф-  2хххг  — 2х2х3  является  по- 
ложительно определенной,  так  как 


2 1 0 

1 3 —1  >0;  Д2 

0—14 


2 1 

, о > О'.  ді  = 2 > 0 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Укажите  операции  над  строками  (столбцами)  матрицы  четвертого 
порядка,  которым  соответствует  умножение  ее  слева  (справа)  на  матрицы: 


а) 

1 

0 

0 

0 

б) 

1 

0 

0 

0' 

В) 

'5 

0 

0 

0' 

0 

0 

0 

I 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

’ 

0 

0 

4 

0 

* 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

г) 

\ 

0 

0 

(Г 

д) 

'0 

1 

0 

о" 

е) 

'1 

3 

0 

0' 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

5 

1 

0 

’ 

0 

0 

1 

0 

’ 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

0 

2 

3 

1 

Какие  из  этих  матриц  являются  элементарными?  Выразите  неэлементар- 
ные матрицы  через  произведения  матриц,  осуществляющих  элементарные 
преобразования. 

2.  Найдите  матрицу,  при  умножении  которой  на  квадратную  матрицу 
четвертого  порядка  (слева  или  справа)  осуществляются  следующие  эквива- 
лентные преобразования: 

а)  перестановка  второй  и четвертой  строк,  а также  прибавление  к первой 
строке  второй  строки,  умноженной  на  2,  и вычитание  из  первой  строки  третьей 
строки  (матрица  Р ); 

б)  перестановка  первого  и второго  столбцов,  умножение  четвертого 
столбца  на  3 и вычитание  из  третьего  столбца  удвоенного^  первого  столбца 
(матрица  О). 

3.  Дана  матрица 


2 7 


О 1 


а)  Используя  результаты  предыдущей  задачи,  выполните  умножения 
РА  и АС}  и убедитесь  в выполнении  соответствующих  преобразований  над 
строками  и столбцами  матрицы  А. 

б)  Определите  эквивалентную  матрицу  по  формуле  А = РАС}. 

в)  С помощью  элементарных  преобразований  приведите  матрицы  А и А 
к канонической  форме  и покажите,  что  эти  матрицы  имеют  одинаковые  ранги. 

4.  Какие  из  приведенных  ниже  матриц  являются  эквивалентными: 


Г 4 

3 61 

б) 

* 

0 

4 П 

в) 

‘4 

1 2 

1 

5 7 

4 

8 7 

0 

1 0 

2 

9 1 

1 

7 3 

8 

4 5 

5.  Покажите,  что  эквивалентность  матриц  обладает  всеми  свойствами 
отношения  эквивалентности  (рефлексивность,  симметричность,  транзитив- 
ность). 

6.  Найдите  матрицу,  подобную  А,  с помощью  преобразующей  матрицы  (}, 

если 


2 

5 

0 

Г 

0 

1 1 Г 

0 

— 1 

3 

1 

4 

5 

2 

0 

; <3  = 

—і 

—1 

0 1 1 

— 1 0 1 

3 

2 

0 

— 3 

—і 

-1  —1  0 
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7.  С помощью  преобразования  подобия  приведите  к диагональной  форме 
следующие  матрицы: 


8.  Дана 


а) 


'I 

1 

1 


матрица 


А 


0 1 

1 О 
1 — 1 

— 1 1 


б) 


2 1 
1 2 
О О 


П 

1 

1 


1 — 1 
— 1 1 

0 1 

1 О 


а)  Найдите  подобную  ей  диагональную  матрицу  и объясните,  почему 
такая  матрица  существует?  ’ 

_б)  Докажите,  что  преобразующая  матрица  Я в преобразовании  подобия 
л ~ п ап  является  ортогональной,  т.  е.  Н~г  = Н1 . 

9.  Найдите  каноническую  форму  Жордана  для  следующих  матриц: 


3 2—3 

б) 

2 6 —15 

в) 

0 1 0 

4 10  —12 

1 1 -5 

—4  4 0 

3 6—7 

1 2 —6 

—2  1 2 

10.  Для  каждой  из  матриц,  приведенных  в предыдущей  задаче,  найдите 
модальную  матрицу  Я,  преобразующую  к канонической  форме  Жордана 
и проверьте  результат  по  формуле  ^ = Н~1АН. 

д 'г  Запишите  экспоненциальные  функции  от  матриц,  приведенных  в за- 
12.  Жорданова  форма  некоторой  матрицы  А имеет  вид: 


2 1 ! 

0 2 ! 

1 

~’~Т| 

7 = 

і-1 

і 

- 

0 

! о 

—і 

1 

і 0 

0 

-1 

5 1 

1 

0 5 

Что  можно  сказать  о характеристических  числах  \к  и дефектах  матриц 
РОчс)  = ЧЕ  — 71? 

13-и  Покажите,  что  любая  числовая  квадратная  матрица  подобна  треу- 
гольной (верхней  или  нижней)  матрице  над  полем  комплексных  чисел.  В ка- 
ких случаях  элементы  треугольной  матрицы  комплексные? 

14.  Покажите,  что  в преобразовании  подобия  А = <2~М<2  роль  преобра- 
зующей матрицы,  наряду  с <2,  может  играть  также  любая  матрица  ), 

где  С произвольная  неособенная  матрица,  перестановочная  с А. 

15.  Покажите,  что  матрица 


—1 

1 

— 1 

3 

—5 

4 

—4 

3 

—4 

-10 

11 

— 11 
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приводится  к канонической  форме  Жордана  ^ с помощью  преобразующей 
матрицы  Я,  где 


—1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

— 1 

0 

1 

— 1 

0 

0 

; я = 

і 

0 

|—5 

4 

0 

1 

0 

5 

0 

0 

0 

— 1 

—1 

11 

0 

7 

Проверьте,  что  ^ = Н~гАН  (или  ЯУ  = ЛЯ). 

16.  Матрицы  являются  подобными,  если  преобразованием  подобия  они 
приводятся  к одинаковой  канонической  форме.  Являются  ли  подобными 
матрицы 


Г2  2 11 

Г 2 

1 

— П 

А = 

1 3 1 

1 2 2 

; в — 

0 

1-3 

2 

—2 

— 1 

3 

17.  Найдите  модальную  матрицу,  каноническую  форму  и экспоненциаль- 
ную функцию  для  каждой  из  следующих  матриц: 
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0 

0 

0 

б) 
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0 

0 
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в) 
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0 
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0 

1 

1 

0 

0 

0 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

3 
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’ 
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0 
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0 
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— 1 

— 1 

— 1 
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18.  С помощью  преобразования  подобия  найдите  фундаментальную  мат- 
рицу Ф(0  системы  дифференциальных  уравнений: 

= 3*!  — — 4*з  + 2х4 

^ = 2 х,  + 3*2  — 2х3  — 4х4 

~ = 2х,  — — Зх3  + 2х„ 

^4  = *!  + 2х2  — х3  — Зх4 

19.  Дана  квадратичная  форма 

ф (х)  = х*  — 2х*  + х^  + 4х4х2  — 8х4х3  — 4х2х3. 


а)  Запишите  матрицу  А формы  и представьте  ее  в виде  ф(х)  = х1Ах. 

б)  Приведите  данную  форму  к каноническому  виду. 

в)  Выразите  векторы,  образующие  новый  ортонормированный  базис, 
через  компоненты  вектора  х. 

г)  Установите,  является  ли  данная  форма  положительно  определенной. 

20.  Какие  из  приведенных  ниже  матриц  являются  положительно  опре- 
деленными: 


Г1  1 17 

б) 

Г2  1 П 

в) 

Г2 

1 
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1 3 1 

1 3 0 
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8.  ПРОСТРАНСТВО  ПЕРЕМЕННЫХ  СОСТОЯНИЯ 


1.  Переменные  состояния.  При  рассмотрении  физической  си- 
стемы как  объекта  исследования  или  проектирования  целесообразно 
распределить  все  переменные,  характеризующие  систему  или  имею- 
щие к ней  какое-либо  отношение,  на  три  множества: 

1)  входные  переменные  ѵх,  ѵ<г,  ...,  уш, характеризующие  внешние 
воздействия  на  входы  системы; 

2)  переменные  состояния  хъ  хъ  ...,  хп  — внутренние  (проме- 
жуточные) переменные,  совокупность  которых  полностью  харак- 
теризует свойства  системы; 


У, 

:з 

ч * 

Переменные 

Уг 

1 V 

14  * 

состояния 

~Уз 

Л / »'•  • » 

... 

ѵт * 



а 6 

Рис.  84.  Система  с т входами  и г выходами  (а)  и ее  обобщенное  пред- 
ставление (б). 

3)  выходные  переменные  уъ  у„,  ...,  уп  представляющие  те  реак- 
ции на  внешние  воздействия  и те  состояния  системы,  которые  пред- 
ставляют интерес  для  исследователя  или  конструктора. 

После  упорядочения  (нумерации)  элементов  этих  множеств 
получаем  соответственно  три  вектора:  входной  (задающий)  вектор 
ѵ = (ѵъ  ѵ2 . •••,  Ѵт),  вектор  состояний  х = {хъ  хъ  ...,  хг)  и выходной 
вектор  у = (уъ  у2,  ...,  уг).  Сама  система  в общем  виде  представля- 
ется «черным  ящиком»  с т входами  и г выходами,  с каждым  из 
которых  связана  соответствующая  переменная  (рис.  84,  а).  Можно 
рассматривать  совокупность  входов  как  один  обобщенный  вход, 
на  который  воздействует  входной  вектор  ѵ,  а совокупность  выхо- 
дов — как  обобщенный  выход,  который  характеризуется  выходным 
вектором  у (рис.  84,  б).  Переменные  состояния  связаны  с внутрен- 
ними свойствами  системы  и поэтому  указываются  внутри  «черного 
ящика». 

Собственно  система,  ее  входы  и выходы  — это  три  взаимосвязан- 
ных объекта,  которые  в каждой  конкретной  ситуации  определя- 
ются соответственно  описанием  системы  (структура  и свойства 
компонент  или  математическая  модель  системы),  а также  заданием 
множеств  входных  и выходных  переменных.  В зависимости  от 
того,  какой  из  этих  объектов  подлежит  определению  (при  осталь- 
ных двух  заданных)  различают  три  типа  задач  исследования  и про- 
ектирования систем: 
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Тип  задачи 

Входы 

Система 

Выходы 

Анал  из 

X 

X 

? 

Синтез 

X 

? 

> 

Измерение 

? 

X 

X 

Решение  любой  из  этих  задач  непосредственно  связано  с иссле- 
дованием состояний  системы,  множество  которых  образует  про- 
странство состояний. 

2.  Основные  уравнения.  Непрерывные  детерминированные  си- 
стемы в каждый  момент  времени  і можно  описать  парой  матричных 
уравнений: 

= »(*)];  = < р[*.(0.  »(0]. 

Первое  из  них  является  уравнением  состояния  системы,  решение 
которого,  удовлетворяющее  начальному  условию  х0  — х((0),  дает 
вектор  состояния 

х(()  = <|>  [х(10),  ѵ(()]. 

Второе  уравнение  определяет  выходные  переменные  в зависи- 
мости от  х(і)  и ѵ((),  и потому  оно  называется  выходным  уравнением. 

В частных  случаях  эти  уравнения  принимают  специфическую 
форму  в соответствии  со  свойствами  системы.  Для  линейных  систем 
имеем: 

^і  = А(()х(і)+В(()ѵ(іУ, 
у (()  --=  С(і)х(()  + И (і)ѵ((), 

где  А — матрица  системы  (квадратная  гс-го  порядка);  В(І)  — 
матрица  управления  размера  ( п X т);  С(і)  — матрица  выхода 
размера  г X п и 23 (()  — матрица  входа  размера  г X т.  Если  эле- 
менты этих  матриц  зависят  от  времени  I,  то  система  называется 
линейной  нестационарной  (или  параметрической).  Для  линейных 
стационарных  систем  (часто  их  называют  просто  линейными  систе- 
мами) элементы  матриц  А,  В,  С,  О выражаются  постоянными  чис- 
лами, которые  являются  функциями  параметров  компонент  си- 
стемы. 


11* 
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Наиболее  сложную  структуру  имеют  уравнения  нелинейных 
систем,  компоненты  которых  характеризуются  нелинейными  зави- 
симостями между  переменными  на  их  входах  и выходах.  В ряде  прак- 
тически важных  случаев  уравнения  состояния  нелинейной  системы 
можно  представить  в виде: 

^ = Ах(і)  + Вѵ(()  + Рг({)-  Цх(і),  г((),  »(*)]  = О, 

где  А,  В и Р — постоянные  матрицы;  [(х,  г,  ѵ)  = 0 — нелинейное 
алгебраическое  уравнение,  решение  которого  относительно  вектора 
г позволяет  исключить  этот  вектор  из  дифференциального  урав- 
нения. В более  сложных  случаях  элементы  матриц  А,  В и Р могут 
зависеть  от  состояния  системы. 


Рис.  85.  Примеры  физических  систем: 
а — управляемая  ракета;  б — электронная  схема;  в — двигатель  постоянного  тока; 

г — химический  реактор 


3.  Примеры  физических  систем.  Математическое  моделирование 
в пространстве  переменных  состояний  широко  используется  при 
исследовании  физических  систем.  Приведем  несколько  примеров, 
относящихся  к системам  различной  природы. 

Управляемая  ракета  (рис.  85,  а)  при  малых  значениях  угла 
атаки  а и угла  отклонения  рулевой  поверхности  б описывается 
линеаризированной  системой  уравнений; 
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Переменными  состояния  являются  угловая  скорость  со  и угол 
атаки  а,  а задающей  величиной  — угол  отклонения  руля  б.  Попе- 
речное ускорение  ракеты  ад/  (в  единицах  §)  является  выходной 
величиной.  Момент  инерции  ^ относительно  оси  тангажа,  масса 
т и скорость  ѵ ракеты  предполагаются  постоянными.  Динамичес- 
кие коэффициенты  Стгх,  Сть,  Си,  Си,  С/ѵа,  С,ѵ5  также  постоянны 
(их  значения  получают  в результате  аэродинамических  продувок). 

Электронная  схема  (транзисторный  усилитель  со  сложной  кор- 
рекцией, рис.  85,  б)  в квазилинейном  режиме  на  низких  частотах 
описывается  системой  уравнений: 


Нс 
іи 
Іі.  2 
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__і_ 
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— т~  (г  + Я2) 
ь2 


ис 

іи 

іи 
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і- 2 (Г11  + ^і)  — 


е((), 


где 


_ (гп  + і?і)  ггі  — г пг 21 

Г11  г Р, 


Переменными  состояния  являются  напряжение  ис  на  емкости 
и токи  іц,  0.2  в индуктивностях,  а задающей  функцией  — напря- 
жение е(()  источника  на  входе.  Низкочастотные  параметры  тран- 
зистора гп,  г12,  г21  и г22  определены  по  схеме  с общим  эмиттером. 

Двигатель  постоянного  тока  с независимым  возбуждением 
(рис.  85,  в)  в предположении,  что  поток  возбуждения  постоянен, 
описывается  уравнениями: 
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Здесь  переменные  состояния  — угловая  скорость  двигателя 
со  и ток  і в цепи  якоря,  а задающая  величина  — напряжение  и на 
входе  двигателя.  Параметры  двигателя  определяются  сопротив- 
лением и индуктивностью  I цепи  якоря,  моментом  инерции  У и 
коэффициентом  пропорциональности  Ѳ между  вращающим  момен- 
том и током  в цепи  якоря. 

Химический  реактор  с мешалкой  и подогревом  (рис.  85,  г),  в кото- 
ром протекают  одновременно  две  реакции:  экзотермическая  Сх  С2 
со  скоростью  ѵх  и теплотой  и эндотермическая  С2  ->■  С3  со  ско- 
ростью ѵ2  и теплотой  Н2,  описывается  системой  нелинейных  диф- 
ференциальных уравнений: 

-$  = *і  — (»і  — »*  — »і)*і 

^2=  ѵг(1—  Хг  — Х3)—  (Ох  +У2)*з 

5^  = -ф-  Й2Ѵ2  (1  Лф  Х3)  -ф-  Ѵх  — т)  ѵ2  (т2 т)  -ф-  С 

Переменные  состояния  хг  и лг3  означают  весовые  доли  компонен- 
тов Сг  и С3,  которые  связаны  с весовой  долью  л:2  компоненты  С2 
зависимостью  хх  + х2  + х3  — 1.  Третья  переменная  состояния  і — 
температура  реактора.  Уравнение  составлено  в предположении, 
что  компоненты  Съ  С2,  С3  имеют  одинаковые  теплоемкости  и плот- 
ности, молекулярный  вес  компонент  в ходе  реакции  не  изменяется. 
Скорости  ѵх  и ѵ2  поступления  компонент  Сх  и С2  соответственно  и их 
температуры  тх  и т2  являются  задающими  воздействиями,  ас  — 
скорость  теплообмена  реактора.  Скорости  реакций  выражаются 
экспоненциальными  функциями 

ві  — Рі  Яп  — - В0 

ѵг  = хг  ехр  - - и ѵ2  = х2  ехр  — 2 , 
где  аг,  а2,  (32 — константы. 

Обозначив  вектор  переменных  состояния  х = (л:1,  х3,  т)  и вектор 
воздействий  ѵ — ( ѵъ  ѵ2,  тъ  т2),  нелинейное  уравнение  можно  запи- 
сать в матричной  форме  через  вектор-функцию  /: 

57  =/(*,  V’  О- 

Приведенные  примеры  иллюстрируют  высокую  степень  общ- 
ности представления  физических  систем  в пространстве  переменных 
состояния. 

4.  Линейные  (стационарные)  системы.  Уравнение  состояния 
линейной  стационарной  системы  х(і)  = Ах  + Вѵ  представляет 
собой  матричную  запись  системы  дифференциальных  уравнений 
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с постоянными  коэффициентами  в нормальной  форме.  Его  решение, 
удовлетворяющее  начальным  условиям  х0  = *(0),  для  вектора  со- 
стояния и выходного  вектора  имеет  вид: 

і 

х (0  = Ф (/)  х (0)  + [ Ф (( — т)  Вѵ  (т)  гіт; 
о 

у (0  = СФ  (і)  X (0)  + { СФ  ((  — т)  Вѵ  (т)  гіт  + Оѵ  ((). 
о 

Первые  слагаемые  соответствуют  реакции,  зависящей  от  началь- 
ных условий  (свободное  движение  системы),  а остальные  слага- 
емые — реакции  на  входные  воздействия  (вынужденное  движение). 
Фундаментальная  матрица 

Ф ( і ) = еАІ  = ехр  Аі 

называется  переходной  матрицей  состояния  системы.  Она  осущест- 
вляет линейное  преобразование,  которое  переводит  начальное  со- 
стояние х(0)  системы  в некоторое  состояние  для  момента  времени 
і (при  нулевых  входах),  т.  е.  х(І)  = Ф ( ()х((0 ). 

При  нулевых  начальных  условиях  х(0)  = 0 связь  между  реак- 
цией на  выходах  и воздействиями  на  входах  описывается  соотно- 
шением 

і і 

у(і)  — § [СФ  (/  — т)  В -ф  О]  ѵ (т)  йх  = ^ § ((  — і)ѵ('с)  йх. 
о о 

Матрица  р(і)  = СФ(0  В + П представляет  собой  обобщенную 
характеристику  системы  относительно  ее  входов  и выходов.  Реак- 
ция на  і- м выходе 

і 

Уі  (0  = 1 [§п  {<■  — т)  ѵх  (*)  + ёі 2 (I  — т)  ѵ2  (т)  4-  • • • + 

О 

+ 8ш  V — *)  ѵт  (т)]  гіт, 

где  (; I ) — «/-элемент  матрицы  §(().  Каждый  член  подынтеграль- 
ной функции  отражает  вклад  соответствующего  входного  воздей- 
ствия и равен  реакции  уу  ( і ) на  і-м  выходе  относительно  /-го  входа 
при  условии,  что  все  остальные  входы  нулевые,  т.  е. 

і 

уц  (0  = ) ёц{1  — і)Ѵі(і)йх  («=  1,  2,  ...  , г,  / — 1 , 2 т). 

о 
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Правая  часть  этого  скалярного  равенства  является  интегралом 
свертывания  (сверткой  функций).  Для  двух  интегрируемых  функ- 
ций іх(()  и )2(()  он  определяется  в общем  виде  соотношениями: 

і і 

/і  (о  х и (()  = ,[  /і  а - д /2  (х)  * = Г д (т)  и а ~ Т) 

о о 

и обладает  следующими  свойствами  (верхние  индексы  к и — 6 ука- 
зывают соответственно  на  кратность  операций  дифференцирования 
и интегрирования): 

/і  (О  Ж /<*>  (0  = /<*>  (О  X к (0;  /і  (/)  Ж /ГА)  (0  = /Г"1  (0  X /,  (0- 

В соответствии  с приведенными  соотношениями  выражение  для 
Уи  (()  можно  записать  четырьмя  различными  способами  (в  дальней- 
шем скалярные  функции  уц  (/)  и ѵ,  (()  для  упрощения  обозначаются 
через  у(()  и ѵ(і)): 

і і 

УѴ)  = <?(0Х  ѵ(0  = | & (*  — х)  V (т)  гіт  = — х)гіт  = 

о о 

* * 

= | к [і  — х)  ѵ'  (т)  йх  = ^ й (т)  о'  ( і — т)  йх, 
о о 

где  к(і) — функция,  производная  которой  по  ее  аргументу  опреде- 
ляет §(і),  т.  е. 

Скалярные  функции  &(()  и Н(і)  называются  соответственно 
импульсной  и переходной  характеристиками.  Им  можно  дать  на- 
глядное истолкование,  вводя  в рассмотрение  специальные  функции. 

5.  Импульсная  и переходная  характеристики.  Пусть  на  входе 
системы  в момент  времени  т приложен  кратковременный  импульс 
ѵ(1)  длительностью  Дт.  Используя  известную  теорему  о среднем 
значении,  выражение  для  реакции  на  выходе  можно  представить 
в виде: 

і і 

У (Я  = Ц § V — х)  ѵ (х)  дх  = § (/  — Ѳ)  | ѵ (х)  йх  = р (і  — Ѳ)  зи, 
о о 

где  0 < Ѳ < (\  зи  — площадь  импульса. 

Реакция  равна  значению  импульсной  характеристики  §((  — т), 
если  8и  = 1 и Ѳ = т,  что  соответствует  воздействию  на  входе  в мо- 
мент времени  т импульса  единичной  площади  и бесконечно  малой 
длительности.  В пределе  при  Дт  0 амплитуда  такого  импульса 
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неограниченно  возрастает,  но  его  площадь  остается  конечной, 
численно  равной  единице.  Мгновенный  импульс,  обладающий  та- 
кими свойствами,  представляет  собой  единичную  импульсную  функцию 
б ((  — т),  действующую  в момент  времени  т (рис.  86,  а),  т.  е. 

2 (^  — т)  = 0 (при  і ф т);  ^ Ъ(і  — т)  йт  = 1 (для  всех  е > 0). 

X 8 

Итак,  §((  — т)  можно  рассматривать  как  реакцию  системы  на 
единичную  импульсную  функцию  д((  — т),  приложенную  на  входе 
в момент  т.  Соответственно  импульсная  характеристика  р(і)  опре- 
деляется как  реакция  на  единичную  импульсную  функцию,  воз- 
действующую на  систему  в начальный  момент  времени  (=  0.  То 


т-і). 


Рис.  86.  Стандартные  входные  воздействия: 
а _ единичная  импульсная  функция;  б — единичная  ступенчатая 
функция. 


обстоятельство,  что  единичная  импульсная  функция  не  имеет  конеч- 
ного значения  при  і = т не  препятствует  ее  использованию,  так  как 
реакция  зависит  не  от  ее  значения,  а от  конечной  площади.  Опре- 
деление единичной  импульсной  функции  не  укладывается  в обычные 
представления  о функции,  поэтому  ее  относят  к классу  обобщенных 
функций  и называют  также  делыпа-функцией  или  функцией  Дирака. 

Рассмотрим  теперь  интеграл  свертывания  в форме 

і 

у(()=^Н(і  — т)  ѵ'  (т)  дг 
о 

и выясним  свойства  входной  функции  ѵ(і),  при  воздействии  которой 
реакция  у{і)  на  выходе  равна  переходной  характеристике  Н(1  — т). 
Очевидно,  производная  ѵ'(і ) должна  представлять  собой  единичную 
импульсную  функцию  6(^  — т).  Это  значит,  что  ѵ(()  имеет  скачок 
при  I = т,  а ее  значения  определяются  интегралом 

і 

ѵ(1)  = \ъ(1  —і)  йі. 

о 
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В соответствии  с определением  6 (/  — т)  этот  интеграл  должен 
быть  равен  нулю  при  і < т и единице  при  I > т.  Такими  свойствами 
обладает  единичная  ступенчатая  функция,  или  функция  Хеви- 
сайда (рис.  86,  б),  определяемая  как 


При  I = і функция  \{і  — т)  не  определена,  хотя  иногда  ее 
каким-либо  образом  доопределяют  в точке  разрыва,  полагая  рав- 
ной 1/2  или  1. 

Итак,  Н(і  — т)  — это  реакция  на  единичную  ступенчатую  функ- 
цию 1 (/  — т),  приложенную  на  входе  в момент  времени  т.  Соот- 
ветственно переходная  характеристика  Н(і)  определяется  как  реак- 
ция на  единичную  ступенчатую  функцию,  воздействующую  на 
систему  в начальный  момент  времени  I = 0. 

Многомерная  система  характеризуется  относительно  ее  входов 
и выходов  матрицами  §(і)  или  Н(і),  элементами  которых  являются 
соответственно  импульсные  §ц  (/)  или  переходные  Ну  ( і ) характе- 
ристики для  /-го  выхода  относительно  /-го  входа  (при  нулевых  со- 
стояниях на  всех  остальных  входах). 

6.  Принцип  суперпозиции.  Выражения  для  выходной  функции 
(4)  линейной  системы  можно  рассматривать  с позиций  принципа 
суперпозиции.  Так  как  §(1  — т)  является  реакцией  на  воздействие 
единичной  импульсной  функции,  то 


у(  0 = ^ ё(і  — і)ѵ{і)<іі 


о 


представляет  собой  суммарную  реакцию  в момент  г на  элементар  - 
ные  воздействия,  каждое  из  которых  является  импульсной  функ- 
цией со  значением  ц(т)^т,  действующей  в момент  т (0  <т  < /). 
Другая  форма  интеграла  свертывания 


о 


содержит  входную  функцию  ѵ(і  — т),  сдвинутую  на  т по  отноше- 
нию к моменту  времени  (.  При  т = 0 она  равна  ѵ(()  и с ростом  т 
функция  ѵ((  — т)  представляет  собой  воздействия  для  все  более 
ранних  моментов  времени  в прошлом,  становясь  при  і = I равной 
ц(0).  Выходную  реакцию  у{1)  в момент  і можно  рассматривать  как 
сумму  элементарных  реакций  на  импульсные  функции  со  значениями 
ѵ\(  — х)ді,  действующие  в начальный  момент  времени  ( = 0. 

Различие  между  двумя  рассмотренными  представлениями  ин- 
теграла свертывания  чисто  формальное.  В первом  случае  импульс- 
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ные  функции,  на  которые  разлагается  входное  воздействие  ѵ{(), 
как  бы  образуются  стробирующим  импульсом  бесконечно  малой 
длительности  движущимся  от  0 до  і (рис.  87,  а).  Во  втором  случае 
(рис.  87,  б)  стробирующий  импульс  неподвижен  и расположен 
в точке  I = 0,  а сама  функция  ѵ(і)  перемещается  в обратном  направ- 
лении от  I до  0.  Ясно,  что  результат  получим  один  и тот  же. 


Рис.  87.  Представления  интеграла  свертывания  с помощью  подвижного 
(а)  и неподвижного  (б)  стробирующих  импульсов,  а также  подвижной 
(в)  и неподвижной  (г)  ступенчатых  функций. 

В двух  остальных  выражениях  для  выходной  реакции  через 
интегралы  свертывания 

і і 

у {()  = | к (і  — т)  ѵ'  (т)  йх  — | к (т)  ѵ'(і  — т)  сіх 
о о 

роль  элементарных  воздействий  играют  соответственно  ступенчатые 
функции  со  значениями  ѵ'(т)сіт  (рис.  87,  в)  и ѵ'((  — т)^т  (рис.  88,  г). 
Интерпретация  интеграла  свертывания  на  основе  разложения  по 
специальным  функциям  служит  основанием  для  другого  его  на- 
звания — интеграла  суперпозиции. 

7.  Связь  с преобразованием  Лапласа.  Уравнения  линейной 
стационарной  системы 

^ = Л*  {I)  + Вѵ  (0;  у (()  = Сх  (0  + Оѵ  (0 
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можно  представить  на  основе  преобразования  Лапласа  в оператор- 
ной форме 

рХ  ( р ) - X (0)  = АХ  (р)  + ВѴ  (, р);  V (р)  = СХ  (р)  + О К (р). 

Отсюда  получаем  решения  для  вектора  состояния  и выходного 
вектора  в функции  комплексной  частоты  р = а — /со: 

Х(р)  = (рЯ  - Л)-1  [X  (0)  + ВѴ  (р)]; 

К (р)  = С (рЛ  - Л)-!Х  (0)  + [С  (рЕ  - Л)-1  Л + И]  К (р). 

Здесь  матрица  Ф(р)  ==  ( рЕ  — Л)-1  является  изображением 
переходной  матрицы  состояния  Ф(^).  Действительно,  из  выражения 

Х(р)  = Ф(р)Х(0)  +Ф  (Р)ВѴ(Р) 
на  основе  свойств  преобразования  Лапласа  получаем 

і 

х(і)  = Ф (/)  х (0)  + [ Ф (/  — т)  Вѵ  (т)  Ат, 
о 


что  совпадает  с решением,  приведенным  в (4).  Здесь,  в частности, 
использовано  то  обстоятельство,  что  оригинал  произведения  двух 
функций  Ф(р)  и ВѴ(р)  выражается  через  интеграл  свертывания 
соответствующих  им  оригиналов  Ф(^)  и Вѵ(і). 

Таким  образом,  переходная  матрица  состояния  Ф(/)  = ехр  (Л/) 
может  быть  вычислена  путем  обращения  матрицы  Е(р)  = рЕ  — Л 
и последующего  перехода  от  (рЕ  — Л)-1  к ее  оригиналу.  Для  об- 
ращения матрицы  подходит,  например,  алгоритм  Фаддеева  (6.  7) 
или  любой  другой  способ  обращения  матрицы.  В результате  имеем 

Ф (Р)  — (рЕ  — Л)-1  = ’ 

где  С(р)  — присоединенная  матрица  для  Р(р)  и А (р)  — характе- 
ристический многочлен  п-й  степени  матрицы  Л,  т.  е.  А (р)  — 
= (1еі(рД  — Л). 

Если  все  элементы  С(р)  имеют  общие  множители,  то  после  сокра- 
щения на  них  С(р)  переходит  в приведенную  присоединенную  мат- 
рицу С(р),  а А (р)  — в минимальный  многочлен  ф(р). 

Так  как  элементы  матрицы  Ф(р)  являются  дробно-рациональ- 
ными функциями  от  р,  причем  степени  их  числителя  всегда  ниже 
степени  знаменателя,  то  каждый  из  них  можно  разложить  на  прос- 
тые дроби.  В общем  случае  при  наличии  кратных  собственных  зна- 
чений А (р)  = (р  — \)т'(р  — А,2)'п* . . . (р  — і,  и в соответствии 
с результатом,  полученным  в (6.  6),  имеем: 


(р  — ЧУ* 


(тк-\)\  гктк 
' (р  — Ч)ть  > 
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где 


7 1 Г С (р)  1(т*~л . , ’Ь  (р) 

кІ  </-  1)!  (лі*-/)І  I.  ЫР)  ]р=М  ’ П(Р  (р-ІГк- 

Переходя  от  изображений  к оригиналам,  получаем 

Ф (()  = 2 \гіаеЧ‘  +гк2іеХ,1‘  Ч -\-2кткітіг~1е,'к‘]  = 

к=  I 

Ч тк 

- 2 2 2к/('--'е^, 

А=  1 /=1 

что  совпадает  с теоремой  Сильвестра  (6.9)  для  экспоненциальной 
функции. 

8.  Передаточная  матричная  функция.  При  нулевых  начальных 
условиях  л:(0)  = 0 операторное  выражение  для  выходного  вектора 
принимает  вид: 

V (р)  = |СФ  (р)  В + И]  V (р)  = Р (р)  V (р). 

Матрица  Р (р)  = СФ  (р)  В -ф  О называется  передаточной  мат- 
ричной функцией.  Так  как  изображение  і-й  выходной  переменной 

У і(р)  =2  Рц(р)Ѵі(р)  (1=1,  2,  ...  , г), 

/=і 

то  элементы  Рц(р)  матрицы  Р (р)  можно  рассматривать  как  ска- 
лярные передаточные  функции  от  г- го  входа  к /-му  выходу, 
причем 

ри  (Р)  = Цууу  при  Ѵк  (р)  = о (кф  /). 

Зная  Рц(р),  легко  получить  импульсную  §ц  (()  и переходную 
Ни  (I)  характеристики.  Для  этого  подставим  в выражение  Ус(р)  = 
= Рц  (р)Ѵ,-(р)  вместо  V і (р)  соответственно  изображения  единичной 
импульсной  функции  Ъ(і),  равное  1,  и единичной  ступенчатой 

функции  1 ((),  равное  ~ . 

Тогда  получим  изображения  для  Цц  ( I ) и кц  ( і ): 

ёч  (Р)  = ри  ( Р),  нч  (Р)  = • 

Отсюда  видно,  что  передаточная  функция  Рц(р)  является  изо- 
бражением импульсной  функции,  а изображение  переходной  харак- 
теристики равно  Рц(р),  деленной  на  р.  Для  получения  §і,({)  и 
кц(()  достаточно  перейти  от  их  изображений  к оригиналам  на 
основе  обратного  преобразования  Лапласа.  Определив  эти 
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характеристики  для  всевозможных  пар  «вход — выход»,  можно  запи- 
сать матрицы  д(()  и к(і).  Их  также  можно  получить  обратным  преоб- 
разованием по  Лапласу  соответственно  из  матриц  Рц  (р)  и — Рц{р). 

Рассмотрим  простой  пример.  Уравнения  электрической  схемы 
(рис.  88)  для  переменных  состояния  исиіи  а также  выходных  пере- 
менных і0  и иК  можно  получить  в виде: 


Рис.  88.  Электрическая  схема  к 
примеру. 


ис 

ё-  °~ 

/( .0 

+ 

1 
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При  С = 1Ф,  ^ = .1  г, 

0 = 2-^,  /?  = 2,5  Ом  соответст- 
вующие матрицы  получают  сле- 
дующие численные  выражения: 


—2  — Г 

; В = 

Т 0' 

2 

0 ‘ 

0 

0‘ 

А = 

0 —2 

: С = 

• П — 

2 — 5 

0 

2,5 

, ^ — 

0 

0_ 

В соответствии  с изложенным  выше  находим: 


к 


ф (р)  = 


Р + 2 11 

-1 

1 

'Р  + 5 

— ! 1 

—2  р + 5 

Д (Р) 

2 

р + 2 

А (р)  = Р2  + 7р  + 12  = (р  4-  3)  (р  + 4); 


Р(р)  = СФ(р)В+В  = 


’2  0 ‘ 

, Г р+  5 -1  1 Г 1 01 

.0  2,5_ 

Д (р)  [ 2 р +2]  [О  —2 

(Р  + 3)  (р  + 4) 


2 р + 10  4 

5 — 5 р — 10 


Разлагая  элементы  матрицы  Р (р)  на  простые  дроби  и переходя 
оригиналам,  получаем 


/+  (Р) 

2р  + 10  4 

2 

г* 

1 

<^> 

1 

со 

1 

II 

О + 3)  (р  + 4)  р + 3 

Р + 4’ 

Аг  (Р) 

4 4 

4 

ёі2  (0  = 4е~3'  — 4е~4/; 

(Р  + 3)(р  + 4)  р 4-  3 

Р + 4 ’ 

Аі  (Р) 

5 5 

5 

Ягі(0  = 5е~зі — 5е~*г; 

(р  + 3)  (р  + 4)  р + 3 

Р-М’ 

22  (Р)  = 

—5  р — 10  5 

10 

= 5е~3'  — 10е~4'. 

(Р  + 3)(Р  + 4)  р + 3 

о + 4’ 
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Таким  образом,  имеем 


ё(0  = 


4е~3‘  — 2е~4' 
5е~зі  — 5е~4' 


4е~3‘  — 4е~4‘ 
5е~3‘  — Юе~4‘ 


Этот  же  результат  можно  получить  через  переходную  матрицу 
состояния.  Определив  каким-либо  способом  Ф(^)  = ехр(Л/),  по 
формуле  §(()  = СФ(/)В  + О находим 


"2  0 

2с-3'— е~4'  - е~3'  + е-4' 

1 0' 

0 2,5 

2е~3‘ — 2е~ѵ  - е~зі  + 2с~4' 

0 

1 

ю 

4е~3‘ — 2е~ѵ  4е~3‘  — 4е~*‘  ‘ 

Ъе~31  — 5<г4'  Ъё~3‘  — ІОе"4' 

• 

9.  Управляемость  и наблюдаемость.  Линейное  преобразование 
переменных  состояния  х = Нх  и х = Н~гх,  где  Н — модальная 
матрица,  приводит  уравнение  состояния  к = Ах  + Вѵ  к виду 

Н ~ = АН~х  + Вѵ;  Ц = (Н~'АН )х+  (Н~4  В)  ѵ. 

В новых  координатах  матрица  системы  А преобразуется  к диаго- 
нальной или  жордановой  форме  А — Н~1АН,  а матрица  В к В = 
= Н~4В.  Уравнение  состояния  и выходное  уравнение  запишем 
следующим  образом: 

^ ■=  Ах  \ Вѵ;  у = Сх  + Оо, 

где  С = СН. 

Если  А — диагональная  матрица,  соответствующая  различным 
собственным  значениям  матрицы  А,  то  уравнение  состояния  рас- 
падается на  п скалярных  уравнений 

~ =-  X,*,-  + Ьи)ѵ  (і  = 1,  2 п), 

где  Ь{і)  — і- я строка  матрицы  В. 

Каждая  из  п преобразованных  переменных  х,  связана  только 
с одним  собственным  значением. 

Система  называется  управляемой , если  все  переменные  х*  зависят 
от  входных  воздействий  ѵ.  Это  значит,  что  переменные  состояния 
х — Нх,  не  содержат  свободных  ( неуправляемых ) компонентов. 
Очевидным  условием  управляемости  является  отсутствие  нулевой 
строки  в матрице  В,  т.  е.  вс ебщ  (г  = 1,2 п)  должны  быть  ненуле- 

выми векторами-строками.  В общем  случае  кратных  собственных 
значений  доказывается  необходимое  и достаточное  условие  полной 
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управляемости  системы:  матрица  [В,  АВ,  А2В,  А'^В]  допжна 
иметь  ранг  п.  Полная  управляемость  означает,  что  с помощью 
некоторого  воздействия  ѵ{і),  определенного  на  конечном  интер- 
вале 0 < і < Т,  система  может  быть  переведена  из  заданного  на- 
чального состояния  *(0)  в конечное  состояние  х(Т). 

_ Системе  называется  наблюдаемой,  если  каждая  из  переменных 
(і  ^ > 2,  •••>  я)  связана  хотя  бы  с одним  выходом  (элементом 
выходного  вектора  у).  Так  как 


Уі  = [с<1>,  с<2>,  ...  , с(п>] 


х 


П 


п 


где  с( ' столбцы  матрицы  С,  то  очевидным  условием  наблюдае- 
мости является  отсутствие  в матрице  С нулевого  столбца.  В об- 
щем случае  кратных  собственных  значений  доказывается  необхо- 

ІГ—  ЯОд«г*ОЧНОе  полной  наблюдаемости:  матрица 

ІС,  , л ь , Л С , ...  , А*  *С*]  должна  иметь  ранг  п (А*  и С* — 
сопряженные  матрицы).  Полная  наблюдаемость  означает,  что  су- 
ществует такое  воздействие  ѵ(і),  что  по  реакциям  на  выходах 
у (і)  на  заданном  интервале  времени  0 < і < Т можно  определить 
начальное  состояние  л:  (0  системы. 

10.  Устойчивость.  Система  называется  устойчивой  по  Ляпунова 
при  нулевом  входе  (ѵ  = 0),  если  для  любого  е > 0 можно  указать 
такое  о > 0,  что  при  любых  начальных  значениях  лгх(0),  х2(0),  ... 

"7а Х/А  меньших  по  М0ДУЛЮ  числа  6,  переменные  состояния 
хіі  )»  • ••»  Х/гѵ)  во  все  время  движения  ( і ^ 0)  по  модулю  оста- 

ются  меньше  числа  е,  т.  е.  если  | хс(0)  I < б,  то  | хс(()  | < е (і  = 1,  2, 
...,  п,  I 0).  Если  кроме  этого  х,(І)  — >•  0 при  і — ѵ со,  то  система 
называется  асимптотически  устойчивой.  Линейная  система  при 
ограниченных  воздействиях  устойчива,  если  ее  реакция  также  огпа- 
ничена.  к 

Для  линейных  стационарных  систем  имеется  непосредственная 
связь  между  ее  устойчивостью  и характером  собственных  значений 
матрицы  системы  А.  В соответствии  с теоремой  Сильвестра  пере- 
ходная матрица  состояния 


ф (і)  = еА‘ : 


І (2. 

к= 1 


кі 


і2 


к 2 


■1ть-'2ктк)е^, 


где  2к/  (к  — 1,  2,  ...  , у,  у = 1,  2 тк)  — компоненты  матрицы  А 

Мено,  что  при  вещественных  отрицательных  собственных  значе- 
ниях (Ак  < 0)  система  асимптотически  устойчива,  так  как  в этом 
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случае  х (()  = Ф (/)  л:  (0)  при  ( -ѵ  оо  будет  стремиться  к нулевому 
вектору  (х(/)-ѵ0). 

Если  среди  собственных  значений  имеются  комплексные,  то 
они  при  вещественной  матрице  А могут  появляться  только  комп- 
лексно-сопряженными парами.  Пусть  Х'к  = а + /со  и А*  = а — /со — 
пара  комплексно-сопряженных  собственных  значений  кратности 
тк.  В выражении  для  Ф (/)  им  будут  соответствовать  слагаемые 

I'-'  [2б/е<"+‘“Ф  + 2к]е^~іш^]  = Ѵ-'е'Ч-  [2кІеіш‘  4.  2кіе-Ыі], 

где  комплексно-сопряженные  матрицы  2 у = 2*,/  + і2кІ  и 2кІ-  — 
==  2'м  — І2к,-.  Элементарными  преобразованиями  это  выражение  при- 
водится к виду 


2/'-,е7'(2*/соз  со/  — 2кі  зіп  ш/)  (/  = 1,  2,  ...  , тк). 

Если  вещественная  часть  комплексно-сопряженных  значений 
а < 0,  то  система  асимптотически  устойчива.  В случае  чисто  мнимых 
собственных  значений  а = 0 система  устойчива  только  при  отсут- 
ствии множителя  (і~\  что  означает,  что  тк  = 1,  т.  е.  собственные 
значения  должны  быть  простыми.  При  а > 0 — система  всегда 
неустойчива. 

11.  Критерий  Рауса — Гурвица.  Для  суждения  об  устойчивости 
системы  вовсе  не  обязательно  вычислять  собственные  значения. 
Разработано  много  различных  критериев  устойчивости,  один  из 
которых  известен  как  алгебраический  критерий  Рауса — Гурвица. 

В соответствии  с критерием  Рауса — Гурвица  необходимое  и до- 
статочное условие  устойчивости  сводится  к требованию  положи- 
тельности определителей  Аь  ...,  Д,,  элементами  которых 
являются  коэффициенты  характеристического  многочлена  Л(Я)  = 
= а0№  + а±  АД-1  + ...  + ап-\к  + ап.  Определитель  Д,  образу- 
ется следующим  образом:  на  главной  диагонали  располагаются 
коэффициенты  аъ  аъ  ...,  ап,  строки  влево  от  главной  диагонали 
заполняются  коэффициентами  с возрастающими  индексами  и вправо 
от  главной  диагонали  — с убывающими  индексами,  а остальные 
позиции  заполняются  нулями.  Например,  для  многочлена  пятой 
степени  Л(2)  = а0Хъ  + ауА,4  + а223  + а3№  + а42  + а5  имеем: 


Я, 


аг  а0  0 0 0 

а3  а2  а4  а0  0 

аъ  а4  а3  а2  ах 

0 0 аъ  а4  а3 

0 0 0 0 а5 
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Определители  Ок  (&  — 1,  2,  п — 1)  образуются  из  опреде- 
лителей Ок+1  вычеркиванием  последней  строки  и последнего  столб- 

тт  я • 


Ох 

а0 

0 

0 

0 

аі 

«0 

О3 

а2 

Оі 

«о 

. 

Г)  - 

аъ 

а4 

а3 

а» 

» 

а3 

а2 

Ох 

0 

0 

аь 

а4 

а. 6 

«4 

а 

ъ. 

— 

Ох 

«о 

; А = 

= «!. 

а3 

а* 

12.  Нестационарные  системы.  Решение  дифференциального 
уравнения  первого  порядка  с переменным  коэффициентом  х(і)  = 

=---  а (і)х  +ѵ(і),  удовлетворяющее  начальному  условию  *(0)  = х((А 
имеет  вид:  ѵ 0 

С 1 

* = (*о  + ) е~*(т)у(т)  йх)  еъ«>  — еь^х0  + Г е~ь^ѵ  (т)  йх, 

и І 

где 

Ь(і)  = | а (т)  (іх. 

Іо 

аналогии  с решением  однородного  скалярного  уравнения 
(ѵ  (/)  = 0)  можно  попытаться  найти  решение  матричного  уравнения 
х = А (()  х в виде 

і 

х (і)  = (ехр  А (х)  Сіх)х({0)  = ев(‘)х  (і0). 

Іо 

Подставляя  это  выражение  в уравнение,  приходим  к соотно- 
шению 

е№»  = А (0  в*о, 

являющемуся  условием,  при  котором  х(і)  = ев^х  (/„)  — решение 
уравнения  х — А(і)х.  Можно  показать,  что  это  условие  равно- 
значно требованию,  чтобы  матрицы  А ((х)  и Л(/2)  для  всех  и и 
в интервале  определения  /0<(^і>  іг)  < были  перестановочными, 
т.  е.  А {ІА  А (і2)  = А (12)  А ((г).  При  выполнении  данного  условия 
переходная  матрица  состояния 


Ф(/,  і0)  = ехр  | А(х)йх. 

іо 
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Общее  решение  уравнений  нестационарной  системы  для  век- 
тора состояния  х (і)  и выходного  вектора  у (()  имеет  вид: 

і 

х(()  = Ф((,  і0) х (і0)  + | ф {(,  х)  В (х)  ѵ(і)  <ІТ\ 

і, . 

I 

у (0  = С{1)ф(і,  (0)  X (ій)  4-  { С (0  ф (/ , х)В(х)»(х)гіх  + О(х)о(х). 

Іо 


В общем  случае  переходная  матрица  состояния  выражается 
рядом 

і і і 

С (А)  = Е -\-  \ А (х)  <іх  -В  ^ А (х)  ^ А (х)  с/хсіх  -В 

Іо  І О 

/ І і 

+ ^ А (х)  ^ А (х)  ^ А (х)  (Ітсіиіх  + ■ • • . 

Іо  Іо  Іо 

называемым  матрициантом.  Доказывается,  что  для  ограниченной 
матрицы  А на  интервале  интегрирования  этот  ряд  сходится  абсо- 
лютно и равномерно.  Дифференцируя  обе  части,  получаем  основное 
свойство  матрицианта: 

ао(А) 


<п 


= А(і)С(А). 


Ясно,  что  С(А ) удовлетворяет  уравнению  состояния  и поэтому 
представляет  собой  переходную  матрицу  состояния  нестационар- 
ной системы,  т.  е.  Ф ((,  /0)  = С(А).  Практическое  использование 
матрицианта  затрудняется  в связи  с тем,  что  ряд  может  сходиться 
медленно  и для  получения  решения  потребуется  большой  объем 
вычислений.  В таких  случаях  используют  специальные  методы 
интегрирования  дифференциальных  уравнений  с переменными  пара- 
метрами. 

Для  стационарной  системы  (при  постоянной  матрице  А)  мат- 
рициант  переходит  в ряд,  выражающий  экспоненциальную  функ- 
цию: 


Е + (І-(0)А  + А2  + А3  + • • • = е-ю-Ч 

В то  время  как  переходная  матрица  состояния  стационарной 
системы  является  функцией  только  одной  переменной  (разности 
I — или  і при  (0  = 0),  для  нестационарной  системы  решение  за- 
висит от  двух  переменных,  одной  из  которых  является  момент 
і0  воздействия  и другой  — момент  і наблюдения  реакции.  Соответ- 
ственно интегралы  свертывания  обобщаются  к интегралам  совме- 
щения. 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Система  описывается  уравнениями: 

— 2х 

йі  ~ 14 

*0±-х  -Зх  4- 

а)  Запишите  уравнение  переменных  состояния  х = Ах  + В и матрицы 
А и В. 

б)  Определите  переходную  матрицу  состояния  Ф(()  = еА‘  как  экспонен- 
циальную функцию  от  матрицы  и операторным  методом. 

в)  Найдите  импульсную  и передаточную  характеристики  для  выходной 
переменной  у = хг. 

2.  Уравнения  переменных  состояния  системы  имеют  вид: 


йх 

Г-3  11 

1 Г 

йі  ~ 

і -з\х  + 

.1  1. 

'“[!  -!]'■ 


а)  Найдите  передаточную  матричную  функцию  Р(р)  — СФ  (р)  В + О. 

б)  Определите  с помощью  обратного  преобразования  Лапласа  импульс- 
ную и переходную  матричные  характеристики  системы. 

3.  Система  с двумя  входами  (ѵг,  ѵ2)  и двумя  выходами  (у1г  у„)  описыва- 
ется уравнениями: 

йгУ,  , о йУі  , о 
~77і  + 3_лГ  + 2Уг  = ѵі 


й"у2 

йіг 


, Л Уі  , 

+ + У г = ѵ2 


а)  Положив  х1  = уъ  х2  = у1г 
Л,  В,  С и О в уравнениях 


А = 


к 

вид: 

= Ах  + Вѵ,  у 

’о  1 00’ 

0 0 

0—3—2  0 

; В = 

1 0 

0 0 0 1 

0 0 

0—1—10 

0 1 

У 2,  = у2,  покажите,  что  матрицы 


С-Р  0 0 °1.  п_Г°  01 

° ~ [о  о і о]’  "-[о  0] 


б)  Определите  изображение  переходной  матрицы  состояния  с помощью 
алгоритма  Фаддеева. 

в)  Найдите  передаточную  матричную  функцию  системы. 

4.  Дана  система,  описываемая  в пространстве  переменных  состояния 
уравнениями: 

сП 

йх о 


7 , I ,4 

3 з з хз 


2о; 


йі  3*1_"  3*а; 
с іх3 

хі  хг  2х3  — ц; 


У — ~о~хі  4~  ' 
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а)  Запишите  уравнения  системы  в матричной  форме. 

б)  Найдите  переходную  матрицу  состояния  Ф (/)  = еАі  как  экспонен- 
циальную функцию  от  матрицы  и операторным  методом. 

в)  Выразите  вектор  переменных  состояния  х(і)  при  ѵ = 0 и начальных 


значениях  х10,  х20,  х30. 

г)  Преобразуйте  матрицу  системы  А к диагональной  форме  заменой  пере- 
менных состояния  с помощью  модальной  матрицы  (5.  7)  и запишите  решение 
для  новых  переменных  в «развязанной»  форме. 

д)  Найдите  передаточную  матричную  функцию,  а также  импульсную 


и 


переходную  характеристики  системы, 
е)  Исследуйте  систему  на  управляемость,  наблюдаемость  и устойчивость. 


5.  Найдите  операторным  методом 
импульсную  матричную  характеристи- 
ку системы,  представленной  уравнения- 
ми: 


Ах 

Ж 


Г— 1 0 

0' 

гі 

0' 

0 —3 

0 

х + 

0 

і 

0 0 

-5 

.1  и 

Электрическая  схема  к за- 
даче 7. 


6.  Исследуйте  управляемость,  наблюдаемость  и устойчивость  сле- 
дующих систем: 


а)  Ах 

Ж' 


-3  51 
2 О 


у = {\-\)х. 


б)  Ах 
Аі 

в)  Ах 


н 

1 — 1]  л 

-Го  -:м: 

у = [1  — 1]  х + ». 
Ах  И 01  , ГП 

Ио  іг+кг 

У=[  1 1]х— 0. 


V, 


§=\  5 0 ' 

АІ  [ — 2 о — : 


У = \ 


Х + 

0]  х. 


— 1 
1 

— 1 


ѵі 


7.  В электрической  схеме  (рис.  89)  действует  два  источника  напряжения 
и «2>  выходы  характеризуются  напряжениями  «и  и а переменными 
состояния  являются  напряжение  на  емкости  ис  и токи  в индуктивностях 
іи  и іь 2.  Уравнение  переменных  состояния  х — Ах-\-  Вѵ  для  рассматривае- 
мой системы  при  заданных  значениях  параметров  ее  компонентов  можно  за- 
писать следующим  образом: 


А Г"с  ’ 

Ж \и 

_}  и . 


■ 

~ис  ’ 

" 

[и 

+ 

Ь2_ 
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а)  Покажите,  что  выходное  уравнение  у — Сх  имеет  вид: 

“С' 

[и 

‘ и, 

б)  Определите  переходную  матрицу  состояния  Ф (/)  = И*  как  функцию 
от  матрицы  и операторным  методом. 

в)  Найдите  передаточную  матричную  функцию,  а также  импульсную 
и переходную  характеристики  схемы. 

г)  Представьте  полученные  результаты  в тригонометрической  форме. 
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менная теория  автоматического  управления  и ее  применение»  (М.,  «Машино- 
строение», 1972),  У.  Портер  «Современные  основания  общей  теории  систем» 
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излагаются  в книгах:  А.  П.  Филин  «Матрицы  в статике  стержневых  систем» 
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В этот  перечень  можно  было  бы  включить  много  других  работ,  в которых 
при  решении  прикладных  задач  успешно  используется  и развивается  аппа- 
рат теории  матриц.  Широкое  использование  матриц  в современной  научно- 
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Глава  4 
ГРАФЫ 

Сейчас  количество  важных  практических 
и теоретических  задач  самого  разнообразного 
конкретного  содержания  и самой  различной 
степени  сложности,  сводящихся  к задачам 
и проблемам  чистой  теории  графов,  растет 
столь  бурно,  что  для  решения  их  «в  розницу » 
кустарными  методами  или  остроумными  ин- 
дивидуальными приемами  не  хватает  и не 
может  хватать  квалифицированных  работни- 
ков. Единственный  выход  — учиться  решать 
эти  задачи  «оптом»,  используя,  с одной  сто- 
роны, новейшие  достижения  и идеи  теорети- 
ческой математики,  а с другой  стороны, 
современную  вычислительную  технику. 

А.  А.  Зыков 

Теория  графов  предоставляет  в распоряжение  инженера  исклю- 
чительно удобный  аппарат  для  моделирования  структурных  свойств 
систем  и отношений  между  объектами  самой  разнообразной  при- 
роды. Благодаря  наглядности  и простоте  этот  аппарат  в последнее 
время  завоевал  широкое  признание  и повсеместно  используется 
в научно-технической  литературе. 

Эта  глава  начинается  с рассмотрения  задач,  связанных  с де- 
ревьями. Излагаются  способы  символического  описания  и иденти- 
фикации деревьев.  Подобные  вопросы  возникают,  например,  в хи- 
мии при  исследовании  изомеров  органических  соединений.  Приво- 
дятся методы  построения  деревьев,  в частности  экстремального 
дерева,  используемого  при  проектировании  коммуникаций,  линий 
связи  и т.  п.  Наряду  с деревьями  и дополнениями  графа,  рассмат- 
риваются другие  суграфы,  имеющие  большое  значение  в приложе- 
ниях (разрезы,  сечения,  циклы  и контуры).  Совокупность  независи- 
мых сечений  и контуров  представляется  с помощью  топологических 
матриц.  Выясняются  свойства  таких  матриц  и связи  между  ними. 

Основное  внимание  в настоящей  главе  уделяется  использо- 
ванию графов  как  универсальной  структурной  модели  физических 
систем  различной  природы:  электрических,  механических,  пневма- 
тических и др.  Двухполюсные  и многополюсные  компоненты  пред- 
ставляются их  полюсными  графами,  а граф  системы  получается 
в результате  объединения  полюсных  графов  входящих  в нее  компо- 
нентов. На  основе  аналогий  между  физическими  величинами  разви- 
вается общая  методика  построения  математических  моделей  систем 
в различной  форме. 

При  моделировании  физических  систем  координатами  служат 
совокупности  независимых  сечений  и контуров.  Рассматриваются 
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особенности  использования  однородных  и неоднородных  систем 
координат  и излагаются  соответствующие  процедуры  формирова- 
ния математических  моделей,  ориентированные  на  применение  вы- 
числительных машин.  Особое  внимание  уделяется  получению  урав- 
нений переменных  состояния  для  линейных  и нелинейных  систем. 

Заключительный  параграф  посвящен  моделированию  в сокра- 
щенном координатном  базисе,  который  обеспечивает  описание  физи- 
ческой системы  минимальным  числом  уравнений.  Соответствующие 
алгоритмы  характеризуются  рядом  положительных  особенностей 
при  их  реализации  на  вычислительных  машинах  в отношении  за- 
грузки оперативной  памяти,  точности  и трудоемкости. 

Хотя  многие  задачи,  решаемые  с помощью  аппарата  теории  гра- 
фов, в настоящей  книге  не  рассмотрены,  изложенный  материал 
может  служить  основой  для  знакомства  с ними  по  специальной  лите- 
ратуре. 


1.  ДЕРЕВЬЯ 

1.  Деревья  на  множестве  вершин.  Пусть  множество  V содержит 
р вершин,  которые  пронумерованы  порядковыми  числами  от  1 до  р, 
т.  е.  V — {1,  2,  ...,  р).  Связав  эти  вершины  р — 1 ребрами  так, 
чтобы  отсутствовали  цик- 
лы, получим  некоторое  де- 
рево, покрывающее  данное 
множество  р вершин.  При 
р = 2 такое  дерево  единст- 
венно и оно  состоит  из  од- 
ной ветви.  С увеличением/? 
число  различных  деревьев 
ір  быстро  возрастает  и вы- 
ражается соотношением 

(р  = рр~\ 

Многие  из  них  являются  изоморфными,  т.  е.  отличаются  только 
нумерацией  вершин.  Так,  при  р = 10  имеем  ІО8  различных  деревьев, 
из  которых  только  106  неизоморфны.  На  рис.  90,  а показаны  16 
различных  деревьев,  которые  можно  построить  на  множестве 
четырех  вершин,  а на  рис.  90,  6 — неизоморфные  деревья  (их  всего 
два).  Существенно  различные  (неизоморфные)  деревья  подсчиты- 
вают комбинаторными  методами  с помощью  производящих  функ- 
ций. 

Ниже  указаны  числа  неизоморфных  деревьев  т на  р вершинах, 
подсчитанных  для  р < 26: 


ххкхклыи 

о 


Рис.  90.  Деревья  на  множестве  четырех 
вершин  (а)  и неизоморфные  деревья  (б). 
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15 
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1301 

3159 

7741 

19  320 

48  629 

123  867 

317  955 

823  065 

Р 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

2 144  505 

5 623  756 

14  828  074 

39  299  897 

104  636  890 

279  793  450 

В дереве  любые  две  вершины  связаны  единственной  простой 
цепью,  ибо  в противном  случае  был  бы  цикл.  Единственная  цепь 
для  любой  пары  вершин  является  также  достаточным  условием  того, 
чтобы  граф  был  деревом. 

Степени  вершин  дерева  могут  принимать  значения  от  1 до  р — 1. 
Вершины  первой  степени  являются  концевыми  вершинами , а свя- 
занные с ними  ребра  — концевыми  ребрами.  Легко  понять,  что 
любое  конечное  дерево  при  р > 2 имеет  хотя  бы  две  концевые  вер- 
шины и хотя  бы  одно  концевое  ребро.  Последовательное  дерево 
имеет  только  две  концевые  вершины,  а степень  остальных  равна 
двум.  Звездное  дерево  имеет  единственную  вершину  степени  р — 1, 
а все  остальные  вершины  — концевые. 

2.  Символ  дерева.  Любому  дереву  Т можно  поставить  во  вза- 
имно-однозначное соответствие  некоторый  символ  — упорядочен- 
ную последовательность  р — 2 номеров  вершин  а (Г)  = (аь  а,, 
...,  ар_2),  среди  которых  могут  быть  и повторяющиеся,  причем 
°Ч>  2 € V.  Эта  последовательность  для  данного  дерева  обра- 

зуется следующим  образом.  Вводится  последовательность  N Р — 
= (1,  2,  ....  р).  Далее  выбирается  концевая  вершина  с наименьшим 
номером  и записывается  номер  ах  связанной  с ней  вершины,  а сама 
концевая  вершина  удаляется  из  последовательности  Мр  = (1,2,  ..., 
р).  Затем  этот  процесс  повторяется  до  тех  пор,  пока  не  получим  по- 
следовательность а (Г)  = (а1(  а2,  ....  ар_2).  Каждый  такой  шаг 
соответствует  удалению  из  дерева  концевой  вершины  с наименьшим 
номером  и связанного  с ней  концевого  ребра,  причем  через  р — 2 
шагов  от  дерева  остается  единственное  ребро,  положение  которого 


346 


определяется  парой  номеров  вершин,  оставшихся  в последователь- 
ности Ыр. 

На  рис.  91  показаны  два  изоморфных  дерева  и соответствующие 
им  символы.  Как  видно,  номер  вершины  ѵ степени  б(о)  повторяется 
в символе  дерева  8(ѵ)  — I раз,  но  порядок  следования  повторяю- 
щихся номеров  даже  для  изоморфных  деревьев  может  быть  раз- 


личным. 

Построение  дерева  по  его  сим- 
волу выполняется  последователь- 
ным восстановлением  концевых 
вершин  и ребер.  На  первом  шаге 
из  последовательности  Ир  — (1,  2, 
...,  р)  выбирается  наименьший  но- 
мер атіп,  который  отсутствует 


а(Т,)-(4,4А5,5) 


5 

г* 


О ^ 4 


а(Тг)-(і.з,Ш) 


Рис.  91.  Изоморфные  деревья  и их 
символы. 


в а(Т)  =■  («і,  а2, 


аР-2),  и 


строится  ребро  (атіп,  аі)-  Далее,  удаляется  номер  атіп  из  N р и но- 
мер аі  _ из  а(Т)  и процесс  продолжается  до  исчерпывания  символа 

0. {Т).  Оставшаяся  в последовательности  N р пара  вершин  определяет 
последнее  ребро  дерева.  Например,  исходя  из  символа  а(Гг)  == 
= (1,3,  1,  1,3)  дерева  Г2  (рис.  91)  и последовательности  У*  = 
= (1,2,  3,  4,  5,  6,  7)  на  первом  шаге  имеем  ребро  (2,  1).  Удаляя 
2 из  Д^7  и 1 из  а (Т2),  получаем  последовательности  а '(Т2)  = (3, 

1,  1,  3)  и ЛГ7  = (1,  3,  4,  5,  6,  7,).  На  втором  шаге  получаем  ребро 

14,  3)  и далее  аналогично  ребра  (5,  1), 
(6,  1),  (1,  3),  (3,  7).  Совокупность  всех 
полученных  ребер  и образует  соответст- 
вующее дерево. 

На  основе  представления  деревьев 
символами  а (Г)  = (а2,  а2,  ...,  ар_2) 

легко  доказывается  соотношение  для 
числа  различных  деревьев  на  множестве 
р вершин,  приведенное  в (1).  Так  как  в 
последовательности  а (Т)  каждый  член  а, 
(і  — 1, 2,  ...,  р — 2)  может  принимать 
любые  из  р значений,  то  всего  можно 
получить  рр~ 2 различных  символов, 
а значит  столько  же  и деревьев. 
Произвольное  дерево  на  множестве  р вершин  можно  рассмат- 
ривать как  одно  из  покрывающих  деревьев  полного  графа,  пред- 
ставляющего собой  /т-угольник.  Например,  дерево  7\  (рис.  91) 
изображено  на  полном  графе  (рис.  92)  жирными  линиями.  Число 
ребер  ц полного  графа  с р вершинами  выражается  соотношением 


/ 

і 

щ 

Рис.  92. 


Дерево 

графа. 


полного 


Я = ~р(р  — \). 
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Так  как  в дерево  входит  р — 1 ребер,  то  число  хорд,  образующих 
дополнение  дерева  в полном  графе,  будет 

° = уР(Р-  1)  — (Р—  1)  = ~(р—  Щр  — 2). 

3.  Экстремальное  дерево.  В ряде  практических  задач  требуется 
связать  р пунктов  наиболее  экономичным  образом.  Например,  необ- 
ходимо соединить  р городов  линиями  связи  или  автомобильными 
дорогами  так,  чтобы  их  суммарная  длина  была  наименьшей.  Ана- 
логичная задача  возникает  при  прокладке  водопроводов,  газо- 
проводов, электрических  сетей 
и т.  п. 

На  языке  теории  графов  эта  за- 
дача формулируется  в общем  виде 
следующим  образом.  Каждому 
ребру  (ѵс,  V/)  полного  графа  с р 
вершинами  приписывается  вес  р,,-, 
выражающий  численно  расстоя- 
ние, стоимость  или  другую  ве- 
личину, характеризующую  любую 
пару  вершин.  Требуется  построить  экстремальное  дерево,  связы- 
вающее все  вершины  так,  чтобы  был  минимальный  суммарный  вес 
|аг  ветвей  дерева 

IV  ~ 2 Ріі- 

(ѴС.  0'-)$Т 

Нечего  и говорить  о переборе  и сравнении  всех  вариантов  даже 
при  сравнительно  небольшом  р,  так  как  число  возможных  деревьев 
уже  при  р > 9 больше  миллиона!  К счастью,  существует  очень 
простой  способ  построения  экстремального  дерева,  который  осно- 
ван на  последовательном  введении  в него  ребер  с приоритетом 
по  минимуму  их  весов.  Сначала  для  дерева  выбирается  ребро 
с наименьшим  весом.  Затем  на  каждом  следующем  шаге  рассматри- 
вается минимальное  по  весу  ребро,  и,  если  оно  не  образует  цикла 
с ранее  выбранными  ветвями,  вводится  в дерево.  Построение  закан- 
чивается после  отбора  для  дерева  р — 1 ребер. 

Пусть,  например,  задано  расстояние  между  городами,  км:  (см. 
стр.  349). 

Дерево  минимальной  длины,  соединяющее  указанные  города, 
изображено  на  рис.  93.  Его  суммарная  длина,  км, 

Рт  = 125  + 131  + 140  + 141  + 187  + 190  + 190  + 279  = 1383. 

Если  имеются  ребра  с одинаковыми  весами,  то  решение  может 
быть  единственным  в том  случае,  когда  не  все  такие  ребра  входят 
в дерево  (в  рассмотренном  примере  решение  единственное).  Экстре- 
мальное дерево  может  быть  построено  не  только  для  полного,  но 


Чернигов 


Рис.  93.  Экстремальное  дерево. 
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и для  произвольного  графа  (например,  связи  между  некоторыми 
вершинами  могут  быть  нежелательными  или  недопустимыми).  По- 
строение экстремального  дерева  с максимальным  суммарным  весом 
аналогично,  необходимо  лишь  последовательно  выбирать  для  него 
ребра  наибольшего  веса. 

4.  Корневые  деревья.  Любое  дерево  можно  рассматривать  как 
корневое  дерево  (рис.  94,  а)у  в котором  некоторая  выбранная  вер- 
шина ѵ0  называется  корнем.  Так  как  корнем  может  служить  любая 
вершина,  то  количество  различных  корневых  деревьев  на  множестве 
р помеченных  вершин 

і'р  = Р(р  = РРр~2  = Рр_1- 

Если  не  различать  изоморфные  корневые  деревья,  т.  е.  отвлечься 
от  нумерации  вершин,  то  число  различных  корневых  деревьев 
резко  уменьшается.  Для  их  сравнения  удобно  использовать  стан- 
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дартное  представление,  однозначно  определяющее  структуру  кор- 
невого дерева  и основанное  на  приписывании  каждой  вершине 
некоторого  числа  (веса)  и упорядочении  этих  чисел. 

Вершины,  смежные  с корнем  дерева,  можно  рассматривать  как 
корни  субдеревьев,  которые  «вырастают»  из  этих  вершин  и являются 
частями  исходного  дерева,  называемыми  факторами.  Вообще, 
каждая  вершина  графа  играет  роль  корня  некоторого  фактора, 
причем  концевые  вершины  — это  корни  тривиальных  деревьев, 
состоящие  из  единственной  вершины  и не  содержащие  ребер.  В ка- 
честве веса  вершины  принимается  общее  число  вершин  фактора, 

корнем  которого  она  являет- 
ся. При  этом  на  каждом  уров- 
не факторы  располагаются  в 
порядке  возрастания  весов  их 
корней  (при  равенстве  весов 
порядок  безразличен). 

На  рис.  94,  б корневое 
дерево  изображено  в стан- 
дартном виде  и указаны  веса 
всех  его  вершин  (вес  корня 
дерева  равен  числу  всех  его 
вершин,  а веса  концевых  вер- 
шин равны  единице).  При 
таком  представлении  корне- 
вое дерево  однозначно  опре- 
деляется упорядоченной  по- 
следовательностью р('Г)  весов  его  вершин,  в которой  на  первом 
месте  стоит  вес  корня  дерева,  а затем  следуют  соответствую- 
щие последовательности  для  факторов  в порядке  возрастания  весов 
их  корней.  В свою  очередь,  каждая  такая  последовательность 
строится  по  тому  же  принципу:  на  первом  месте  стоит  вес  корня 
фактора,  а затем  следуют  последовательности  для  факторов  данного 
фактора  и т.  д.  Так,  для  корневого  дерева  (рис.  94,  б)  с обозначе- 
нием весов  вершин  имеем 


Рис.  94.  Корневое  дерево  с корнем  в вер- 
шине у0  (а),  его  стандартное  представ- 
ление (б)  и корневая  форма  (в). 


Р(Г)  = (17,  1,  4,  1,  1,  1,  п,  4,  1,  2,  1,  6,  1,  1,  3,  1,  1). 


Количество  членов  последовательности  Р(Т)  равно  числу  вер- 
шин дерева.  Различным  корневым  деревьям  соответствуют  и раз- 
личные последовательности  р(Т).  Достаточным  критерием  идентич- 
ности корневых  деревьев  является  совпадение  соответствующих  им 
последовательностей.  Ясно,  что  перенесение  корня  в другую  вер- 
шину приводит  к другому  корневому  дереву,  а значит  и к другой 
последовательности . 


350 


Построение  корневого  дерева  Т по  его  последовательности 
р('Г)  начинается  с корня,  которому  соответствует  первый  член. 
Затем  Р(Т)  разбивается  на  последовательности  факторов  так,  что 
каждая  из  них  начинается  членом,  не  меньшим,  чем  предыдущая, 
т.  е. 

Р(7\)  = (1);Р(7Ѵ)  = (4,  1,  1,  1);  Р(7’з)  =(11,4,1,  2,1,  6,  1,1,3,  1,1). 

Из  каждой  такой  последовательности  удаляем  первые  члены 
и соединяем  соответствующие  им  вершины  с корнем.  Затем  посту- 
паем аналогично  до  тех  пор,  пока  не  будут  исчерпаны  все  члены. 
Так,  после  построения  корней  факторов  первого  уровня  последо- 
вательность исчерпывается,  а Р(Т.2)  и р(Г3)  разбиваются  на 

последовательности: 

№і)-(і);  №*)  = (!);  №а)  = (і); 

Р(7,8і)  = (4,  1-2,  1);  Р(Г32)  = (6,  1,  1,  3,  1,  1). 

Первые  члены  этих  последовательностей  соответствуют  корням 
факторов  второго  уровня,  которые  соединяются  ребрами  с теми 
корнями,  из  которых  они  вырастают.  После  этого  первые  три  из  них 
исчерпываются,  а из  двух  остальных  получаем: 

Р (Тщ)  = (1);  РСГ31г)  = (2,1); 

Р(П*і)  = П);  Р(Т322)  = (1);  р(Г323)  = (3,  1,  1). 

Корни  деревьев  третьего  уровня  соединяем  с соответствующими 
корнями  предыдущего  уровня  и после  удаления  первых  членов  имеем 
одноэлементные  последовательности: 

Р (^зігі)  “ О)!  Р (^323і)  = ( 1)’>  Р (Т жъ)  = (1)> 

которые  представляют  одновершинные  факторы  четвертого  уровня. 

5.  Идентификация  деревьев.  Во  многих  случаях  важно  раз- 
личать только  неизоморфные  деревья.  Изоморфизм  — это  отноше- 
ние эквивалентности  на  множестве  различных  деревьев,  которое 
разбивает  это  множество  на  непересекающиеся  классы  неизоморф- 
ных деревьев.  Любое  из  деревьев  данного  класса  может  служить 
его  представителем.  Но  при  различных  способах  задания  и начерта- 
ния деревьев  установить  их  изоморфизм  непосредственным  сравне- 
нием не  так  просто. 

При  идентификации  деревьев  обычно  используется  какая-либо 
каноническая  форма,  в которой  изоморфные  деревья  неразличимы, 
а неизоморфные  получают  различные  представления.  Удобной 
для  этой  цели  является  корневач  форт  представления  дерева, 
корнем  которого  служит  специальным  образом  выбранная  вер- 
шина. 
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Одна  из  стандартных  процедур  выбора  корня  состоит  в следую- 
щем: из  дерева  удаляются  все  концевые  вершины  и ребра,  затем 
в полученном  дереве  снова  удаляются  все  вершины  и ребра  и т.  д. 
до  тех  пор,  пока  исходное  дерево  не  сократится  до  единственной 


вершины  или  ребра.  В первом  случае  оставшаяся  вершина  выбира- 
ется в качестве  корня  и называется  центром.  Во  втором  случае 
две  вершины  и связывающее  их  ребро  образуют  бицентр.  При  этом 

за  корень  принимается  та 
вершина,  из  которой  вы- 
растает дерево  с меньшим 
числом  вершин  (если  чис- 
ло вершин  одинаково,  то 
за  корень  принимается 
любая  из  вершин  бицент- 
ра). Так,  дерево  (рис. 
94,  б)  имеет  центр  и его 
корневой  форме  (рис.  94,  в)  соответствует  последовательность 


Рис.  95.  Дерево  (а),  его  бицентр  (б)  и кор 
невая  форма  (в). 


т = (17,  4,  1,  2,  1,  6,  1,  4,  1,  1,  1,  6,  1,  1,  3,  1,  1). 


На  рис.  95,  а изображено  дерево,  которое  имеет  бицентр 
(рис.  95,  б),  а его  корневая  форма  (рис.  95,  в)  характеризуется  по- 
следовательностью 


6(7)  = (11,  1,  3,  1,  1,  5,  2,  1,  3,  1,  1). 

Другой  способ  выбора  корня  дерева  для  его  корневой  формы 
основан  на  понятии  высоты  вершины.  С каждой  вершиной  связаны 
ответвления,  представляю- 
щие собой  части  дерева,  9\/Рд  д д? 
причем  число  ребер  в от-  ^ 

ветвлении  характеризует  цетрт\,ЧттР  9 Ѵ\Ѵ 

его  длину.  Высота  верши-  Ц9нп^р\^тР°^ 

ны  — это  число,  равное 
наибольшей  длине  связан-  9 9 

НЫХ  С ней  ответвлений.  Рис.  96.  Неизоморфные  деревья  (цифры 
Вершина  с наименьшей  означают  высоты  вершин), 

высотой  выбирается  в ка- 
честве корня  и называется  центроидом.  Если  имеется  две  такие 
вершины,  то  они  вместе  с соединяющим  их  ребром  образуют  би- 
центроид. При  этом,  как  и ранее,  за  корень  принимается  та  вер- 
шина, из  которой  вырастает  дерево  с меньшим  числом  вершин. 

Концевые  вершины  имеют  по  одному  ответвлению,  которое 
содержит  все  ребра  дерева,  и,  следовательно,  в дереве  на  р верши- 
нах высоты  концевых  точек  равны  р — 1.  Высота  любой  неконцевой 
вершины  меньше,  чем  р — 1.  На  рис.  96,  а изображены  три  неизо- 
морфные дерева  с десятью  вершинами  и указаны  высоты  вершин. 
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Рис.  97.  Структурная 
форма  пропана  (а),  соот- 
ветствующее дерево  (б) 
и его  упрощенное  изо- 
бражение (в). 


Первое  из  них  имеет  центр  и центроид,  которые  не  совпадают,  вто- 
рое имеет  центр  и бицентроид,  а в третьем  бицентр  и бицентроид 
совпадают.  После  определения  корня,  которым  служит  центроид 
или  одна  из  вершин  бицентроида,  корневая  форма,  как  и ранее, 
может  быть  представлена  соответствующей  ей  последовательностью 
Р(7). 

Два  дерева  являются  изоморфными, 
если  последовательности  для  их  корневых 
форм  совпадают  (разумеется,  обе  корневые 
формы  должны  быть  образованы  с корнем 
в центре  либо  в центроиде).  Таким  обра- 
зом, идентификация  деревьев  сводится  к 
сравнению  соответствующих  им  последо- 
вательностей для  корневых  форм. 

6.  Химические  изомеры.  Задача  иденти- 
фикации и перечисления  деревьев  возни- 
кает, например,  в химии  в связи  с выявле- 
нием изомеров  органических  соединений 

определенных  типов.  Так,  структуры  углеводородов  парафинового 
ряда  СкН2к+2  можно  представить  деревьями,  у которых  вершины 
четвертой  степени  соответствуют  атомам  углерода,  вершины  пер- 
вой степени  (концевые  вершины)  — атомам  водорода,  а ребра 
отображают  валентные  связи  между  атомами. 

На  рис.  97,  а изображена  структурная  формула  пропана — углево- 
дорода рассматриваемого  парафинового  ряда  при  к — 3,  а на 

рис.  97,  6 — соответствующее 
дерево.  Изображение  дерева 
можно  упростить,  отбросив 
концевые  вершины  и ребра 
(рис.  97,  в);  тогда  дерево 
будет  содержать  только  вер- 
шины, соответствующие  ато- 
мам углерода.  Добавив  к 
этому  дереву  водородные  свя- 
зи так,  чтобы  степени  всех 
его  вершин  равнялись  че- 
тырем, получим  полное  изоб- 
ражение структуры  соедине- 
ния. 

Перечисление  различных  структур  соединений  СьНгь+ъ  при 
данном  значении  к сводится  к определению  числа  различных  де- 
ревьев с к вершинами,  степени  которых  не  превышают  четырех. 
Каждое  такое  дерево  служит  упрощенным  представлением  соответ- 
ствующего соединения  (без  водородных  связей).  При  к < 4 имеется 
только  по  одному  дереву  для  каждого  к,  но  при  к > 4 может  быть 
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Метан 

(к-П 


Этан 
(н -2) 


Пропан 

(К-Э) 


Бутан 

(к-4) 


Пентан 

(Н-5) 


Гексан 
( к-Б ) 


Рис.  98.  Деревья  для  изомеров  парафи- 
нового ряда. 
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несколько  различных  структур  (рис.  98).  Последовательное  дерево 
соответствует  прямой  цепи  углеводорода,  а другие  деревья  — его 
изомерам.  Дополняя  эти  деревья  водородными  связями  (легко  убе- 
диться, что  число  таких  связей  всегда  будет  26  + 2),  получаем 
соответствующие  структурные  формулы. 

Подсчет  числа  всевозможных  изомеров  для  парафинового  ряда 
С кН  2*+2>  как  и для  ряда  других  органических  соединений,  основан 
на  сложных  методах  комбинаторного  анализа,  и в значительной 
мере  эта  задача  стимулировала  его  развитие.  Ниже  приведены  коли- 
чества различных  структур  для  значений  к от  1 до  13: 


к 

1 

2 

3 

1 

5 

б 

7 

8 

') 

10 

11 

12 

13 

Количество 

деревьев 

(структур) 

1 

і 

і 

2 

3 

5 

9 

18 

35 

75 

159 
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7.  Деревья  графа.  Будем  называть  деревом  связного  графа 
любое  покрывающее  дерево  (каркас  или  остов),  связывающее  все 
его  вершины  и имеющее  в качестве  ветвей  ребра  этого  графа.  Два 
дерева  считаются  различными,  если  они  отли- 
чаются хотя  бы  одним  ребром. 

Существует  простой  способ  определения 
количества  различных  деревьев  графа  без  пе- 
тель (или  мультиграфа)  с р вершинами.  Для 
этого  необходимо  записать  квадратную  мат- 
рицу^ р-то  порядка,  по  главной  диагонали  ко- 
торой расположены  степени  вершин,  а ц- 
и //-элементы  равны  взятому  со  знаком  минус 
числу  ребер,  связывающих  вершины  і и /. 
Вычислив  любой  из  главных  миноров  этой  матрицы,  получим 
искомое  число  деревьев  графа.  Например,  для  графа  рис.  99  имеем: 


3 4 

Рис.  99.  Связный  граф 
и одно  из  его  деревьев 
(выделено  жирными 
линиями). 
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Одно  из  76  деревьев  графа  изображено  на  рис.  99  жирными 
линиями.  Приведенный  способ  определения  числа  деревьев  графа 
известен  как  теорема  Трента. 
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8.  Формирование  дерева  графа.  Для  данного  (р,  <7)-графа  про- 
цесс формирования  дерева  можно  организовать  поочередным  рас- 
смотрением ребер  двумя  способами: 

1)  очередное  ребро  графа  относится  к дереву,  если  оно  не 
образует  цикла  с уже  выбранной  совокупностью  ветвей,  до  тех 
пор  пока  не  получится  р — 1 ветвей,  составляющих  дерево; 

2)  очередное  ребро  удаляется  из  графа,  если  оно  образует  кон- 
тур с оставшимися  ребрами,  до  тех  пор  пока  не  будет  удалено 
<7 — р + 1 хорд,  составляющих  дополнение  (остальные  р — 1 ребер 
служат  ветвями  дерева). 

Если  требуется  сформировать  дерево  с преимущественным  вклю- 
чением ребер  (например,  экстремальное  дерево),  то  ребра  рассмат- 
риваются в порядке  их  иерар- 
хии по  весу  или  какому-либо 
признаку.  При  использовании 
вычислительных  машин  граф 
О = (V,  Е)  задается  как  сово- 
купность ребер  е1  = (а0 
где  а,-  и — вершины,  инци- 
дентные ребру  в[,  причем  а[г 
рі  € V и ві  € Е.  Ребра  упорядо- 
чиваются в соответствии  с при- 
нятой иерархией  и дерево  фор- 
мируется, например,  по  первому 
способу. 

В промежуточной  ситуации  совокупность  ребер,  отнесенных 
к дереву,  образует  некоторый  (вообще,  несвязный)  подграф  (рис.  100). 
Множества  вершин  каждой  из  компонент  этого  подграфа  и одно- 
элементные множества,  содержащие  не  вошедшие  в этот  подграф 
вершины,  образуют  совокупность  классов  эквивалентности  V / 
и определяют  на  множестве  вершин  V соответствующее  разбиение. 
Ясно,  что  ребро  ві  должно  быть  отнесено  к дереву,  если  и только 
если  инцидентные  ему  вершины  а,-  и (3;  принадлежат  различным 
классам  эквивалентности.  Пусть  а,-  а V г и (3;  € Ѵ$,  тогда  е,-  € Т при 
условии  V г ф и ві  6 N при  условии  V г = Ѵ3  (через  Т обозна- 

чено дерево  и через  N — его  дополнение).  Включение  ребра  ві 
в дерево  означает  объединение  тех  частей  подграфа  ветвей,  к кото- 
рым принадлежат  инцидентные  вершины  этого  ребра,  т.  е.  классы 
эквивалентности  V,  и Ѵ5  объединяются  в класс  V г V Включе- 
ние ребра  ві  в дополнение  не  изменяет  разбиения  множества 
тершин. 

В исходном  положении  все  р классов  эквивалентности  содер- 
жат по  одной  вершине,  т.  е.  имеем  полное  разбиение  множества 
вершин.  Первое  же  рассматриваемое  ребро  относится  к дереву 
и образует  двухэлементный  класс,  объединяющий  пару  инцидент- 


Рис.  100.  Классы  эквивалентности  на 
множестве  вершин  графа. 
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пых  этому  ребру  вершин.  В дальнейшем  каждое  включение  ребра, л 
в дерево  сопровождается  объединением  двух  классов  эквивалент- 
кости,  так  что  при  выборе  для  дерева  к ветвей  разбиение  состоит 
из  р — к классов. 

Процесс  формирования  дерева  заканчивается  после  того,  как 
будет  отобрано  р — 1 ветвей,  совокупность  которых  образует  связ- 
ный подграф  без  контуров.  Ему  соответствует  полное  отношение 
эквивалентности  на  множестве  вершин  графа,  при  котором  все  вер- 
шины объединяются  в единственный  класс.  Если  исходный  граф 
несвязный,  то  конечное  разбиение  содержит  столько  же  классов 


Массив  верши и 


Рис.  101.  Процедура  формирования  дерева 
графа. 


эквивалентности,  сколько  компонент  имеет  граф,  причем  каждый 
из  этих  классов  объединяет  вершины  соответствующих  компонент 
графа. 

При  машинной  реализации  процедуры  формирования  дерева 
(или  леса)  последовательные  разбиения  образуются  путем  иденти- 
фикации вершин  на  одномерном  массиве,  содержащем  р ячеек 
памяти,  расположенных  в той  последовательности,  которая  при- 
нята при  нумерации  вершин.  Так  как  любая  вершина  из  данного 
класса  может  служить  его  представителем,  то  всем  таким  верши- 
нам присваивается  номер  одной  из  них,  который  заносится  в соот- 
ветствующие ячейки.  В исходном  положении  содержимое  ячеек 
совпадает  с их  номерами,  и в конечном  — все  ячейки  каждой  ком- 
поненты графа  содержат  одинаковые  номера. 

При  рассмотрении  очередного  ребра  ві  = (а,-,  р,-)  на  массиве 
вершин  считывается  содержимое  г,-  и зі  ячеек  по  адресам  а ,■  и р,-. 
При  гі  = Зі  ребро  ві  относится  к дополнению  (е,-  е Л') , а при  г,-  Ф зс 
ребро  ві  относится  к дереву  (вс  € Т)  и одновременно  осуществля- 
ется идентификация  /у  = Зі  на  множестве  вершин  V (во  всех  ячей- 
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ках  число  Гі  замещается  числом  5 і).  Изложенная  процедура  изобра- 
жена на  рис.  101  и иллюстрируется  следующим  примером: 


Массив 

ребер 


1 2 
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2 

4 

5 

Идентификация  на  массиве  вершин 


Исходный  граф  и сформированное  дерево  показаны  на  рис.  102. 
Благодаря  невысоким  требованиям  к оперативной  памяти  изложен- 
ный алгоритм  позволяет  практически  мгновенно  формировать  на 
вычислительной  машине  де- 
рево графа,  содержащего 
тысячи  ребер. 

9.  Выявление  всех  де- 
ревьев графа.  В ряде  слу- 
чаев, например  при  анализе 
цепей  и систем,  может  воз- 
никнуть потребность  полу- 
чить все  покрывающие  де- 
ревья графа.  Для  решения 
этой  задачи  разработано  много  различных  алгоритмов.  Поясним 
один  из  них  на  примере  графа  рис.  103,  ребра  которого  пронуме- 
рованы порядковыми  числами. 

Сначала  записываются  р — 1 множеств  номеров  ребер,  инци- 
дентных р — 1 вершинам  графа  (кроме  одной  из  р вершин): 

21={1,  3,  5};  2а  = {1,  2,  4);  23  = {2,  3,  6}. 


Рис.  102.  Граф  к при- 
меру формирования 
дерева. 


с порядковой  нуме- 
рацией ребер. 
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Рассматривая  последовательно  эти  множества,  образуем  таб- 
лицы, столбцы  которых  представляют  собой  всевозможные  сочета- 
ния различных  ребер: 


~2г 

1 1 

3 3 3 

5 

5 5" 

22 

2 4 

1 2 4 

1 

2 4 

» 

-2Г 

'1 

1 

1 

1 1 

3 3 3 3 3 

5 

5 5 5 5 5 5 5“ 

22 

= 
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4 

4 4 

112  4 4 

1 

1 1 5 

2 4 4 4 

_3 

6 

2 3 6 

2 6 6 2 6 

2 

3 6 с 

6 2 3 6__ 

Столбцы,  содержащие  одинаковые  ребра  (независимо  от  их 
порядка),  попарно  вычеркиваются,  в результате  чего  получаем 
таблицу  2,  называемую  структурным  числом  графа: 


2 = 


“1 

2 

6 


1 1 133335555555  5“ 
44412441  1 122444 

236662623636236 


Количество  столбцов  в этой  таблице  равно  числу  всех  деревьев 
и каждый  столбец  соответствует  одному  из  них.  При  этом  числа 
в столбце  указывают  номера  тех  ребер,  из  которых  состоит  данное 
дерево.  Ясно,  что  порядок  следования  столбцов  и чисел  в каждом 
столбце  не  меняет  существа  дела.  Поэтому  структурные  числа  счи- 
таются эквивалентными,  если  они  содержат  одинаковое  количество 
столбцов,  каждый  из  которых  представлен  различными  множест- 
вами их  элементов. 

Несмотря  на  простоту  изложенного  алгоритма,  его  применение 
затруднено  из-за  необходимости  выявлять  и удалять  столбцы, 
содержащие  одинаковые  множества  ребер.  Легко  понять,  что  каж- 
дый такой  столбец  соответствует  несвязному  суграфу  с одним  или 
несколькими  циклами,  причем  они  обязательно  появляются  четное 
число  раз.  В рассматриваемом  примере  — это  столбцы  {1,  2,  3) 
и {3,  1,  2}. 

10.  ^-деревья.  Так  как  дерево  (р,  г/)-графа  представляет  собой 
минимальный  связный  подграф  с р вершинами  и р — 1 ребрами, 
то  удаление  из  дерева  любой  ветви  разбивает  его  на  две  несвяз- 
ные компоненты  (компонентой  может  быть  также  изолированная 
вершина).  Такой  подграф  с р вершинами  и р — 2 ребрами,  не  содер- 
жащий циклов,  называют  2-деревом.  Вообще  к-дереео  можно  опре- 
делить как  суграф  без  циклов,  содержащий  р — к ребер  графа. 
При  этом  понятие  1 -дерева  совпадает  с покрывающим  деревомили 
просто  деревом  графа. 

іф  дерево  можно  получить  путем  исключения  к — 1 ветвей  (при 
сохранении  всех  вершин)  из  покрывающего  дерева,  которое  тем 


358 


самым  разбивается  на  к компонент.  Соответственно  множество  V 
вершин  графа  разбивается  на  к непересекающихся  подмножеств 
Ѵх,  Ѵ2,  . . . , V к,  каждое  из  которых  содержит  вершины  соответ- 
ствующей компоненты  й-дерева.  Примеры  6-деревьев  приведены 
на  рис.  104. 

Если  Ѵ{  и у,- — вершины  различных  компонент  2-дерева,  т.  е. 
Ѵ[  € Ѵх  и V)  причем  Ѵг  П Ѵ2  = 0,  то  оно  становится  деревом 
графа,  полученного  из  исходного  объединением  вершин  ѵс  и У/. 


При  этом  говорят,  что  2-дерево  относится  к типу  (уг,  у,).  Очевид- 
но, число  всех  2-деревьев  (у,-,  у;)-типа  равно  числу  деревьев  графа, 
образованного  из  исходного  объединением  вершин  у,-  и ѵ,  (ребра, 
соединяющие  эти  вершины,  удаляются). 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Вычислите  количество  различных  деревьев  на  множестве  р вершин 
ПрИ  р — 5;  10;  15;  20.  Сколько  времени  потребовалось  бы  для  подсчета  де- 
ревьев на  машине  с производительностью  ІО6  операций/с,  считая  одну  опе- 
рацию  на  дерево? 

2.  Для  дерева  заданного  множеством  ветвей 

Т = {(1,  2),  (1,  3),  (1,  5),  (3,  4),  (5,  6),  (5,  7),  (7,  8),  (7,  9)): 

а)  укажите  концевые  вершины  и ветви; 

б)  постройте  дерево  и запишите  его  символ; 

в)  предложите  алгоритм  получения  символа  дерева  без  построения  де- 
рева непосредственно  по  заданному  множеству  ветвей. 
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3.  Постройте  деревья  по  заданным  символам: 

а)  а(Т)  = (2,  3,  4,  4,  6,  6);  б)  а(Г)  = (2,  3,  2,  2,  2). 

4.  Стоимость  прокладки  коммуникаций  между  шестью  пунктами,  тыс. 
руб.,  выражается  следующей  таблицей: 
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16 

Постройте  дерево  минимальной  общей  стоимости,  связывающее  все  пункты. 
Единственно  ли  решение?  Если  нет,  то  найдите  все  экстремальные  деревья. 

5.  Взаимопонимание  между  членами  коллектива,  состоящего  из  семи 
человек,  оценено  по  десятибалльной  системе  (высший  балл  — 10,  низший— 1); 
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Постройте  дерево  максимального  взаимопонимания,  которое  в какой-то 
мере  характеризует  наиболее  эффективные  контакты  между  членами  коллек- 
тива при  решении  общих  вопросов. 

6.  Постройте  все  корневые  деревья  для  дерева  (см.  рис.  91)  и запишите 
соответствующие  им  последовательности. 

7.  Определите  высоты  вершин  дерева  на  рис.  94,  а и найдите  его  цен- 
троид (или  бицентроид). 

8.  Для  деревьев  (см.  рис.  96)  постройте  корневые  формы  и запишите 
соответствующие  последовательности: 

а)  относительно  центров  (или  бицентров); 

б)  относительно  центроидов  (или  бицентроидов). 

9.  С помощью  корневых  форм  установите,  имеются  ли  изоморфные 
деревья  среди  изображенных  на  рис.  105. 

10.  Покажите,  что  для  деревьев  на  р вершинах  при  р < 5 центры 
и центроиды  (или  бицентры  и бицентроиды)  совпадают. 
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11.  Запишите  в общем  виде  (3(7')  для  корневых  форм  последовательного 
и звездного  деревьев. 

12.  Покажите,  что  при  нечетном  числе  вершин  никакое  дерево  не  может 
иметь  бицентроида. 

13.  Покажите,  что  последовательности,  полученные  из  последователь- 
ностей (3(7’)  удалением  всех  членов,  равных  1,  однозначно  определяют  корне- 
вую форму  и могут  использоваться  для  идентификации  деревьев. 

14.  Запишите  структурные  формулы  С4Н10  для  бутана  и изобутана, 
соответствующие  двум  упрощенным  деревьям  при  к — 4 (см.  рис.  98). 

15.  Изобразите  все  упрощенные  деревья,  соответствующие  изомерам 
парафинового  ряда  С*.Я2*+2  при  к = 7. 

16.  Определите  количество  деревьев  мультиграфа,  приведенного  на 
рис.  106,  и изобразите  все  деревья. 


Рис.  105.  Деревья  к задаче  9. 


Рис.  106.  Муль- 
тиграф к зада- 
чам 16  и 21. 


17.  Покажите,  что  присоединение  к графу  ребра  так,  что  оно  связано 
с графом  только  одной  вершиной,  а другая  остается  концевой,  не  изменяет 
общего  числа  деревьев. 

18.  Обобщите  теорему  Трента  на  несвязный  граф,  состоящий  из  к ком- 
понент. 

19.  Выведите  формулу  для  числа  деревьев  рр~ 2 на  множестве  р вершин 
на  основе  теоремы  Трента,  рассматривая  исходный  граф  как  полный. 

20.  Воспользовавшись  формальным  алгоритмом,  постройте  дерево 
графа  (см.  рис.  99)  с приоритетом  ребер  = (а;,  (5,),  заданных  в следующей 
последовательности: 
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21.  Найдите  все  деревья  графа  (рис.  106)  с помощью  метода  структур- 
ных чисел. 

22.  Докажите,  что  структурное  число  содержит  все  деревья  графа,  а вы- 
черкиваемые столбцы  соответствуют  несвязным  суграфам  с циклами. 

23.  На  основе  дерева,  выделенного  жирными  линиями  (см.  рис.  102), 
образуйте  всевозможные  2-деревья  и 3-деревья. 

24.  Определите  число  всех  деревьев  и 2-деревьев  типа  (1,3)-графа,  на 
рис.  104. 

25.  При  каких  условиях  й-дерево  с р вершинами  обязательно  содержит 
изолированную  вершину,  если  оно  образуется  из:  а)  произвольного  дерева; 
б)  последовательного  дерева;  в)  звездного  дерева? 
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2.  АНАТОМИЯ  ГРАФОВ 


1.  Вводные  замечания.  При  изучении  структурных  свойств 
(анатомии)  графов  удобно  пользоваться  их  матричными  представ- 
лениями. 

Исходное  описание  графа  дает  его  матрица  инцидентности 
(1,4,  6).  Единственная  неопределенность  имеет  место  для  петель, 
которым  в матрице  инцидентности  соответствуют  нулевые  столбцы, 
но  отсутствуют  сведения  о том,  какие  именно  вершины  инцидентны 
петлям.  Для  устранения  этой  неопределенности  будем  рассматри- 
вать графы  без  петель  (мультиграфы)  или  не  будем  уточнять  поло- 
жение петель. 

Можно  также  ограничиться  рассмотрением  связных  графов,  так 
как  основные  свойства  легко  обобщаются  на  случай,  когда  граф 
состоит  из  нескольких  компонент  связности.  Каждая  такая  компо- 

своей  матрицей  инцидентности  Аі  (і  = 1 , 
2,  . . . , к),  а общая  матрица 
инцидентности  А несвязного 
графа  (при  соответствующей 
группировке  его  вершин  и ре- 
бер) имеет  квазидиагональную 
форму: 

О 


нента  представляется 


А = 


‘Л 

О 


О 

О 


О 

Сначала 

структурные 


О 


Л к \ 


Рис.  107.  Граф  (а)  и его  суграфы  (выде- 
лены жирными  линиями): 
циклический  (б),  ациклический  (в)  и покрываю- 
щее дерево  (г). 


рассматриваются 
свойства  неори- 
ентированных графов,  а затем 
они  обобщаются  на  орграфы. 
Как  будет  видно  из  дальней- 
шего, эти  два  случая  мало  чем 
отличаются  между  собой. 

Элементами  матриц  инцидентности  неориентированных  графов 
могут  быть  только  нули  и единицы.  Поэтому  все  операции  над 
элементами  выполняются  по  модулю  2.  Так,  при  сложении  по 
модулю  2 нескольких  чисел  достаточно  их  арифметическую  сумму 
разделить  на  два  и остаток  записать  как  результат  такого  сложе- 
ния. При  рассмотрении  орграфов  используются  обычные  правила, 
так  как  их  матрицы  инцидентности  содержат  в качестве  своих  эле- 
ментов числа  0,  Іи  — 1. 

2.  Свойства  матрицы  инцидентности.  Прежде  всего,  отметим 
очевидную  зависимость  между  строками  матрицы  инцидентности  А 
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графа  О — (V,  Е).  Так  как  каждый  ее  столбец  содержит  только 
два  единичных  элемента  или  состоит  только  из  нулей,  если  столбец 
соответствует  петле,  то  сумма  всех  строк  (по  модулю  2)  равна 
нулю.  Это  значит,  что  без  потери  информации  вместо  матрицы  А 
можно  рассматривать  сокращенную  матрицу  Л0,  которая  получается 
из  А вычеркиванием  любой  строки  (чаще  вычеркивается  последняя 
строка).  Например,  для  графа  на  рис.  107,  а имеем: 


12  3456789 


Таким  образом,  из  р строк  матрицы  А связного  графа  одна 
строка  всегда  линейно  зависима,  т.  е.  ранг  матрицы  А не  может 
превышать  р — 1 (далее  будет  показано,  что  он  в точности  равен 
Р-1). 
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Любое  подмножество  столбцов  матрицы  А можно  рассматривать 
как  матрицу  инцидентности  А'  некоторого  суграфа  С = ( V , Е'), 
содержащего  все  вершины  V исходного  графа  и соответствующее 
выделенным  столбцам  подмножество  Е'  с=  Е его  ребер.  При  этом 
все  столбцы  А'  линейно-независимы  тогда  и только  тогда,  когда 
суграф  О не  содержит  циклов.  Действительно,  если  совокупность 
ребер  образует  цикл  (рис.  107,  б),  то  каждая  вершина  инцидентна 
четному  числу  ребер  этого  цикла.  Следовательно,  сумма  по  модулю 
2 соответствующих  столбцов  (1,  5,  6)  дает  нулевой  столбец,  что 
означает  их  зависимость.  Если  же  суграф  не  содержит  циклов 
(рис.  10/,  в),  то  он  имеет,  по  меньшей  мере,  пару  (вообще,  четное 
число)  концевых  вершин,  каждая  из  которых  инцидентна  только 
одному  (концевому)  ребру.  Поэтому  сумма  по  модулю  2 соответ- 
ствующих столбцов  (5,  6,  8)  будет  содержать  два  (или  четное  число) 
единичных  элементов  и,  следовательно,  совокупность  этих  столбцов 
независима. 

В связном  графе  с р вершинами  всегда  можно  выделить  р—  1 
ребер  так,  чтобы  они  образовали  суграф  без  циклов,  представляю- 
щий собой  дерево  графа  (рис.  107,  г).  Поэтому  матрица  инцидент- 
ности содержит  не  менее  р — 1 независимых  столбцов.  В то  же 
время  любой  суграф,  имеющий  более  р—  1 ребер,  обязательно 
содержит  цикл,  т.  е.  в матрице  инцидентности  не  может  быть  больше 
р 1 независимых  столбцов.  Отсюда  следует,  что  матрица  инци- 
дентности связного  графа  содержит  в точности  р — 1 независимых 
столбцов  и значит  ее  ранг  равен  р—  1.  Число  ѵ = р — 1 и опреде- 
ляет ранг  графа. 

3.  Деревья  и дополнения.  Из  изложенного  ясно,  что  совокуп- 
ность р 1 столбцов  матрицы  инцидентности  линейно-независима 
если  соответствующие  им  ребра  образуют  дерево  графа.  И обратно 
дерево  графа  соответствует  совокупности  р~  1 линейно  независи- 
мых столбцов  матрицы  инцидентности.  Остальные  а р 1 

столбцов  соответствуют  ребрам,  которые  образуют  дополнение 
дерева. 

Рассматривая  всевозможные  сочетания  по  р — 1 из  9 столбцов 
матрицы  А или  Л0  и испытывая  их  на  независимость,  можно  вы- 
явить все  деревья  графа.  Однако  такой  путь  нерационален  и более 
удобным  является  алгоритм,  изложенный  в (1.9).  Если  же  необ- 
ходимо сформировать  одно  дерево,  обладающее  какими-либо  свой- 
ствами (например,  экстремальное  дерево),  то  можно  воспользоваться 
алгебраическим  способом  преобразования  матрицы  инцидентности. 

Предварительно  ребра  графа  нумеруются  в том  порядке,  в каком 
их  предпочтительно  вводить  в дерево  (например,  в порядке  воз- 
растающих весов).  Затем,  рассматривая  поочередно  столбцы  матрицы 
инцидентности,  необходимо  выбрать  р — 1 столбцов  так,  чтобы 
в совокупности  они  были  линейно-независимы.  Для  этого  исполь- 
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зуются  операции  над  матрицей  инцидентности,  не  нарушающие  ее 
ранга  — перестановка  строк  и столбцов,  а также  замена  строки 
суммой  по  модулю  2 с другой  строкой. 

В результате  в матрице  Л0  можно  выделить  единичную  матрицу, 
столбцы  которой  будут  соответствовать  ветвям  дерева.  Если  ис- 
пользуется матрица  Л,  то  в конечном  счете  все  элементы  ее 
последней  строки  обращаются  в нули  и выделяется  единичная  мат- 
рица (р — 1)-го  порядка.  Эта  процедура  подобна  алгоритму  исклю- 
чения Гаусса — Жордана  с выбором  опорных  элементов  по  столбцам 
(3.4.3). 

Например,  преобразование  матрицы  А для  графа  рис.  107,  а 
сводится  к следующим  операциям.  Заменяем  третью  строку  ее  сум- 
мой с первой: 


1 


2 


1+3 


4 


5 


б 


12  3 4 5 0 7 8 9 


Заменяем  первую  и третью  строки  их  суммами  со  второй  строкой: 

1+2 

2 

1 + 2+3 

4 

5 

6 

Далее  заменяем  первую,  вторую  и четвертую  строки  их  суммами 
с третьей  строкой: 


365 


В первых  трех  столбцах  и строках  образовались  элементы  еди- 
ничной ^ матрицы,  однако  в следующем  столбце  нельзя  Еыбрать 
опорный  элемент,  так  как  в остальных  строках  этого  столбца  стоят 
нули.  Поэтому  четвертый  столбец  пропускается  и рассматривается 
пятый.  Заменяя  вторую,  третью  и пятую  строки  их  суммами 
с четвертой  строкой,  имеем: 


3 

2+4 

4 

1 +2+3+4 
1+2+3+4+5 
6 


Далее  имеется  возможность  выбрать  опорный  элемент  в седь- 
мом столбце.  Заменяя  последнюю  строку  ее  суммой  с пятой  стро- 
кой, получаем: 
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12  3456  78  9 


3 

2+4 

4 

1+2+3+4 

1+2+3+4+5 

1+2+3+ 4+5+6 


Как  и следовало  ожидать,  последняя  строка  преобразовалась 
в нулевую  (ее  можно  использовать  для  контроля  и в дальнейший 
отбросить).  Пять  столбцов,  в которых  имеется  только  по  одному 
единичному  элементу,  составляют  единичную  субматрицу,  а соот- 
ветствующие им  ребра  (1,  2,  3,  5,  7)  образуют  дерево  графя. 
Остальные  столбцы  (4,  6,  8,  9)  соответствуют  хордам,  которые 
образуют  дополнение  дерева.  Переставив  столбцы  так,  чтобы  слева 
выделилась  единичная  субматрица,  результат  преобразования  матрицы 
инцидентности  можно  записать  в виде: 


3 


2+4 


4 


1 +2+3+4 


1 +2+3+4+5 


Суммы  чисел  справа  у каждой  строки  приведенных  матриц 
указывают  на  номера  строк  матрицы  инцидентности,  результатом 
суммирования  которых  является  данная  строка. 
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4.  Разрезы.  Во  многих  прикладных  задачах  требуется  выделить 
в связном  графе  О = ( V , Е)  подмножество  ребер  Е'  а Е,  называемое 
разрезом,  при  удалении  которых  граф  распадается  на  две  или  больше 
компонент.  Разрез  называется  простым,  если  никакое  собственное 
подмножество  его  ребер  не  является  разрезом  данного  графа.  После 
удаления  из  графа  ребер  простого  разреза  образуется  суграф,  со- 
стоящий точно  из  двух  компонент  (компонентой  такого  суграфа  мо- 
жет быть  и изолированная  вершина). 

Графически  разрез  обычно  выделяют  замкнутой  линией,  кото- 
рая пересекает  принадлежащие  ему  ребра.  При  этом  множество  вер- 
шин V графа  разбивается 
на  два  непустых  подмно- 
жества V и V"  (Г' У Ѵ"~ 
— ѵ,  V'  П Г"  = 0),  связь 
между  которыми  осущест- 
вляется исключительно 
ребрами  разреза.  Так,  про- 
стой разрез  Е'  = (2,  3,  7, 
9),  выделенный  на  рис. 
108,  а жирными  линиями, 
разбивает  множество  вер- 
шин на  подмножества  V = 
= {1,3,  4,  5}  и V"  = {2, 
6}.  Разрез  Е'  — {1,  2,  3,  4, 
6,  7,  9}  на  рис.  108,  б не 
является  простым,  так  как 
можно  найти  его  подмно- 
жество, например  Е"  = 
= (1,  4,  6),  которое  также  является  разрезом. 

При  выделении  разреза  замкнутой  линией  необходимо  иметь 
в виду,  что  данному  разрезу  принадлежат  только  те  ребра,  которые 
пересекаются  этой  линией  один  (или  нечетное  число)  раз.  Ребра, 
которые  имеют  с выделяющей  линией  четное  число  пересечений, 
разрезу  не  принадлежат.  Для  упрощения  разделяющую  линию 
часто  обрывают,  считая  условно,  что  она  замыкается  во  внеш- 
ней области  графа.  На  рис.  108,  в и г изображены  варианты 
простого  разреза  (рис.  108,  а),  которые  иллюстрируют  эти  поло- 
жения. 

Совокупность  ребер,  инцидентных  некоторой  вершине  графа, 
является  разрезом  с центром  в этой  вершине  и называется  централь- 
ным. В неразделимом  графе  каждый  центральный  разрез  простой, 
удаление  которого  приводит  к суграфу  с изолированной  вершиной. 
В разделимом  графе  совокупность  ребер,  инцидентных  точке  сочле- 
нения, образует  разрез,  который  не  является  простым.  При  его 
удалении  граф  разбивается  на  три  или  больше  компонент,  одна  из 


линиями): 

а простой;  б — непростой;  в,  г — варианты  изо- 
бражения простого  разреза. 
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которых  содержит  только  точку  сочленения.  Соответствующий  при- 
мер показан  на  рис.  109. 

В графе  с р вершинами  имеется  р центральных  разрезов,  причем 
каждому  из  них  соответствует  строка  инцидентности  А . Единичные 
элементы  строки  указывают  на  совокупность  ребер,  образующих 
соответствующий  разрез. 

Аналогичное  представление  для  любого  разреза  можно  получить, 
суммируя  по  модулю  2 те  строки  матрицы  инцидентности,  которые 
соответствуют  вершинам  одного  из  подмно- 
жеств V или  V",  на  которые  данный  раз- 
рез разбивает  множество  вершин  графа. 

Ясно,  что  безразлично,  каким  из  этих  двух 
подмножеств  руководствоваться,  посколь- 
ку в силу  зависимости  строк  матрицы  инци- 
дентности (сумма  их  равна  нулевой  строке) 
в обоих  случаях  получим  один  и тот  же 
результат.  Однако  удобно  выбирать  подмножество,  которое  содер- 
жит меньше  вершин.  Так,  простой  разрез  (см.  рис,  108,  а)  пред- 
ставляется суммой  второй  и шестой  (или  первой,  третьей,  четвер- 
той и пятой)  строк: 


2 


6 


2 + 6 


Таким  образом,  любой  разрез  можно  рассматривать  как  объ- 
единение некоторой  совокупности  центральных  разрезов. 

5.  Матрица  сечений.  Так  как  из  р строк  матрицы  инцидентно- 
сти связного  графа  только  р — 1 линейно-зависимы,  то  число  не- 
зависимых центральных  разрезов  также  равно  р — 1.  При  замене 
любой  строки  матрицы  инцидентности  суммой  ее  с другими  строками 
ранг  этой  матрицы  не  изменяется.  Поэтому  после  такой  операции 
р — 1 ее  строк  также  будут  соответствовать  некоторой  совокупно- 
сти независимых  разрезов.  Например,  на  рис.  ПО  показаны  неза- 
висимые разрезы,  соответствующие  преобразованиям  в (3)  матрицы 
инцидентности  графа  (см.  рис.  107,  а).  На  последнем  шаге  получаем 
совокупность  независимых  разрезов,  определяемых  деревом  графа. 
Каждый  из  них  определяется  строкой  результирующей  матрицы  II 
и,  как  видно  из  этой  матрицы,  содержит  одну  и только  одну  ветвь 
дерева,  не  входящую  в остальные  разрезы.  Такие  разрезы 


Рис.  109.  Центральный 
разрез  в точке  сочленения 
разделимого  графа. 
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называются  главными  разрезами,  а в приложениях  их  чаще  назы- 
вают сечениями. 


Итак,  дерево  графа  однозначно  определяет  множество  сечений, 
которое  представляется  в аналитической  форме  матрицей  II,  назы- 
ваемой матрицей  сечений.  Между  ветвями  дерева  и сечениями  имеет 


Рис.  ПО.  Независимые  разрезы,  соответству- 
ющие преобразованиям  матрицы  инцидент- 
ности графа  рис.  107,  а. 


место  взаимно-однозначное 
соответствие:  каждая  ветвь 
содержится  в соответствую- 
щем ей  сечении  и каждое 
сечение  содержит  соответ- 
ствующую ему  ветвь.  Поэ- 
тому строки  матрицы  П 
часто  обозначают  номера- 
ми тех  ветвей,  которые  оп- 
ределяют сечения  (их  мож- 
но также  нумеровать  по- 
рядковыми числами).  Так, 
матрицу  сечений,  приве- 
денных на  рис.  НО,  за- 
пишем следующим  обра- 
зом: 


1 2 3 5 7 4 6 8 9 


Если  столбцы,  соответствующие  ветвям  дерева,  объединены  в еди- 
ничную матрицу,  как  в приведенной  выше  записи,  то  матрица  се- 
чений представляется  в канонической  форме: 

П = [1,  я], 

где  я — матрица  сечений  для  хорд  размера  (р  — 1)  х (ц  — р + 1). 

Следует  заметить,  что  каноническая  форма  является  удобной, 
но  не  обязательной  при  записи  матрицы  сечений.  При  расположе- 
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нии  столбцов  в порядке  следования  их  номеров  приведенная  выше 
матрица  запишется  в виде: 

1 

2 

3. 

5 

7 


123  4 5678  9 


Ребра  и сечения  связаны  отношением  инцидентности:  содержа- 
щиеся в некотором  сечении  ребра  инцидентны  данному  сечению, 
а содержащие  некоторое  ребро  сечения  инцидентны  данному  ребру. 
Ветвь  дерева  инцидентна  только  своему  сечению  и называется  опре- 
деляющей ветвью. 

Так  как  множество  сечений  представляет  собой  независимую 
совокупность  р — 1 разрезов,  то  любой  разрез  можно  получить  объе- 
динением соответствующих  „ 

сечений.  Например,  разрез 
на  рис.  108,  а образуется 
объединением  сечений  2,  3 
и 7.  Различные  деревья 
порождают  и различные 
совокупности  независимых 
сечений,  число  которых 
определяется  так  же,  как 
и число  различных  деревь- 
ев графа  (1.7). 

6.  Матрица  контуров.  Любая  из  ц — р + 1 хорд  образует  сов- 
местно с некоторой  совокупностью  ветвей  дерева  простой  цикл 
рис.  111,  а).  Так  как  каждый  из  этих  циклов  содержит,  по  край- 
ней мере,  одно  ребро  (хорду),  которое  не  входит  в другие  циклы, 
то  образованная  таким  способом  совокупность  ц — р + 1 циклов 
является  линейно-независимой.  Число  а = ц — р + 1 называется 
цикломатическим  числом  графа. 

Можно  показать,  что  любой  цикл  графа  представляется  как  объ- 
единение таких  простых  циклов,  называемых  главными  циклами. 


Рис.  111.  Независимые  циклы  графа: 
а — главные  циклы  (контуры);  б — ячейки 
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В приложениях  их  обычно  называют  контурами , но  не  следует  сме- 
шивать этот  термин  с контуром  орграфа,  в котором  обход  совер- 
шается по  направлениям  дуг. 

Ребра  и контуры  связаны  отношением  инцидентности:  содержа- 
щиеся в некотором  контуре  ребра  инцидентны  данному  контуру, 
а содержащие  некоторое  ребро  контуры  инцидентны  данному  ребру. 
Хорда  инцидентна  только  своему  контуру  и называется  определяю- 
щей хордой. 

Аналитическое  представление  совокупности  контуров  (р,  </)- 
графа  дает  матрица  контуров  размера  (ц  — р + 1)  X <7,  строки 
которой  соответствуют  контурам,  а столбцы — ребрам.  Обычно  кон- 
турам присваиваются  номера  определяющих  их  хорд,  либо  они  нуме- 
руются порядковыми  числами.  Инцидентность  /-го  контура  и /-го 
ребра  отмечается  в матрице  контуров  единицей  в //-клетке,  а нуле- 
вые элементы  означают,  что  соответствующие  контуры  и ребра  не 
инцидентны.  Например,  матрица  контуров,  приведенных  на 
рис.  111,  а,  имеет  вид: 


12  3 456789 


Столбцы  матрицы  контуров,  соответствующие  хордам,  содержат 
по  одному  единичному  элементу  в различных  строках.  Поэтому  их 
можно  объединить  і единичную  матрицу.  Так,  для  рассматривае- 
мого примера 


|23  57  46  89 
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вид: 


Таким  образом,  в канонической  форме  матрица  контуров  имеет 


Р=[р.  1]. 


где  р — матрица  контуров  для  ветвей  дерева  размера  (у  — р+1)  х 
X ( р — 1). 

Совокупность  <7  — р + 1 независимых  циклов  образуют  также 
ячейки  плоского  графа.  Каждый  из  таких  циклов  содержит  ребра, 
охватывающие  области,  на  которые  граф  разбивает  плоскость 
(рис.  111,  б). 

7,  Связь  между  топологическими  матрицами.  Матрицы  сечений 
и контуров  отражают  структурные  свойства  (топологию)  грае]  а, 
в связи  с чем  их  можно 
назвать  топологическими 
матрицами.  Для  данного 
графа  вид  этих  матриц 
определяется  выбранной 
совокупностью  независи- 
мых разрезов  и циклов. 

Если  главные  разрезы  и 
циклы  (сечения  и контуры) 
порождаются  одним  и тем 
же  деревом,  то  оно  называ- 
ется фундаментальным  деревом  графа.  При  этом  между  топологичес- 
кими матрицами  имеется  взаимная  связь,  позволяющая  по  одной 
из  них  определить  другую. 

В самом  деле,  столбец  матрицы  л для  некоторой  хорды  содержит 
единичные  элементы  в строках  тех  сечений,  определяющие  ветви 
которых  образуют  с этой  хордой  контур  (рис.  112,  а).  Иначе  говоря, 
столбцы  матрицы  л отображают  инцидентность  ветвей  контурам, 
которые  определяются  соответствующими  этим  столбцам  хордами. 
Поэтому  столбцы  матрицы  я играют  роль  строк  матрицы  р,  т.  е. 


а б 

Рис.  112.  Инцидентность  ребер  и разрезов: 

а — совокупность  сечений,  инцидентных  хорде; 
б — четность  числа  ребер  цикла,  инцидентных  раз- 
резу. 


р 


Д;  тс  — р‘, 


а также 


Р = [тс',  1];  п=[1,  р']. 

Отсюда,  в частности,  следует  (при  операциях  по  модулю  2): 


ПР'  = [1,  тс] 


1 


= [1.  я] 


= тс  4- тс  = 0 (той  2). 


Соотношение  ПР*  = 0 (или  РІР  = 0)  справедливо  и в общем  случае, 
если  под  II  и Р понимать  соответственно  матрицы  произвольных 
разрезов  и циклов,  но  при  условии,  что  для  обеих  матриц  при- 
нят один  и тот  же  порядок  следования  ребер.  Его  доказательство 


373 


основано  на  том  факте,  что  в связном  графе  каждый  цикл  имеет  чет- 
ное число  (возможно  равное  нулю)  общих  ребер  с каждым  разрезом 
(рис.  112,  б).  При  умножении  каждой  строки  матрицы  П на  каж- 
дый столбец  матрицы  Рг  (представляющий  собой  строку  матрицы 
Р)  получим  четное  число  единиц,  сумма  которых  по  модулю  2 дает 
нуль.  Таким  образом,  матрица  произвольных  разрезов  (или 
циклов)  ортогональна  транспонированной  матрице  произвольных 
циклов  (или  разрезов). 

8.  Пространство  суграфов.  Структурные  свойства  графа  удобно 
интерпретировать  в терминах  линейного  векторного  пространства 
над  числовым  полем  (0,1),  операции  сложения  и умножения  в кото- 
ром определены  по  модулю  2. 

Пусть/.  — множество  суграфов  графа  О = (V,  Неестественной 
нумерацией  вершин  и ребер,  т.  е.  Е = {1,  2,  . . . , р)  и Е = (1, 
2,  ....  я).  Любой  суграф  содержит  все  вершины  и некоторое  (воз- 
можно, пустое)  подмножество  ребер  графа,  т.  е.  О'  = ( V , Е’),  где 
Е’  а Е.  Ему  можно  поставить  в соответствие  д-мерный  вектор  х = 
~ (х і,  х2,  . . . , х„),  в котором  Хі  принимает  значение  1 или  0 в со- 
ответствии с гем,  принадлежит  или  не  принадлежит  данному  су- 
графу  і-е  ребро  графа,  т.  е. 


х,  = 


(і  = 1,  2, 


Я)- 


1 , если  і € Е' 

[ 0,  если  і ^ Е‘ 

Например,  суграфу,  выделенному  на  рис.  107,  в жирными  ли- 
ниями, соответствует  вектор  (0,  0,  0,  0,  1,  1,  0,  1,  0).  Деревья 
и дополнения,  циклы  и разрезы,  контуры  и сечения  можно  рассмат- 
ривать как  суграфы  й использовать  для  них  векторное  представле- 
ние. Так,  разрез  на  рис.  108,  а представляется  вектором  (0,  1,  1,0, 
0,  0,  1,0,  1),  а дерево  на  рис.  108,  г— вектором  (0,  1,  1,0,  0,  0,  1,0,  1). 

Суммой  суграфов  С = (Е,  Е')  и С"  — (V,  Е")  будем  называть 
суграф,  которому  соответствует  вектор,  равный  сумме  по  модулю  2 
векторов  этих  суграфов.  Это  значит,  что  сумма  суграфов  содержит 
те  ребра,  которые  содержатся  в Е',  но  не  содержатся  в Е"  и которые 
содержатся  в Е",  но  не  содержатся  в Е' . Иначе  говоря,  множество 
ребер  суммы  двух  суграфов  равно  дизъюнктивной  сумме  ребер, 
принадлежащих  каждому  из  них,  т.  е. 


с + О"  = (Е,  Е')  + ( V , Е“)  = (Е,  Е’  + Е"). 

Множество  суграфов  с определенной  на  нем  внутренней  опера- 
цией суммы  образует  абелеву  группу.  При  этом  нейтральным  эле- 
ментом является  пустой  суграф  (не  содержащий  ребер),  а обратным 
элементом  к каждому  суграфу  служит  сам  этот  суграф.  Совместно 
с внешней  операцией  — умножение  суграфа  на  скаляр  из  число- 
вого поля  (0,  1)  — абелеву  группу  можно  рассматривать  как  ли- 
нейное пространство  суграфов  данного  графа  О =(Е , Е).  Размер- 
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ноетъ  этого  пространства  равна  числу  ребер  <7  графа  Сив  качестве 
его  базиса  можно  принять  множество  однореберных  суграфов,  ко- 
торым соответствуют  векторы^  = (1,  0,  . . . ,0),§2  = (0,  1,  . . . ,0), 
. . . , =■  (0,  0,  . . . , 1).  Любой  суграф  представляется  векто- 

ром ^-мерного  пространства  через  его  базис,  т.  е. 

Я 

8 = аі^і  + 48 г -I + 48я  = 2 48і, 

І=  1 

где  ас  — элемент  из  числового  поля,  принимающий  значение  0 или  1 . 

Совокупность  ѵ = р — 1 разрезов  образует  базис  ѵ-мерного 
пространства  разрезов,  а совокупность  а = 7 — р + 1 независимых 
циклов  образует  базис 
о-мерного  пространства 
циклов.  Оба  эти  пространст- 
ва являются  подпростран- 
ствами пространства  су- 
графов. 

9.  Несвязные  графы. 

При  рассмотрении  несвяз- 
ных графов  совокупности 
независимых  сечений  и кон- 
туров можно  определять 
для  каждой  его  компоненты  отдельно  (рис.  113).  Ранг  и дипломати- 
ческое число  графа,  содержащего  к компонент,  соответственно 
равны  ѵ — р — к и а =7  — р + к.  Матрица  инцидентности  А со- 
держит р — к независимых  строк,  и для  перехода  к сокращенной 
матрице  А0  необходимо  удалить  из  каждой  совокупности  строк, 
соответствующих  компонентам  графа,  по  одной  строке.  Так,  для 
графа  на  рис.  113  матрица  инцидентности  имеет  блочную  структуру: 
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Ркс.  113.  Совокупность  независимых  сече- 
ний несвязного  графа,  состоящего  из  трех 
компонентов. 
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Сокращенную  матрицу  инцидентности  можно  записать  в следую' 
щем  виде:  3 


Преобразуя  матрицу  А или  Л0  с помощью  операций  над  стро- 
ками по  модулю  2,  можно  получить  матрицы  сечений  и контуров 
теми  же  способами,  что  и для  связного  графа. 

10.  Ориентированные  графы.  Элементы  матрицы  инцидентности 
для  орграфа  принимают  значения  0,  1 и — 1 в зависимости  от  инци- 
дентности и направления  дуги  относительно  вершины  (1.  4.  6).  На- 
пример, для  орграфа  на  рис.  114,  а имеем: 
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При  преобразовании  матрицы  А операции  над  ее  элементами 
выполняются  как  над  обычными  числами.  Можно  показать,  что  ми- 
нор любого  порядка  матрицы  А,  как  и ее  элементы,  может  равнять- 
ся только  0,  1 или — 1.  Матрицы,  обладающие  таким  свойством, 
называют  унимодулярными. 

С помощью  операций  перестановки  строк  и столбцов,  а также 
замены  строки  ее  алгебраической  суммой  с другой  строкой  можно 
преобразовать  матрицу  инцидентности  А (или  Л0)  к такому  виду. 


Рис.  114.  Сечения  (а)  и контуры  (б)  ориентированного 

графа. 


чтобы  элементы  совокупности  ее  р — 1 столбцов  и строк  (послед- 
няя строка  матрицы  А преобразуется  в нулевую  и отбрасывается) 
представляли  собой  единичную  матрицу.  Тогда  получим  матрицу 
сечений  в канонической  форме  II  = [1,  л],  гдел  — матрица  сечений 
хорд.  В нашем  примере: 


1235  74  68  9 


Каждому  сечению  приписывается  направление,  которое  опре- 
деляется направлением  соответствующей  ветви  фундаменталь- 
ного дерева.  Ненулевые  элементы  строки  матрицы  П указывают  на 
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совокупность  дуг,  инцидентных  данному  сечению,  причем  знак  плюс 
означает,  что  направления  дуги  и сечения  совпадают,  а знак  минус 
означает,  что  эти  направления  противоположны.  На  рис.  114,  а 
направления  сечений  указаны  стрелками,  но  можно  обойтись  и без 
них,  так  как  достаточно  руководствоваться  ориентацией  ветвей  де- 
рева. 

Фундаментальное  дерево  определяет  и совокупность  независи- 
мых контуров,  каждый  из  которых  образуется  одной  хордой  и не- 
которой частью  ветвей  дерева.  Направление  контура  обычно  при- 
нимают совпадающим  с направлением  определяющей  его  хорды. 
Дуга,  инцидентная  данному  контуру,  может  совпадать  с на- 
правлением контура  или  быть  противоположной  ему.  В первом 
случае  соответствующий  элемент  матрицы  контуров  равен  1,  а во 
втором  случае  — 1.  Так,  в соответствии  с рис.  114,  б имеем: 


2 3 5 7 4 6 8 9 


Между  матрицами  сечений  и контуров  орграфа,  определяемых 
некоторым  фундаментальным  деревом,  имеются  такие  же  зависи- 
мости, как  и для  неориентированного  графа: 

ПР'  = 0;  РП'  =■=  0. 

Представив  топологические  матрицы  в канонической  форме  и вы- 
полнив соответствующие  операции,  имеем: 


[1  Ч 


= р'  + тс  = 0, 


откуда  получаем 

р = — тг';  т = — р'. 

Таким  образом,  для  определения  топологических  матриц  доста- 
точно знать  одну  из  них,  а другая  определяется  полученными  соот- 
ношениями. 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Непосредственно  из  рассмотрения  графа  см.  рис.  102  запишите  мат- 
рицы сечений  и контуров,  определяемых  фундаментальным  деревом,  которое 
выделено  жирными  линиями. 

2.  Для  матриц,  полученных  в задаче  1,  проверьте  соотношения 

ПР*  = 0 (той  2)  и РГЕ  = 0 (тоб  2). 

3.  Для  графа  (см.  рис.  103): 

а)  определите  ранг  и цикломатическое  число; 

б)  запишите  матрицу  инцидентности; 

в)  образуйте  фундаментальное  дерево  путем  преобразования  матрицы 
инцидентности; 

г)  запишите  матрицы  сечений  и контуров,  определяемых  полученным 
фундаментальным  деревом,  в канонической  форме. 

4.  Покажите,  что  все  деревья  графа  (см.  рис.  103)  соответствуют  неза- 
висимым совокупностям  столбцов  матрицы  инцидентности,  полученной  в 
задаче  3. 

5.  Покажите,  что  сумма  ранга  и цикломатичеекого  числа  графа  равна 
числу  его  ребер  (а  + ч = ^). 

6.  Образуйте  разрезы  графа  (рис.  107,  а),  разбивающие  множество  вершин 
на  подмножества: 

а)  V"  = {1,  4};  V"  = {2,  3,  5,  6); 

б)  V = (1,  3,  6};  V"  = (2,  4,  5}. 

Задачу  решите  графически  и проверьте  результат  путем  суммирования 
по  модулю  2 соответствующих  строк  матрицы  инцидентности. 

7.  Являются  ли  разрезы  в задаче  6 простыми?  Если  нет,  то  разложите 
их  на  суммы  простых  разрезов. 

8.  Найдите  все  подмножества  разреза  (см.  рис.  108,  б),  которые  также 
являются  разрезами. 

9.  Измените  нумерацию  ребер  графа  (см.  рис.  107,  а)  в соответствии 
с подстановкой 

/1  2 3 4 5 6 7 8 9\ 

\4  6 1 5 9 8 7 2 З] 

и для  нового  порядка  следования  ребер: 

а)  запишите  матрицу  инцидентности; 

б)  преобразуйте  матрицу  инцидентности  в матрицу  сечений; 

в)  запишите  матрицу  контуров,  определяемых  тем  же  фундаментальным 
деревом. 

10.  Покажите,  что  при  разбиении  сокращенной  матрицы  инцидентности 
на  субматрицы  Л0  — [ А± , Л2],  где  Аг  — неособенная  квадратная  матрица, 
имеют  место  соотношения  р = (Л~*  Л,)*  для  неориентированных  графов  и р = 
= — (Л1  1 Л2)^  для  орграфов,  а также  я = А^ 1Л2. 

11.  Охарактеризуйте  суграфы  графа  (рис.  107,  а),  заданные  следующими 
векторами: 

а)  (0,  1,  0,  1,  0,  0,  1,  0,  0,); 

б)  (1,  1,  1,  1,  1,  0,  0,  0,  1); 

в)  (1,  1,  0,  0,  0,  1,  1,  1,  0)- 

г)  (0,  0,  0,  0,  1,  1,  1,  1,  1). 

12.  Выразите  векторы  контуров  (см.  рис.  111,  а)  через  векторы  ячеек 
(рис.  111,  б). 

13.  Преобразуйте  матрицу  инцидентности  несвязного  графа  (рис,  113) 
к матрице  сечений  и запишите  на  ее  основе  матрицу  контуров. 
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14.  Укажите  на  различия  между  контурами  н сечениями  неориентиро- 
ванного и ориентированного  графов. 

15.  Для  ориентированного  графа  (рис.  115): 

а)  запишите  матрицу  инцидентности; 

б)  преобразуйте  матрицу  инцидентности  в матрицу  сечений; 

в)  запишите  матрицу  контуров; 

г)  изобразите  графически  сечения  и контуры. 

16.  Запишите  матрицы  сечений  и контуров  для  ориентированного  графа 
(рис.  116),  определяемые  фундаментальным  деревом,  которое  выделено 
жирными  линиями. 
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Рис.  115.  Ориентирован- 
ный граф  к задаче  15. 


Рис.  110  Ориентиро- 
ванный граф  к 
задаче  16. 


17.  На  основе  топологических  матриц,  полученных  в задаче  16,  изобра- 
зите графически  сечения  и контуры  (вспомните,  что  ребро,  пересекаемое 
четное  число  раз  линией,  которая  выделяет  сечение,  не  инцидентно  данному 
сечению).  Можно  ли  изобразить  граф  на  плоскости  таким  образом,  чтобы 
каждая  линия,  выделяющая  сечение,  пересекала  ребра  не  более,  чем  по  одно- 
му разу  (если  нет,  то  почему)? 


3.  ПОЛЮСНЫЕ  ГРАФЫ 

1.  Физические  системы  с сосредоточенными  компонентами.  Графы 
широко  используются  как  структурные  модели  физических  систем, 

допускающих  идеализированное  пред- 
ставление в виде  схем  с сосредоточен- 
ными компонентами.  Соединение 
компонентов  между  собой  осуществ- 
ляется исключительно  путем  объедине- 
ния пх  полюсов,  образующих  узлы 
схемы.  В зависимости  от  числа  по- 
люсов различают  двухполюсные  и 
многополюсные  компоненты,  которые 
называют  соответственно  двухполюс- 
никами и многополюсниками.  Так, 
схема  рис.  117  представляет  собой 
соединение  двух  трехполюсников  ( А и В),  четырехполюсника  (С) 
и трех  двухполюсников  (й,  Е,  Р). 


Рис.  117.  Схема  с многополюс- 
ными компонентами. 
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Наиболее  типичными  представителями  физических  систем,  до- 
пускающих представление  схемами  с сосредоточенными  компонен- 
тами, могут  служить  электрические  и электронные  цепи.  Резисторы, 
конденсаторы  и катушки  индуктивности  являются  двухполюсни- 
ками, а трансформаторы,  электронные  лампы  и транзисторы  — 
многополюсниками.  Аналогичные  компоненты  можно  выделить 
в системах  различной  физической  природы:  механических,  акусти- 
ческих, гидравлических,  тепловых  и т.  д. 

Для  математического  описания  состава  и структуры  физической 
системы  (точнее,  соответствующей  ей  схемы  с сосредоточенными 
компонентами)  обычно  используются  два  типа  соотношений: 

1)  полюсные  уравнения,  характеризующие  индивидуальные 
свойства  каждой  компоненты  безотносительно  к возможным  соеди- 
нениям с другими  компонентами; 

2)  уравнения  связей,  отражающие  характер  соединения  различ- 
ных компонент  в схеме  безотносительно  к их  индивидуальным 
свойствам. 

Компонентным  уравнением  двухполюсника  служит  функцио- 
нальная зависимость  между  двумя  физическими  величинами,  ха- 
рактеризующими его  состояние  (например,  между  током  и на- 
пряжением электрического  двухполюсника,  силой  и скоростью 
механического  двухполюсника  и т.  п.).  Функция,  описывающая 
нелинейный  двухполюсник,  может  задаваться  аналитическим  вы- 
ражением, графиком  или  таблицей.  Линейный  двухполюсник  ха- 
рактеризуется параметром,  который  является  либо  постоянной 
величиной  ( стационарный  двухполюсник),  либо  функцией  време- 
ни ( нестационарный  двухполюсник). 

Многополюсник  описывается  системой  уравнений,  связыва- 
ющей физические  величины  на  его  полюсах.  Часто  многополюс- 
ные компоненты  представляются  схемной  моделью,  состоящей  из 
двухполюсных  компонентов,  каждый  из  которых  описывается  со- 
ответствующей функциональной  зависимостью.  Но  в отличие  от 
обычных  двухполюсников,  такие  зависимости  могут  содержать  ве- 
личины, связанные  с другими  компонентами  схемной  модели. 
В конечном  счете,  физическая  система  с сосредоточенными  компонен- 
тами всегда  может  быть  представлена  схемой,  состоящей  из  двух- 
полюсников. 

В роли  уравнений  связи  обычно  выступают  фундаментальные 
физические  законы,  выражающие  условия  равновесия  и непрерыв- 
ности (законы  Кирхгофа  для  электрических  цепей,  принцип  Да- 
ламбера  для  механических  систем  и т.  п.).  В каждом  конкретном 
случае  эти  уравнения  получают  из  рассмотрения  структуры  схемы, 
причем  они  должны  содержать  те  же  величины,  что  и компонент- 
ные уравнения,  которыми  характеризуются  состояния  двухпо- 
люсников. Тем  самым  обеспечивается  совместимость  исходных 
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уравнений,  преобразование  которых  позволяет  получить  матема- 
тическую модель  системы  в требуемой  форме. 

2.  Полюсные  графы.  Схема  с двухполюсными  компонентами, 
независимо  от  ее  конкретной  физической  природы,  может  быть  пред- 
ставлена полюсным  графом.  Между  схемой,  состоящей  из  двухпо- 
люсников, и ее  графом  имеет  место  взаимно-однозначное  соответ- 
ствие: узлам  схемы  соответствуют  вершины,  а двухполюсникам  — 
ребра  графа.  Ориентация  ребра  связывается  с направлением 
отсчета  физических  величин,  характеризующих  состояние  двух- 
полюсника. 

Полюсный  граф  является  универсальной  топологической  мо- 
делью физических  систем  с сосредоточенными  компонентами.  Путь 
к такой  модели  лежит  через  идеализацию  систе- 
мы (схема)  и ее  абстрагирование  (полюсный 
граф).  Основная  ценность  топологических  моде- 
лей состоит  в том,  что  их  свойства  и методы 
использования  можно  изучать  и разрабатывать 
независимо  от  физической  природы  систем.  Спе- 
цифика конкретной  области  проявляется  на 
начальном  этапе  при  построении  графа  и на  за- 
ключительном этапе  истолкования  полученных 
результатов. 

Для  любого  двухполюсника  (рис.  118,  а) 
полюсным  графом  служит  дуга  с двумя  конце- 
выми вершинами  (рис.  118,6).  В общем  слу- 
чае уравнение  двухполюсника  <р(г|Д)  = 0 содержит  две  перемен- 
ные г]  и С Одна  из  них,  например  т),  характеризует  состояние  двух- 
полюсника относительно  поперечного  сечения  и противополож- 
но направлена  к каждому  из  его  полюсов.  Такие  переменные  назы- 
вают поперечными  (например,  электрический  ток  или  магнитный 
поток,  сила  или  момент,  расход  жидкости  или  газа, тепловой  поток 
и т.  п.).  Другая  величина  \ характеризует  состояние  двухполюс- 
ника относительно  его  полюсов  (например,  электрическое  напря- 
жение, линейная  или  угловая  скорость,  перемещение,  давление, 
разность  температур  и т.  п.).  Такие  переменные  называют  продоль- 
ными и их  направления  связывают  с направлением  пути  от  одного 
полюса  к другому.  Часто  поперечные  переменные  называют  после- 
довательными, а продольные  — параллельными  переменными. 

Если  уравнение  двухполюсника  представимо  в явном  виде  от- 
носительно поперечной  переменной  г|  = Д,  (^),  то  соответствующая 
ему  дуга  называется  у-дугой,  причем  величину  г]  можно  рассмат- 
ривать как  реакцию  на  воздействие  Е Аналогично,  если  уравнение 
двухполюсника  представимо  в виде  $ = Д (т]),  то  соответствующая 
ему  дуга  называется  г-дугой,  причем  величину  $ можно  рассматри- 
вать как  реакцию  на  воздействие  г).  Двухполюсники,  допускающие 


о а 


а б 

Ркс.  118.  Двух- 
полюсник (а)  и его 
полюсный  граф  (б). 
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описание  относительно  обоих  переменных,  называются  взаимосп- 
ределенными,  а соответствующие  им  дуги  — пи-дугами. 

Поскольку  из  двух  переменных  ц и \ одна  характеризует  воз- 
действие, а другая  реакцию,  то  их  положительные  направления 
считают  взаимно  противоположными.  Обычно  направления  дуг 
отождествляют  с положительными  направлениями  отсчетов  попе- 
речных переменных,  а положительные  направления  отсчета  про- 
дольных переменных  принимают  обратными  ориентации  дуг. 

Полюсный  граф  системы  строится  таким  образом,  чтобы  обес- 
печивались наиболее  простые  отношения  между  его  структурой  и 
уравнениями  связей.  Обычно  уравнения  связей  формируются 
для  поперечных  и продольных  переменных  в следующем  виде: 

1)  алгебраическая  сумма  по- 
перечных переменных  для  любой 
вершины  графа  равна  нулю: 

И т?  (О  = 

2)  алгебраическая  сумма  про- 
дольных переменных  для  любого 
контура  графа  равна  нулю: 


2?  (0  = о. 


П'Ъ'Ъ-Ъ'0  ■ 

Рис.  119.  Уравнения  связей  для  вер- 
шины и контура. 


При  алгебраическом  суммировании  переменных  они  считаются 
положительными  при  совпадении  их  направлений  с выбранным  на- 
правлением относительно  вершины  или  контура  и отрицательны- 
ми, если  направления  переменных  противоположны  с выбранными 
направлениями  (рис.  119). 

В этом  параграфе  рассматриваются  методы  построения  полюсных 
графов  различных  физических  систем  с двухполюсными  компо- 
нентами. В дальнейшем  эти  методы  обобщаются  на  системы  с мно- 
гополюсниками. Для  простоты  компоненты  предполагаются  ли- 
нейными и стационарными. 

3.  Электрические  цепи.  Существуют  три  типа  пассивных  элек- 
трических двухполюсников:  сопротивление,  емкость  и индуктив- 
ность. Они  рассеивают  или  накапливают  энергию  и поэтому  назы- 
ваются пассивными  компонентами. 

Сопротивление  (рис.  120,  а)  — это  такой  компонент,  в котором 
происходит  необратимое  преобразование  электрической  энергии 
в тепло.  Зависимость  между  током  (поперечная  переменная)  и напря- 
жением (продольная  переменная)  может  быть  представлена  в одной 
из  двух  форм  (или  в любой  из  них,  если  двухполюсник  взаимоопре- 
деленный): 

Іц  (0  = Сиц  (0і  ик  (0  = (0> 
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где  параметры  О и И называются  соответственно  проводимостью 
и сопротивлением  ( О = Д'1  и И = С'1). 

Емкость  (рис.  120,  6)  — компонент,  накапливающий  электри- 
ческую энергию.  Заряд  ц{і)  связан  с напряжением  ис(і)  на  линейной 
емкости  соотношением  д(і)  = Сис(і),  где  С - параметр,  называе- 
мый емкостью.  Ток  іс((),  протекающий  через  емкость,  выражается 
как  производная  заряда  по  времени,  следовательно: 


где  5 = С-1  называют  инверсной  емкостью. 


іс  (() 


г д 


Рис.  120.  Идеальные  электрические 
двухполюсники: 

а резистор;  б — конденсатор;  в — катушка 
индуктивности;  г — источник  напряжения; 
д — источник  тока. 


Индуктивность  (рис.  1 20,в) 

компонент,  накапливающий  маг- 
нитную энергию.  Магнитный  по- 
ток Ф (/)  линейной  индуктивно- 
сти пропорционален  протекаю- 
щему в ней  току  г'Д/),  т.  е.  ф (/)  = 

= Тг;(/),  где  Т — параметр, 
называемый  индуктивностью. 
Напряжение  иЕ(1)  на  индуктив- 
ности равно  скорости  изменения 
магнитного  потока  во  времени, 
следовательно: 


«ь  (0 


_ г аіь  (0 
л ь си  ' 


П(()  = т§иь  (0 


г-^ег  ^ называют  инверсной  индуктивностью. 

Источники  энергии  в электрических  цепях  представляются  иде- 
альными двухполюсниками  двух  типов.  Источник  напряжения  - 
это  двухполюсник  (рис.  120,  г),  напряжение  в котором  определяется 
некоторой  функцией  времени  е(і)  и не  зависит  от  протекающего  по 
нему  тока,  т.  е.  иЕ(і)  = е(().  Источник  тока  — это  двухполюсник 
(рис.  120,  д),  ток  в котором  также  определяется  некоторой  фѵнк- 
циеи^ремени  ]{і)  и не  зависит  от  приложенного  напряжения,  т.  е. 
— іѵ)- 


Для  построения  графа  электрической  схемы  достаточно  ее 
узлы  рассматривать  как  вершины,  а каждый  двухполюсник  заме- 
нить ребром,  сохраняя  отношение  инцидентности.  Например  гоаф 
электрической  схемы  (рис.  121,  а)  изображен  на  рис.  121,  б.  Сле- 
дует иметь  в виду,  что  при  изображении  электрических  схем  линии 
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означают  проводники  без  сопротивления,  и узлы,  соединенные 
такими  линиями,  являются  по  существу  одним  узлом  (узел  / на 
рис.  121 , а).  Узлы,  с которыми  связаны  только  два  двухполюсника, 
на  схемах  обычно  не  отмечаются  (рис.  121,  а,  узел  а).  На  графах 
же  каждая  отмеченная  точка  рассматривается  как  его  вершина 
и никаких  линий,  кроме  дуг,  не  должно  быть. 

Направления  дуг  пассивных  двухполюсников  можно  выбирать 
произвольно.  Дуги  активных  двухполюсников  ориентируются  по 
направлению  источника  тока  и противоположно  направлению  ис- 
точника напряжения  (это 
связано  с тем,  что  на- 
правление дуги  указывает 
на  положительное  направ- 
ление тока  и противо- 
положно положительному 
направлению  напряжения). 

Удобный  практический 
прием  построения  графа 
для  данной  схемы  состоит 
в следующем.  На  схеме 
выделяется  внешний  кон- 
тур и изображается  замк- 
нутой линией  (например, 
окружностью),  на  которой 
размещаются  соответст- 
вующие вершины.  Затем 
граф  дополняется  теми 
ребрами  и вершинами,  которые  отсутствуют  во  внешнем  контуре. 
Так,  на  рис.  121,  в показан  изоморфный  граф,  построенный  по 
этому  способу. 

Уравнения  связей  выражаются  законами  Кирхгофа,  представ- 
ляющими условие  непрерывности  для  токов  и условие  равновесия 
для  напряжений  в любой  момент  времени  (: 

1)  алгебраическая  сумма  токов  для  любой  вершины  равна  нулю 
(первый  закон  Кирхгофа) , т.  е. 

2/(0  =0; 


Рис.  121.  Электрическая  схема  (а)  и ее  изо- 
морфные графы  (б  и в). 


2)  алгебраическая  сумма  напряжений  в любом  контуре  равна 
нулю  (второй  закон  Кирхгофа) , т.  е. 

2м(0  — 0. 

4.  Механические  поступательные  системы.  Идеальные  пассивные 
двухполюсники  механических  систем  — это  механическое  сопротив- 
ление, масса  и упругость.  Перемещение  х(і)  и скорость  ѵ(і)  являются 
продольными  переменными,  а сила  [(()  — поперечной  переменной. 


13  5-165 
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Сопротивление  (рис.  122,  а)  представляет  собой  компонент, 
который  отражает  превращение  механической  энергии  в тепло! 
В простейшем  случае  предполагается,  что  это  превращение  проис- 
ходит в результате  вязкого  трения,  сила  которого  /в(/)  пропорцио- 
нальна относительной  скорости  ѵв(()  трущихся  тел,  т.  е. 


Ів(()  = В 


Лхв(<) 

(11 


Вѵв(*У,  ѵв(і)  = ~ів(1). 


Здесь  В — параметр,  называемый  механическим  поступатель- 
ным сопротивлением,  а МВ  — инверсное  сопротивление  или  подат- 
ливость. Полюсы  элемента  сопротивления  соответствуют  твердым 


а 


телам,  между  которыми  имеет 
место  вязкое  трение. 

Масса  (рис.  122,  б)  — ком- 
понент, накапливающий  кине- 
тическую энергию  и,  следова- 
тельно, обладающий  механичес- 
кой инерцией.  Зависимость  меж- 
ду силой  инерции  /Л(/)  и пере- 
мещением хм(()  или  скорости  ѵм(1) 
массы  М относительно  выбран- 
ной точки  отсчета  выражается 
соотношениями: 


Рве.  122.  Идеальные  механические  г /А  Л/Г  ^2*.«  (В 

(поступательные)  двухполюсники:  Т м (0  ~ М — ^ — = М — — — 

а — сопротивление;  б — масса;  в — упругость; 
г — источник  скорости;  д — источник  силы 

V м 

где  1/М  называется  инверсной  массой.  Один  из  полюсов  компо- 
нента массы  связан  с движущимся  телом,  а другой  — с неподвиж- 
ной или  равномерно  движущейся  системой  координат  (точкой  от- 
счета перемещения  и скорости). 

Упругость  (рис.  122,  в) — компонент,  накапливающий  потен- 
циальную энергию.  Этот  двухполюсник  можно  представить  как 
пружину,  концы  которой  соответствуют  его  полюсам.  В линейном 
случае  предполагается,  что  такая  пружина  не  обладает  массой 
и сила  /*  (/)  реакции  пропорциональна  относительному  перемещению 
хк  (!)  ее  концов,  т.  е. 


А (0  = Кхк  (!)  = К | Ий  (О  Л;  ѵк  (!) 


где  К — параметр,  называемый  жесткостью-,  МК  — гибкостью. 

Идеальные  источники  механической  энергии  могут  быть  двух 
типов.  Задающая  скорость  и(1)  какой-либо  точки  системы  представ- 
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ляется  источником  скорости  (рис.  122,  г),  один  полюс  которого  свя- 
зан с этой  точкой,  а другой  — с той  точкой  системы,  относительно 
которой  эта  скорость  задается.  Скорость  такого  двухполюсника 
не  зависит  от  приложенных  сил,  т.  е.  ѵи(і)  = и(().  Источник  силы 
изображается  двухполюсником  (рис.  122,  д),  полюсы  которого  соот- 
ветствуют точкам  приложения  силы  и ее  реакции,  причем  сила 
в этом  двухполюснике  определяется  некоторой  функцией  времени 
Ф (/)  и не  зависит  от  скорости,  т.  е. 

и (о = ? (о. 

На  основе  приведенных  определений  можно  построить  схему 
механической  поступательной  системы.  При  этом  узлы  схемы 
соответствуют  соединениям  компонент  системы,  которые  могут 
рассматриваться  как  единое  целое,  а соединяющие  линии  — жест- 
ким связям  между  компонентами.  Переход  от  механической  схемы 
к ее  графу  осуществляется,  как  и для  электрической  схемы,  на 
основе  соответствия  между  инцидентностью  идеальных  двухполюс- 
ников узлам  схемы  и инцидентностью  дуг  и вершин  графа.  Направ- 
ления дуг  для  пассивных  двухполюсников  принимаются  в соответ- 


Рис.  123.  Механическая  поступательная  система  (а),  ее  схема  (б)  и 

граф  (в). 

ствии  с выбранной  системой  отсчета  (противоположно  направлению 
оси  перемещений  а),  а ориентация  дуг  источников  определяется 
заданными  направлениями  (для  источников  силы  они  совпадают, 
а для  источников  скорости  — противоположны). 

Пусть,  например,  в системе  (рис.  123,  а),  движение  которой 
может  совершаться  только  по  вертикали,  платформа  массой  М 3 дви- 
жется с заданной  скоростью  «(/).  Схема  этой  системы  показана  на 
рис.  123,  б,  а ее  граф  — на  рис.  123,  в.  При  достаточном  навыке 
граф  можно  построить  и непосредственно  из  рассмотрения  услов- 
ного изображения  механической  поступательной  системы  без  про- 
межуточного вычерчивания  ее  схемы. 


із: 
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Уравнения  связей  механической  поступательной  системы  вы- 
ражают условие  равновесия  сил  и условие  непрерывности  для  ско- 
ростей (или  перемещений): 

1)  алгебраическая  сумма  сил  для  любой  вершины  равна  нулю 
( принцип  Даламбера ):  2/(0  = 0; 

2)  алгебраическая  сумма  скоростей  (перемещений)  в любом 
контуре  равна  нулю:  Иѵ(і)  = 0. 

5.  Механические  вращательные  системы.  Соотношения  для 
механических  вращательных  систем  аналогичны  соотношениям  для 

поступательных  систем. Переме- 
щению  х(і)  соответствует  угол 
поворота  ср(0,  линейной  скоро- 
сти ѵ(і)  — угловая  скорость  со(7), 
силе  1(1)  — вращающий  момент 
|т(0-  Соответственно  для  механи- 
ческих вращательных  систем 
имеем  три  пассивные  компоненты 
и два  идеальных  источника,  для 
обозначения  которых  можно 
использовать  те  же  символы,  что 
и для  поступательных  систем. 

Вращательное  сопротивление 
(рис.  124,  а)  характеризует 
рассеивание  механической  энер- 
гии в тепло  за  счет  вязкого 
трения: 


Рис.  124.  Идеальные  механические 
(вращательные)  двухполюсники: 
а— вращательное  сопротивление;  б — вращаю- 
щаяся маееа;  в — вращательная  упругость- 
г — источник  угловой  скорости;  б — источ- 
ник  момента. 

ып  = вДР1^в„, 


сП 


(0; 


где  В — крутильное 
ление. 


сопротивление; 


~ б (*в^)> 

1 /В  — инверсное 


сопротив- 


Вращающаяся  масса  (рис.  124,  б)  — компонент,  характеризую- 
щий кинетическую  энергию  вращательного  движения: 


(і) 
сП  ' 


“7  (0  = 7- Л, 


где  ^ — момент  инерции. 

Вращательная  упругость  (рис.  124,  в)  — компонент,  накапли- 
вающий потенциальную  энергию  вращательного  движения: 

іа, (()  = (0  = *|  о), (№■  «), (I)  = 


(Ц 


где  К — крутильная  жесткость ; 1/ К — гибкость. 
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Идеальный  источник  может  быть  источником  угловой  скорости 
(рис.  124,  г),  характеризующимся  задающей  угловой  скоростью 
со(/),  и источником  момента  (рис.  124,  д),  характеризующимся 
задающим  моментом  т(і). 

Пример  построения  схемы  и графа  механической  вращательной 
системы  показан  на  рис.  125.  Узлы  графа  соответствуют  вращаю- 
щимся массам,  а направления  ребер  принимаются  в соответствии 
с выбранным  положительным  направлением  отсчета  угла  поворота. 
Параметры  ^1  и ^ 2 означают  моменты  инерции  роторов,  Вг  и В2  — 
вязкое  трение  в опорах,  а Кі  — жесткость  вала. 

Уравнения  связей  механической  вращательной  системы  выра- 
жают условие  равновесия  моментов  и условие  непрерывности  угло- 
вых скоростей  (или  углов  поворота): 


Рис.  125.  Механическая  вращательная  система  (а),  ее  схема  (б)  и граф  (в). 

1)  алгебраическая  сумма  моментов  для  любой  вершины  равна 
нулю: 


2р(0  = 0; 


2)  алгебраическая  сумма  угловых  скоростей  (углов  поворота) 
в любом  контуре  равна  нулю: 

2 ш (()  = 0. 

6.  Пневматические  системы.  Движение  газа  в ограниченной  среде 
характеризуется  зависимостью  между  давлением  р(і)  и потоком 
§((),  который  выражается  как  количество  молекул,  проходящих 
в единицу  времени.  Используются  три  пассивные  двухполюсные 
компоненты,  представляющие  собой  идеализированные  свойства 
пневматических  систем:  сопротивление,  инертность  и упругость. 
При  этом  поток  рассматривается  как  поперечная  величина,  а давле- 
ние (разность  давлений)  — как  продольная  величина. 

Сопротивление  (рис.  126,  а)  — двухполюсник,  учитывающий 
рассеивание  энергии  за  счет  вязкого  трения.  Его  уравнение  может 
быть  представлено  в одной  из  двух  форм: 


{()  = Орк  (/);  Рк  (/)  = Кек  {(), 
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где  параметры  Си/?  называются  соответственно  пневматическими 
проводимостью  и сопротивлением  (О  = 7?"1,  /?  = О-1).  Величина 
РЛ(0  представляет  собой  разность  давлений  на  концах  этого  двух- 
полюсника при  потоке  Примерами  пневматических  компонент 
с явно  выраженным  сопротивлением  являются  трубки  с тонкими 
отверстиями  (капилляры),  сужающие  устройства  (сопла),  щели 
и различные  препятствия  на  пути  движения  газа. 

Инертность  (рис.  126.  б)  является  двухполюсником,  который 
характеризует  противодействие  изменению  потока  газа  в среде 

и описывается  соотношениями: 

^ «) 


<а 


= 

V)  = Т ] рс  (О  Л- 

где  С — параметр,  называемый 
пневматической  инертностью. 
Величина  рь(і)  представляет  со- 
бой разность  давлений  на  кон- 
цах этого  двухполюсника  при 
потоке  8Ь(1).  Пневматическая 
инертность  заметно  сказывается 
в трубопроводах  при  существен- 
ных изменениях  потока  газа  во 
времени. 

Упругость  (рис.  126,  в)  — двухполюсник,  характеризующий 
свойство  идеального  газа,  заключенного  в некотором  объеме  (ка- 
мере): изменение  концентрации  молекул  пропорционально  изме- 
нению давления  (предполагается,  что  процесс  изотермический, 
т.  е.  происходит  при  постоянной  температуре).  Так  как  изменение 
концентрации  определяется  потоком  газа,  то  для  этого  двухполюс- 
ника можно  записать  соотношения: 


Ркс.  126.  Идеальные  пневматические 
двухполюсники: 

а — сопротивление;  б — инертность; 


упругость;  г — источник  давления; 
точник  потока 


д — ис- 


^)  = ст;  М0  = -^|*с(0л, 

где  С — параметр,  называемый  пневматической  упругостью.  Вели- 
чина рс(()  представляет  собой  давление  газа  в объеме  относительно 
давления,  которое  принимается  за  нулевое  (например,  относительно 
атмосферного  давления  или  вакуума).  Поэтому  один  из  полюсов 
рассматриваемого  двухполюсника  связан  с данным  объемом,  а вто- 
рой — со  средой,  выбранной  за  начало  отсчета  давления. 

Между  пневматическими  и электрическими  системами  суще- 
ствует глубокая  аналогия.  Поток  соответствует  току,  давление  — 
потенциалу,  разность  давлений  — напряжению,  избыточная  кон- 
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центрация  молекул  (по  сравнению  с условным  уровнем)  — заряду. 
Поэтому  и соответствующие  параметры  пневматических  и электри- 
ческих двухполюсников  обозначают  обычно  теми  же  буквами 
(/?,  і,  С).  Инертность  часто  называют  пневматической  индуктив- 
ностью, а упругость  — пневматической  емкостью. 

Источники  энергии  в пневматических  системах  представляются 
идеальными  двухполюсниками  двух  типов:  источником  давления 
(рис.  126,  г)  и источником  потока  (рис.  126,  д),  которые  определя- 
ются соответственно  задающими  давлением  е(і)  и потоком  /(/),  а также 
положительными  направлениями  этих  величин. 

При  построении  схемы 
пневматической  системы  узлы 
соответствуют  объемам  газа 
с различными  давлениями, 
причем  один  из  них  соот- 
ветствует окружающей  среде. 

На  рис.  127  показан  пример 
пневматической  системы,  ее 
схема  и граф. 

Уравнения  связей  пневма- 
тической системы  выражают 
условие  непрерывности  пото- 
ков и условие  равновесия  раз- 
ностей давлений: 

1)  алгебраическая  сумма  потоков  для  любой  вершины  равна 
нулю:  2§(/)  = 0; 

2)  алгебраическая  сумма  разностей  давлений  в любом  контуре 
равна  нулю:  Хр(/)  = 0. 

Приведенные  соотношения  применимы  также  к акустическим 
и гидравлическим  системам  с тем  лишь  отличием,  что  поток  §(()  обыч- 
но рассматривается  как  изменение  объема  в единицу  времени 
(объемный  расход).  Иногда  под  этой  величиной  понимают  весовой 
(массовый)  расход. 

7.  Аналогии.  Из  рассмотренного  выше  видно,  что  для  систем 
различной  физической  природы  имеет  место  аналогия  между  их 
компонентами  и переменными,  характеризующими  состояния  си- 
стемы. Идя  по  пути  обобщения,  лучше  всего  было  бы  принять  неко- 
торую нейтральную  терминологию  для  поперечных  и продольных 
величин,  а также  для  трех  типов  идеальных  двухполюсников. 
Однако  из-за  отсутствия  единой  договоренности  в этом  вопросе 
чаще  всего  в качестве  основной  принимают  терминологию  электри- 
ческих цепей.  Отсюда  возникли  электромеханические,  электропнев- 
матические,  электрогидравлические  и другие  аналогии  (табл.  4). 

В первой  строке  табл.  4 приведены  основные  соотношения 
в обозначениях,  принятых  в теории  электрических  цепей.  Для  рас- 


6 3 

Рис.  127.  Пневматическая  система  (а), 
ее  схема  (б)  и граф  (в). 
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Аналоги  электри 
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сматриваемой  системы  соответствующие  соотношения  можно  полу- 
чить, заменив  электрические  величины  и параметры  аналогичными 
величинами  и параметрами,  которые  указаны  в остальных  строках 
таблицы. 

Приведенная  таблица  может  быть  расширена  и на  другие  си- 
стемы, не  рассматривавшиеся  выше.  Для  этого  необходимо  на 
основе  законов  равновесия  выяснить,  какие  величины  являются 
поперечными  и какие  продольными.  Затем,  сравнивая  компонентные 
уравнения  двухполюсников  данной  системы  с уравнениями  элек- 
трических двухполюсников,  установить  аналогии  между  соответ- 
ствующими компонентами. 

8.  Нелинейные  и параметрические  компоненты.  Характер  ком- 
понентных уравнении  не  влияет  на  вид  полюсного  графа  системы, 
но  методы  использования  этого  графа  при  построении  математи- 
ческой модели  системы  в значительной  мере  определяются  свой- 
ствами компонент.  Поэтому  уместно  привести  основные  соотноше- 
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Таблица  4 


ческчх  величин 
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(резервуар) 

Гидравлическая 

индуктивность 

— 

Тепловая 

проводимость 

Теплоемкость 

— 

ния  для  нелинейных  и параметрических  компонент  в терминах 
электрических  цепей. 

В общем  случае  зависимость  между  током  и напряжением  резис- 
тивного компонента  выражается  функцией  ср (/,  и)  = 0,  которая 
может  быть  представлена  в одной  из  двух  форм: 

г'  = ?о(");  « = ?д(0- 

Первое  соотношение  описывает  резистор  (проводимость),  управ- 
ляемый напряжением  и представляемый  (/-дугой,  а второе  — ре- 
зистор (сопротивление),  управляемый  потоком  и представляемый 
г-дугой.  На  рис.  128,  а,  б,  показаны  характеристики  двухполюс- 
ников, допускающих  единственное  представление.  Если  характе- 
ристика монотонно  возрастающая  (рис.  128,  в),  то  ее  можно  выра- 
зить однозначной  функцией  как  тока,  так  и напряжения.  Соответ- 
ствующий двухполюсник  является  взаимоопределенным  и представ- 
ляется щ-дугой. 
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Нелинейные  резистивные  компоненты  часто  используются  в 
квазилинейном  режиме,  при  котором  токи  и напряжения  изменяются 
относительно  некоторой  точки  покоя  (/„,  и0),  причем  эти  изменения 
настолько  малы,  что  рабочий  участок  характеристики  можно  считать 
линейным.  Разлагая  функцию  і = <р0(ц)  в ряд  Тейлора  и ограничи- 
ваясь членом  с первой  производной,  можно  записать: 

1 = Т0  («о)  + Тс  Ю (“  — уо)  = і0  + То  («о)  («  — н0) 

или 

Д / = Од  Дм;  Дм  = і-  Д і = рд  Д і. 


Рис.  128.  Характеристики  нелинейных  резисторов: 
а управляемого  напряжением  (а),  током  (б)  и взаимоопределенного  (в). 


Здесь  А/  — і — і0  и Д и — и — ц0  — изменения  тока  и напря- 
жения относительно  точки  покоя.  Величина  Од  численно  равна 
производной  функции  в этой  точке  и называется  динамической  про- 
водимостью, а обратная  ей  величина  /?д  — динамическим  сопротив- 
лением'. 


°а  = То  («о)  = 


Яд 


1 

Ч>0  К) 


Соотношения  для  параметрического  резистора  линейны,  но  его 
проводимость  и сопротивление  являются  функциями  времени,  т.  е. 

іо(()  = 0(()иа(()',  мл(0  = Я(()ік(1). 

Нелинейный  емкостный  двухполюсник  характеризуется  обычно 
зависимостью  заряда  от  напряжения  на  этом  двухполюснике 
й(0  Я{пс{і)).  Дифференцируя  по  времени,  получаем  выражение 

для  тока  в виде: 


(О 


йч(()  <*<?(“ с ) йиг(і) 

= С (ис) 


сП 


йиг 


<іі 


сП 


где  функция  С(ис)  определяет  динамическую  емкость,  зависящую 
от  приложенного  напряжения  ис.  Емкость  параметрического  (ли- 
нейного, но  не  стационарного)  двухполюсника  является  функцией 
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от  времени.  Поэтому,  дифференцируя  соотношение  с/(/)  = С(і)ис(і), 
имеем: 


іс(*)  = я(С(*)ис(і))  = 


ас(і) 

<11 


иС  (О  -ь  С (О 


4%  (О 

<11 


Нелинейный  индуктивный  двухполюсник  можно  охарактери- 
зовать зависимостью  потокосцепления  от  тока  в индуктивности 
ф(()  = ф Дифференцируя  по  времени,  получаем  выражение 

для  напряжения  в виде: 


...  4ф(0  (О 

И,  (І)  = = — • — 

' ' Ш Ш 


Ь (і[) 


( I ) 
йі 


где  функция  Цд)  определяет  динамическую  индуктивность , зави- 
сящую от  протекающего  тока  Д.  Индуктивность  параметрического 
двухполюсника  является  функцией  от  времени.  Поэтому  дифферен- 
цируя соотношение  имеем: 


= Д(/)) 


(Л 

ш 


іс  (/)  + I {() 


4Д  (О 

ш 


Приведенные  соотношения  можно  рассматривать  как  аналоги 
для  нелинейных  и параметрических  двухполюсников  любой  физи- 
ческой природы,  если  понимать  под  входящими  в эти  соотношения 
символами  величины  в соответствии  с табл.  4. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Какие  дуги  графа  на  рис.  121,  в являются  «/-дугами,  г-дугамн  и ш-ду- 
гами? 

2.  К каким  типам  дуг  относятся  дуги  пассивных  двухполюсников  (элек- 
трических, механических,  пневматических)  при  условии,  что  их  уравнения 
не  должны  содержать  интегралов? 

3.  Определите  ранг  и дипломатическое 
число  графа  электрической  схемы  (рис.  121,  в) 
и запишите  уравнения  по  законам  Кирхгофа 
для  вершин  и контуров,  охватывающих  ячей- 
ки графа. 

4.  Определите  ранг  и дипломатическое 
число  графа  механической  схемы  (рис.  123,  в ) 
и запишите  уравнения  по  принципу  Даламбе- 
ра  для  вершин  и уравнения  из  условия  непре- 
рывности для  скоростей  по  контурам,  охваты- 
вающим ячейки  графа. 

5.  Постройте  граф  двойной  Г-схемы  (рис.  129).  Является  ли  получен- 
ный граф  плоским? 

6.  При  моделировании  человеческого  тела  используется  механическая 
модель,  изображенная  на  рис.  130.  Постройте  граф  этой  модели  с учетом  сил 
тяжести,  приложенных  к массам  частей  тела  и силы  /(/),  действующей  на  тело 
в сидячем  положении.  Определите  ранг  и цикломатическое  число  получен- 
ного графа. 


Ркс.  129.  Двойная  Т -схема. 
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7.  Постройте  схему  и граф  механической  системы  (рис.  131).  Масса 
■М ! подвешена  к пружине,  жесткость  которой  /Сх.  К массе  Мх  присоединен 
демпфер,  состоящий  из  катаракта,  пружины  и массы.  Шток,  на  нижний  конец 
которого  насажен  поршень  катаракта,  жестко  соединен  с массой  Мх.  Камера 
катаракта,  масса  которой  М2,  опирается  на  пружину  с жесткостью  К2-  Проти- 
воположный конец  этой  пружины  прикреплен  к поршню  катаракта.  Вязкое 
трение  в катаракте  характеризуется  сопротивлением  В*.  Верхнему  концу  пру- 
жины А'і  сообщается  возвратно- 
поступательное движение,  ско- 
рость которого  задается  функци- 
ей и(і). 


Рис.  130.  Механическая  модель 
человеческого  тела. 


Рис.  131.  Механичес- 
кая поступательная 
система. 


8.  На  рис.  132  дано  упрощенное  изображение  системы  подвески  авто- 
мобиля. Предполагается,  что  на  каждое  из  четырех  колес  действуют  одина- 
ковые усилия  ф(/),  и вибрации  происходят  в вертикальном  направлении. 
Параметры  компонент  указаны  на  рисунке.  Постройте  схему  и граф  этой 

системы. 

9.  Постройте  граф  гидравлической 
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Шина 
Колесо 


132.  Система  подвески 
автомобиля. 


изображенной 
Резервуар  . 


на  рнс.  133.  Три 

Уравнительная 
трубка 


~~~ 

Рис.  133.  Гидравлическая  система. 


участка  водопровода  характеризуются  гидравлическими  сопротивле- 
ниями /?1,  /?2>  К и инертностями  (индуктивностями)  Г-!,  Ь2,  Ад1  (влиянием 
остальных  участков  пренебрегаем).  Резервуар  и уравнительная  трубка  ха- 
рактеризуются соответственно  емкостями  С4  и С5.  Насос  является  источником 
разности  давлений  р{і),  а клапан  регулирует  поток  жидкости  по  закону 
§(/)  и может  рассматриваться  как  источник  потока.  Давление  в точках  а, 
/,  §,  Н одинаково  и равно  атмосферному  давлению. 

10.  Воспользовавшись  табл.  4,  запишите  нелинейные  и параметриче- 
ские соотношения  для  механических  и пневматических  двухполюсников  и 
дайте  им  соответствующие  истолкования. 
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4.  МНОГОПОЛЮСНЫЕ  КОМПОНЕНТЫ 


1.  Полюсный  граф  многополюсника.  Компонент,  имеющий 
т + 1 полюсов,  посредством  которых  он  может  объединяться  с дру- 
гими компонентами,  характеризуется  т независимыми  попереч- 
ными переменными  Иі,  Л 2.  ••->  Пт  и т независимыми  продольными 
переменными  |1(  |2.  Іт- 

Действительно,  с каждым  полюсом  связана  поперечная  пере- 
менная (рис.  134,  а),  но  поскольку  алгебраическая  сумма  попереч- 
ных переменных  равна  нулю, 
то  одна  из  них  зависима  и вы- 
ражается через  остальные  т 
переменных.  Каждая  про- 
дольная переменная  связана 
с парой  полюсов  и отобража- 
ется соответствующим  реб- 
ром. Совокупность  ребер  не- 
зависимых переменных  дол- 
жна образовать  дерево  на 
множестве  т + 1 полюсов 
многополюсника  (рис.  134,6). 

Любое  другое  ребро,  связы- 
вающее пару  каких-либо  по- 
люсов, образует  с совокуп- 
ностью ветвей  дерева  контур, 
и,  следовательно,  любая  дру- 
гая продольная  переменная 
может  быть  выражена  через 
некоторую  совокупность  т независимых  продольных  переменных. 

В качестве  стандартного  представления  совокупности  незави- 
симых переменных  многополюсника  удобно  принять  звездное  де- 
рево с центром  в некотором  полюсе,  называемом  базисным  (рис. 
134,  в).  Остальные  вершины  этого  дерева  соответствуют  т полюсам 
многополюсника  (кроме  базисного)  и нумеруются  порядковыми 
числами  от  1 до  т,  а базисному  полюсу  обычно  присваивается  обозна- 
чение 0.  Ветви  дерева  ориентируются  одинаково  относительно  ба- 
зисного полюса;  чаще  всего  они  направляются  к базисному  узлу, 
что  соответствует  направлению  поперечных  переменных  внутрь 
многополюсника  и продольных  переменных  — от  базисного  по- 
люса к соответствующим  полюсам  (рис.  134,  г).  Таким  образом, 
с каждым  небазисным  полюсом  связаны  продольная  и поперечная 
переменные,  которые  нумеруются  теми  же  числами,  что  и соответ- 
ствующий полюс,  и называются  полюсными  переменными. 

Звездное  дерево  с т ветвями,  направленными  к базисному 
полюсу  (рис.  134,  в),  представляет  собой  полюсный  граф  компоненты 


Рис.  134.  Представление  многополюсника! 

а — поперечные  переменные;  б — продольные 
переменные;  в — полюсный  граф;  з — попереч- 
ные и продольные  переменные,  соответствую- 
щие полюсному  графу. 


397 


с т + 1 полюсами.  Каждая  ветвь  этого  графа  характеризуется 
соответствующим  уравнением  системы  т уравнений,  связывающих 
независимые  поперечные  и продольные  переменные  многополюсной 
компоненты. 

Если  продольные  переменные  заданы  произвольным  деревом 
то  они  легко  могут  быть  выражены  через  полюсные  переменные! 

іак,  для  продольных  переменных  пятиполюсника  (рис  134  61  ппй 

базисном  узле  5 имеем:  ' ' н 


= ’з  — К ; Е,  = ?,'-! 


С Р ' р ' . ► >.  і 

’4  "1  » ?4 ^4  , 


где  полюсные  переменные  отмечены  штрихами. 

2.  Уравнения  многополюсника.  Для  описания  линейной  ком- 
поненты с т + 1 полюсами  используются  три  различные  формы 
соотношении,  называемых  полюсными  уравнениями.  Уравнения 
записанные  относительно  поперечных  переменных,  имеют  вид! 


Уі  = ^ 11-1  + У 12*2  + •••  +К 
7)2=  У«Е  1+  К22Е2+ Ь К 


1 Ш -9/77 

2т  *т 


Ут  — Утіп  + У /712*2  + 

или  в матричной  форме 


“Ъ  У тпЛп 


Уд  = Удід. 

Чд  = (іі.  ''Іа.  •••>  Ут)  вектор  поперечных  переменных;  = 
«а»  •••.  и)  — вектор  продольных  переменных  (оба  вектора 
входят  в уравнения  как  столбцевые  матрицы);  У „ — квадратная 
матрица  т-го  порядка  д дра  ная 


Уд 


У 11  ^ 12  • • • У 1т 

^ 21  У22  • • • У 2т 

У«1  Ут2  . . . У тт 


Уравнения, 
имеют  вид: 


записанные  относительно  продольных  переменных, 


Л — УцУі  + 212Т]2  + • • • + ту,„ 
^2  = ^21^1  + 222Т)2  + • • • + Т.2тУт 


Чт  - ІпѴПі  + 2т2Т)2  + • • • + УтШ7)т 

или  в матричной  форме 


^д  Уд7)  д. 
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где  2Д — квадратная  матрица  т- го  порядка 


2д  = 


2П  212 


2і  т 
2о/71 


22х  222 

_2т)  2т2  . . . 2шт_ 


Матрицы  Уд  и 2Д  однозначно  характеризуют  многополюсник 
относительно  принятой  нумерации  полюсов  и выделенного  базис- 
ного полюса  и являются  его  обобщенными  параметрами.  Они  свя- 
заны очевидными  зависимостями 

У д = 2~\  2Д  = У71. 


Ясно,  что  обе  матрицы  существуют  в случае,  когда  каждая 
из  них  неособенная.  Если  же  матрица  Уд  (или  2Д)  особенная, 
то  матрица  2Д  (или  Уд)  не  существует. 

В смешанной  (гибридной)  форме  часть  уравнений  выражены 
относительно  продольных  переменных,  объединенных  в вектор  |д, 
а остальная  часть  — относительно  продольных  переменных,  объе- 
диненных в вектор  г)д,  т.  е. 


Яц  Я12 
Я 25  Я 22. 


= Я д 


где  гибридная  матрица  Нл  записана  в блочном  виде  через  суб- 
матрицы Нп,  Я12,  Я21  и Я22.  Решив  это  уравнение  относительно 
векторов  т]д  и т]д,  получим 


и 

ІРІД, 

-ЯиНі.  _ 1Г^ 

Я 22 Я21ЯПЯ12  _^Д. 


что  равносильно  уравнению  -г)л  = Уд?д.  Таким  образом,  получаем 
соотношение  для  матрицы  Уд  через  блоки  матрицы  Яд: 


Уд 


я"1  _ -я111я12  _ 
я21яп  я 22  я21яи  я12 


Аналогично  для  матрицы  2 находим: 


2Д 


Я, 


- яі2я22’я 
-я221я21 


21  Я12Я22 


я 


— 1 


Дуга  полюсного  графа  многополюсника  описывается  тем  урав- 
нением, которое  представлено  относительно  связанной  с ней  попе- 
речной или  продольной  переменной  (в  первом  случае  она  относится 
к у-дугам,  а во  втором  — к г-дугам).  В отличие  от  уравнения  дуги 
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двухполюсной  компоненты,  правая  часть  уравнения  дуги  полюс- 
ного графа  многополюсника  может  содержать  любые  переменные, 
связанные  с дугами  этого  графа. 

г/„  Ниже  рассматриваются  полюсные  графы  и уравнения  наиболее 
часто  встречающихся  многополюсных  компонент. 

3.  Электронная  лампа.  Идеальный  электровакуумный  триод 
(рис.  135,  а)  в квазилинейном  режиме  без  сеточных  токов  при  вы- 
боре катода  в качестве  базисного  полюса 
представляется  полюсным  графом  с дву- 
мя дугами  (рис.  135,  б),  уравнения  кото- 
рых: 

Н = 0 ) 

і-2  ==  §11-^  ОіИ^  ) 

Рис.  13о.  Электронная  лампа  где  параметры  5 и Оі  называют  соответст- 
(а)  и ее  полюсным  граф  б).  г г „ „ , 

венно  крутизной  и внутренней  проводи- 
мостью. 

Дуга  1 полюсного  графа  отображает  двухполюсник  с бесконеч- 
но большим  сопротивлением  (разомкнутая  дуга)  и ее  роль  сводится 
к^  фиксированию  напряжения  и2  между  сеткой  и катодом  триода. 
Уравнение  дуги  2 можно  представить  в виде: 

и2—  д-  иі  + д-  І2  = — у-Щ  + Яіі, 

8 1 
где  [х  = д-  — статический  коэффициент  усиления;  Яс  — д — внут- 
реннее сопротивление. 


Рис.  136.  Схема  с электронными  лампами  (а)  и ее  граф  (б). 


Как  видно,  К-матрица  идеального  электровакуумного  триода 
является  особенной  (ее  первая  строка  состоит  из  нулевых  элементов) 


Кд  = 


О О 
5 О,]’ 


поэтому  2д-матрица  для  этого  многополюсника  не  существует. 

Граф  схемы  с электронными  лампами  (рис.  136,  а)  показан 
на  рис.  135,  б,  где  первый  триод  представлен  дугами  V и 2',  а вто- 
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рой  — дугами  Г и 2",  которые  выделены  жирными  линиями.  Дуги 
полюсных  графов  и источника  напряжения  имеют  строго  опреде- 
ленную ориентацию,  а дуги  пассивных  двухполюсников  ориенти- 
рованы произвольно. 

4.  Транзистор.  Уравнения  низкочастотного  транзистора 
(рис.  137,  а)  в квазилинейном  режиме  обычно  представляются  в трех 
формах: 


*1 

§п 

§ 13 

их 

іо 

§21 

§22. 

и2 

и1 

Гц 

Г 12 

к 

іі-і 

/21 

Г 22_ 

.к. 

их 

Лц 

Лі2 

к 

_*2  . 

к2і 

Л22 

и2 

Рис.  137.  Транзистор  (а)  и его  полюсные  графы  при  выборе 
в качестве  общего  полюса  эмиттера  (б),  базы  (в)  и коллектора  (г). 


Им  соответствуют  три  системы  параметров,  которыми  служат 
матрицы  г,  к этих  уравнений.  Переход  от  одной  системы  пара- 
метров к другой  осуществляется  на  основе  следующих  зависимостей: 


Ви 

§12 

1 

Г-22  Г 1 2 

1 

1 — Л12 

§21 

§22. 

“ /1 

—Г  21  Гц\ 

_ Кі 

Л 1 1 к\ 

- 

Г 11 

Г 12 

1 

§22  ^12 

1 

' \к\  к і2 

/21 

Г 22. 

~~  Гіі 

§21  §11. 

^22 

-Л, і і_ 

кп 

к 12 

і 

1 §12 

_ 1 

" \г  1 г и 

к2  і 

к-22 

~ 8і  1 

.§21  |?| 

г 12 

. Г-21  1 

» 

где  через  |§|,  \г\  и \к\  обозначены  определители  соответствующих 
матриц,  т.  е.  |^|  = §п§22  — §12§21  и т.  п. 

В зависимости  от  того,  какой  из  трех  полюсов  транзистора 
выбран  базисным  (общим),  имеем  три  типа  полюсных  графов:  с об- 


щіш  эмиттером  (рис.  137,  б),  с общей  базой  (рис.  137,  в)  и с об- 
щим коллектором  (рис.  137,  г).  Для  описания  дуг  каждого  из  этих 
полюсных  графов  пригодна  любая  из  трех  форм  уравнений.  Разуме- 
ется, численные  значения  параметров  для  различных  полюсных 
графов  отличаются  между  собой,  поэтому  параметры  отличают 
индексами  (э,  б,  к)  соответственно  схеме,  в которой  они  определены. 

Вид  графа  транзисторной  схемы  зависит  от  выбора  базисных 
полюсов  транзисторов.  Так,  для  схемы  (рис.  138,  а)  при  общей  базе 
для  первого  транзистора  и общем  эмиттере  для  второго  транзистора 
получаем  граф,  изображенный  на  рис.  138,  б (дуги  полюсных  гра- 
фов транзисторов  выделены  жирными  линиями). 

5.  Трансформатор.  Простейший  трансформатор  представляет 
собой  две  индуктивно  связанные  катушки  (рис.  139,  а),  полюсные 
уравнения  которых  в ли- 
нейном приближении  име- 
ют вид: 

«б  = ^ + М^ 

и = М — 4-  Ь — 

“2  — 1ѴІ  А*  ^2  Аі 


Рис.  139.  Трансформатор  (а),  его  полюсный 
граф  (б)  и идеальный  трансформатор  (в). 


где  и І2  — индуктив- 
ности катушек;  М — вза- 
имная индуктивность.  Величина  М входит  в эти  уравнения  со 
знаком  плюс,  если  токи  в катушках  одинаково  направлены  отно- 
сительно одноименных  полюсов,  и со  знаком  минус,  если  токи 
относительно  одноименных  полюсов  направлены  противоположно 
(одноименные  полюсы  обычно  отмечаются  жирными  точками). 

Представив  каждую  катушку  ее  полюсным  графом  (дугой),  по- 
лучим полюсный  граф  трансформатора,  который  состоит  из  двух 
топологически  несвязанных  дуг  (рис.  139,  б).  Полюсные  уравнения 
трансформатора  можно  представить  в операторной  форме  следую- 
щими способами: 


23 


рД  рМ 
рМ  рЬ2 


= к. 


н 

1 

' 1,  —м 

«1 

7 

«і 

м. 

р (6^2  — Л4а) 

—М  ьг  _ 

и2 

— 

«2. 

біЦ  — м2  м- 
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I, 


1 

рб  2. 


= Нп 


Квадратные  матрицы  Уд,  2Д  и Нд  в этих  уравнениях  являются 
обобщенными  параметрами  трансформатора.  Для  характеристики 
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трансформаторов  используются  также  две  величины  — коэффициент 
связи  к и коэффициент  трансформации  п,  выражаемые  соотноше- 
ниями: 


к = 


м , 
Ѵцг2’ 


п = 


Из  физических  соображений  следует,  что  к2  < 1,  В предельном 
(теоретическом)  случае  при  к 1 говорят  о полной  связи,  причем 
уравнения  трансформатора  преобразуются  к виду 


Ну 

0 п 

н 

і 2 

1 

— п ~~Г 

щ 

и представляют  собой  модель  совершенного  трансформатора.  Как 
видно,  в таком  трансформаторе  отношение  напряжений  равно  коэф- 
фициенту трансформации,  т.  е. 


и, 

и у = пи2\  --  = п. 
и2 

Аналогичное  соотношение  для  токов  имеет  место  при  условии 
р'[ф -*■  0,  т.  е.  І2  -*  оо.  Для  того,  чтобы  величина  п оставалась 

конечной,  необходимо  принять  также  ->  оо.  Тогда  і2  — — піѵ 
и уравнения  имеют  вид: 


и± 

0 

1  

Н 

_ Н . 

і 

о 

_^2. 

Компонент,  описываемый  этими  уравнениями,  называют  иде- 
альным трансформатором.  Его  можно  понимать  как  трансформа- 
тор с полной  связью  и бесконечно  большими  индуктивностями, 
отношение  которых  конечно  и равно  п2.  Условное  обозначение 
идеального  трансформатора  показано  на  рис.  13Э,  в.  Его  полюс- 
ный граф  имеет  тот  же  вид,  что  и в общем  случае  (рис.  139,  б),  но 
уравнения  могут  быть  представлены  только  в смешанной  форме. 
Поэтому  в полюсном  графе  идеального  трансформатора  дуга  1 явля- 
ется г-дугой,  а дуга  .?  — у- дугой. 

В общем  случае  произвольного  числа  гп  индуктивно  связанных 
двухполюсников  их  уравнения  записываются  в виде: 


Ііу 

2п 

2і2  . 

. . 2і  т 

и2 

= 

22і 

222  . 

• • 22т 

Мт  _ 

_7-т\ 

2т2  • 

• %тт_ 

где  2ц  = рЬц,  причем  Ьц  — собственные  индуктивности  и 
Ьц(і  ф /)  — взаимные  индуктивности  двухполюсников. 
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Полюсный^граф  схемы  с двухполюсниками  при  наличии  индук- 
тивных связей  между  ними  строится  так  же,  как  и для  обычных 
схем  без  индуктивных  связей,  т.  е.  каждый  двухполюсник  представ- 
ляется дугой,  и соединения  дуг  в графе  соответствуют  соединениям 
двухполюсников  в схеме.  Единственное  различие  состоит  в том,  что 
граф  схемы  с индуктивными  связями  может  быть  несвязным. 

6.  Механические  многополюсники.  Изложенный  метод  пред- 
ставления многополюсных  компонент  применим  к системам  любой 
физической  природы.  Ниже  приводятся  полюсные  уравнения  и по- 
люсные графы  простейших  механических  многополюсников. 


т, 


Рис.  140.  Рычаг  (а)  и егѳ  полюсный 
граф  (б). 


Рис.  141.  Зубчатая  пере* 
дача  (а)  и ее  полюсный 
граф  (б). 


Рычаг  (рис.  140,  а)  при  малых  перемещениях  представляется 
полюсным  графом  (рис.  140,  б)  и описывается  уравнениями 


и — м + «21/2 + «зі/з 

^21*^1  * 

Хд  = «ЗХ^х 

где  /і>  / 2>  /з  — силы;  хъ  х2,  х3  — перемещения  в точках  а,  Ь,  с 
рычага,  М масса,  приведенная  в точке  а\  пп , п31  — отношения 
плеч  рычага: 

К Ы 

«2і  = г ; п31  = л . 

Ч Ч 

Зубчатая  передача  (рис.  141,  а)  представляется  полюсным 
графом  (рис.  141,  б)  и описывается  следующими  полюсными  урав- 
нениями: 


р,  — (Ві  + п\хВ2)  ~|а  ф-  (тх  + п2п т2)  + п 


12іл2 


Ъ = —«12?! 


где  рь  рг  — моменты  и фх,  <р2  — углы  поворота  первого  и второго 
валов;  Ви  В2  — крутильные  сопротивления  и Тх,  тг  — моменты 
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инерции  валов;  п12  — передаточное  число,  равное  отношению  коли 
чества  зубьев  шестерен: 


Натяжной  ролик,  (рис.  142,  а)  преобразует  вращательное  дви- 


а оЬ 


с А 


ъс 


////////////Ш 

а п 

Рис.  142.  Натяжной  ролик 
(а)  и его  полюсный  граф  (б). 


полюсный  граф  (б). 


отдельных  дуг  (рис.  142,  б).  Полюсные  уравнения 
лика  записываются  в виде: 


*2  = Г'Н 


■ги 


натяжного  ро- 


ще В — крутильное  сопротивление;  т — момент  инерции  и г — 
радиус  ролика. 


Рис.  144.  Механическая  система  с многополюсными  компо- 
нентами (а)  и ее  граф  (б). 


Блок  (рис.  143,  а),  характеризующийся  массой  М,  моментом 
инерции  т,  радиусом  г и сопротивлением  трения  В,  представляется 
полюсным  графом  с тремя  дугами  (рис.  143,  б)  и описывается  систе- 
мой уравнений: 


/і  = 


В ах,  , т Рхх  , , в_^1__(м+Л^ 
г*  йі  \т  ^ н>  СІВ 


г В ііхі 

<3  = — 7 


+ 


= — хх  + 2х3 


^3  0(  А - М — 

сІВ 


, и'2х3 
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гДе  Іи  /а.  Із  — силы,  приложенные  в точках  а,  Ь,  с;  хх,  х2,  х3  — 
перемещения  этих  точек. 

На  рис.  144  изображена  схема  с механическими  многополюсни- 
ками п ее  граф.  Рычаг  Рх  представлен  на  графе  дугами  Г и 2',  а ры- 
чаг Р2  — дугами  Г и 2"  (эти  дуги  выделены  жирными  линиями). 

7.  Дифференциальный  редуктор.  В качестве  примера  враща- 
тельного механического  многополюсника  рассмотрим  дифферен- 
циальный редуктор,  называемый  обычно  дифференциалом 
(рис.  145,  а).  Его  полюсами  являются  три  вала,  которые  осу- 
ществляют связь  с другими  компонентами.  Скорость  ыс  пропор- 
циональна разности  скоростей  соа  и соь,  т.  е.  со,  = п( ю0  — соД. 
Коэффициент  пропорциональности  п определяется  соотношением 
между  числом  зубьев  конических  зубчатых  колес. 


а 

Рис.  145.  Дифференциал  (а), 


7777777777 


б в 

его  кинематическая  схема  (б)  и полюсный 
граф  (в). 


Кинематическая  схема  дифференциала  показана  на  рис.  145,  б, 
а его  полюсный  граф  — на  рис.  145,  в.  Для  вывода  полюсных  урав- 
нений воспользуемся  соотношениями  динамики  для  трех  валов 
(без  учета  трения  в подшипниках  и упругости  валов): 


'чг 


Ві 


в; 


Т (Ііііп 


где  У2>  ^9  — моменты  инерции  валов  вместе  с насаженными  на 
них  коническими  шестернями  (У3  учитывает  также  момент  инерции 
непосредственно  сцепленной  с валом  с части  дифференциала);  рь 
Щ,  Вз  — внешние  вращающие  моменты;  р — эквивалентный  момент 
нагрузки,  приложенный  к первому  валу  со  стороны  дифферен- 
циала. 

Соотношение  для  угловых  скоростей  при  выбранном  положи- 
тельном направлении  со  (рис.  145,  а)  имеет  вид  со3  = — п(со1  -(-  о>2). 
Подставляя  значение  со3  в последнее  выражение,  находим 

В = пЧ  з + ^г)  + ^ 
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Заменив  в первых  двух  соотношениях  р через  полученное  выра- 
жение и присоединив  соотношение  для  угловых  скоростей,  по- 
лучим полюсные  уравнения  дифференциала  в виде: 

Рі  ==  (•/ 1 + пУ3)  ^ + пЧ з ^ + лр,; 

^ + (У,  + лѴз)  5?  + яр,; 

о)3  = - — Пш1  — П и>2. 


Им  соответствует  матричное  уравнение  в операторной  форме: 


р(/д  + пЧ3) 

рп2^  з 

п 

“і 

Р-2 

= 

рпЧ3  р(Уа  + /гѴ3) 

п 

ш2 

_ ш3  _ 

— п 

— п 

0_ 

_ Рз_ 

где  квадратная  матрица  третьего  порядка  является  гибридной 
матрицей  дифференциала.  Как  видно,  полюсные  уравнения  нельзя 
представить  относительно  моментов,  и,  следовательно,  матрица 
Кд  для  дифференциала  не  существует.  Они  могут  быть  преобразо- 


/ 


е 


Г 


ваны  к уравнениям  для  уг- 
ловых скоростей,  но  тогда 
матрица  2Д  будет  содержать 
интегральные  операторы. 

8.  Двигатель  постоянного 
тока.  При  рассмотрении  си- 
стем с электромеханическим 
преобразованием  энергии  в (г 
качестве  многополюсных  ком-  с°- 
понент  фигурируют  электри- 
ческие машины.  Они  обычно 
представляются  несвязными 
полюсными  графами,  а их 

полюсные  уравнения  выражают  зависимости  между  электрическими 
и механическими  величинами. 

Одним  из  наиболее  простых  примеров  электрических  машин 
является  двигатель  постоянного  тока  (рис.  146,  а).  Он  представля- 
ется полюсным  графом  (рис.  146,  б),  дуги  которого  соответствуют 
обмотке  возбуждения,  электрическому  входу  и механическому 
выходу.  Полюсные  уравнения  двигателя  имеют  вид: 


а О 

Рис.  146.  Двигатель  постоянного  тока  (а) 
и его  полюсный  граф  (б). 


иі  — ^іН  + 

и 2 = С(І)3І1  + ^2*2  + ^2  ■ > 

ІХ3  = 0ІД<2  + йсоз  + У 
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где  7?!,  7,!  — сопротивление  и индуктивность  обмотки  возбуждения; 
Яо,  7-2  — сопротивление  и индуктивность  цепи  якоря;  О — коэф». 
фициент,  зависящий  от  параметров  машины.  Два  из  этих  уравнений 
нелинейны,  так  как  в них  входят  произведения  переменных. 

В частном  случае,  при  постоянном  напряжении  возбуждения 
(иі  ~ сопзі)  и отсутствии  реакции  якоря,  ток  возбуждения  также 
постоянен  (іх  = і о).  Уравнения  становятся  линейными  и в матрич- 
ной форме  принимают  вид: 


«2 

Я-2  + рТ-2 

Сі0 

*2 

Из. 

. — 1 й1о 

В + р/ 

0)3 

Соответственно  двигатель  представляется  четырехполюсником, 
и его  полюсный  граф  содержит  только  дуги  2 и 3. 

9.  Гидромеханические  мко- 


Жидкость 

Высокого 

давления 


11 


а о 


ІПТ 


а 


ь 

У////////Л 


ь 


Со 


Рис. 


147.  Управляющий  золотник  (а) 
его  полюсный  граф  (б). 


гополюсиики.  В технике 
широко  используются  раз- 
личные гидромеханические 
системы  в качестве  исполни- 
тельных механизмов,  усили- 
телей, гидроприводов  и т.  п. 
Их  можно  также  рассматри- 
вать как  соединение  много- 
полюсных компонент.  Приве- 
дем некоторые  примеры  гидромеханических  многополюсников. 

Управляющий  золотник  (рис.  147,  а)  представляет  собой  много- 
полюсник с механическим  входом,  характеризующимся  силой  /х  и 
перемещением  х1г  и гидравлическим  выходом,  характеризующимся 
разностью  давления  р2  и объемным  потоком  жидкости  Полюс- 
ный граф  (рис.  147,  б)  состоит  из  двух  дуг,  первая  из  которых  отобра- 
жает механический  вход,  а вторая  — гидравлический  выход. 
Полюсные  уравнения  управляющего  золотника  имеют  вид: 


/і 

8г 


7,  + в^  + ж.а;  о 


■сіі 

ко 


Хі 

Рг 


где  В1  и Мх  — соответственно  вязкое  сопротивление  и масса  золот- 
никового поршня;  Т?2  — гидравлическое  сопротивление;/^  и к21 — - 
коэффициенты,  определяемые  из  эксперимента. 

Силовой  цилиндр  (рис.  148,  а)  служит  для  преобразования  гид- 
равлического давления  в механическую  силу.  Дуги  полюсного  гра- 
фа (рис.  148,  б)  соответствуют  гидравлическому  входу  (объемный 
поток  и давление  рх)  и механическому  выходу  (сила  /г  и переме- 
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щение х2  поршня).  Полюсные  уравнения  силового  цилиндра  можно 
представить  в виде: 


ёі 

0 

і Рі 

Л 

-5  Вш*+Мш*_ 

! 

[*2_ 

г 

1 

4- с . 

"—г — 

1 — 

а 

Ѵ////М 


а 


I 


Ь о 


с 


•іі 


где  5 — площадь  поршня;  В2  и М2  — соответственно  вязкое  со- 
противление и масса  поршня. 

Управляющий  золотник  и силовой  цилиндр  образует  совместно 
гидравлический  исполнительный  механизм  (рис.  149,  а),  позволяю- 
щий при  небольших  управляющих 
усилиях  и перемещениях  на  входе 
золотника  получать  значительные 
силы  и перемещения  на  выходе  си- 
лового цилиндра.  Необходимая 
для  этого  энергия  поступает  от 
внешнего  источника  давления  гид- 
равлической системы.  Граф  гид- 
равлического исполнительного  ме- 
ханизма (рис.  149,  б)  получается  объединением  полюсных  графов 
его  компонентов  (дуги  управляющего  золотника  отмечены  штрихом, 
а дуги  силового  цилиндра  — двумя  штрихами). 

Гидравлический  исполнительный  механизм  также  можно  рас- 
сматривать как  многополюсный  компонент  с механическим  входом 
(/1;  лу)  и выходом  (/2,  х2)  и представить  соответствующим  полюсным 
графом  (рис.  149,  в).  Исключая  из  уравнений  золотника  и силового 


Рис. 


148.  Силовой  цилиндр  (а)  и его 
полюсный  граф  {б). 


Рис.  149.  Гидравлический  исполнительный  механизм  (а)  и его  графы 

(б,  в). 


цилиндра  переменные  ^4  = §2  и Рі  = Рг>  получаем  полюсные 
уравнения,  соответствующие  этому  графу: 


п 

А 

+ &і  ер  + 


■ Л2 


О 

(-^  + Ва)|  + м/~ 
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Рис.  150.  Гидроусилитель  (а)  и его 
полюсный  граф  (б). 


В гидроусилителе  (рис.  150,  а)  гидравлический  механизм  ис- 
пользуется совместно  с рычагом  в качестве  обратной  связи  между 
входом  и выходом,  которая  обеспечивает  автоматическое  закрыва- 
ние золотника,  когда  силовой 
поршень  занимает  требуемое 
положение.  В полюсном  графе 
гидроусилителя  (рис. 150,  б)  ду- 
ги 1'  и 2'  изображают  гидравли- 
ческий механизм,  дуги  1 " и 
2"  — рычаг,  а дуги  1 и 2 — со- 
ответственно входное  и выходное 
усилия. 

10.  Схемные  модели  многопо- 
люсных компонентов.  Один  из 
распространенных  методов  представления  многополюсных  компо- 
нентов основан  на  использовании  их  схемных  моделей,  состоящих 
из  двухполюсников  и называемых  часто  схемами  замещения  или 
эквивалентным  и схемам  и.  Вид 
схемной  модели  компонента 
зависит  от  режима  его  работы, 
требуемой  точности  описания 
его  свойств  и поставленной 
задачи. 

В качестве  примера  на  рис. 

151  показаны  две  схемные 
модели  транзистора.  Одна  из 
них  (рис.  151,6)  является  вы- 
сокочастотной моделью  в ква- 
зилинейном режиме  (при  сла- 
бых сигналах).  Она  содержит 
линейные  резистивные  и ем- 
костные двухполюсники  и 
источник,  ток  которого  / = §и 
линейно  зависит  от  напряже- 
ния и между  узлами  Ь и э. 

Модель  Эберса — Молла  (рис. 

151,  в)  представляет  транзи- 
стор в режиме  больших  сигна- 
лов и содержит  нелинейные 
емкости  (Скб,  Сэб,  Скд,  Сэд) 
и резисторы  ( Дк , Дэ),  а так- 
же источники,  токи  которых 

выражаются  через  токи  і'к  и із  посредством  коэффициентов  а,ѵ  и ос/. 

Характерной  особенностью  схемных  моделей  многополюсных 
компонентов  является  наличие  в них  зависимых  источников,  токи  или 


Ркс.  151.  Схемные  модели  транзистора 
(а),  высокочастотная  модель  в квазили- 
нейном режиме  (б)  и нелинейная  модель 
Эберса — Молла  (в) 
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напряжения  которых  могут  зависеть  от  токов  или  напряжений 
в любой  части  схемы.  На  рис.  152  показаны  четыре  основные  типа 
зависимых  источников:  источники  тока,  управляемые  током  (рис. 
152,  а)  или  напряжением  (рис.  152,  б),  и источники  напряжения, 
управляемые  током  (рис.  152,  в)  или  напряжением  (рис.  152,  г). 
Величины  а,  §,  г,  р,  являющиеся  коэффициентами  пропорциональ- 
ности в уравнениях  зависимых  источников,  называют  управля- 
ющими параметрами. 
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Рис.  152.  Типы  зависимых  источников  (а,  б,  в,  г)  и их  полюсный  граф  (о). 


Полюсный  граф  зависимого  источника,  в отличие  от  обычного 
двухполюсника,  состоит  из  двух  дуг  (рис.  152,  д).  Первая  из  них 
отображает  величину  (ток  или  напряжение),  которая  управляет 
зависимым  источником  и называется  управляющей  дугой.  Вторая 
поедставляет  собственно  источник  и называется  управляемой  дугой. 
Чаще  всего  управляющие  величины  связаны  с некоторыми  двух- 
полюсниками схемы  (например,  величину  и на  рис.  151,  б можно 
рассматривать  как  напряжение  на  двухполюсниках  Свэ  или  гвэ, 
а управляющие  токи  і'к  и і'ъ  на  рис.  151,  в — как  токи  двухполюс- 
ников Дк  и Д э).  В таких  случаях  роль  уп- 
равляющей дуги  играет  дуга  того  двухпо- 
люсника, ток  или  напряжение  которого 
управляет  зависимым  источником. 

В общем  случае  управляющие  величины 
фиксируются  в полюсном  графе  коротко- 
замкнутыми  (для  тока)  и разомкнутыми  (для 
напряжения)  дугами.  Аналогичные  дуги  можно  вводить  в полюсный 
граф  для  фиксации  любых  токов  и напряжений,  непосредственно  не 
связанных  с компонентами,  но  представляющих  интерес  при  ана- 
лизе системы  (например,  входные  и выходные  величины,  напряже- 
ние между  любой  парой  узлов,  ток  в любом  проводнике  и вообще 
любая  искомая  величина).  Если  требуется  выделить  фиксирующие 
дуги,  то  для  них  используются  специальные  обозначения  (рис.  153), 
причем  направление  дуги  всегда  совпадает  с направлением  тока 
(поперечной  величины). 

Короткозамкнутая  управляющая  (или  фиксирующая)  дуга  опи- 
сывается уравнением  и = 0 и поэтому  всегда  является  г-дугон. 
Разомкнутая  управляющая  (или  фиксирующая)  дуга  описывается 


а о 

Рис.  153.  Условные  обо- 
значения короткозамк- 

нутой (а)  и разомкнутой 
(б)  дуг. 
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уравнением  г = 0 и относится  к у- дугам.  Управляемые  дуги  зави- 
симых источников  тока  в соответствии  с их  уравнениями  г2  = 
= аі1  или  і2  — §их  являются  у- дугами,  а управляемые  дуги  зави- 
симых источников  напряжения  в соответствии  с уравнениями  и2  = 
= гіх  или  м2  = \шх  являются  2-дугами. 

Представление  многополюсных  компонентов  схемными  моде- 
лями применимо  не  только  к электронным,  но  и к другим  системам, 
а изложенные  здесь  положения  распространяются  на  них  по  ана- 
логии. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Выразить  продольные  переменные  пятиполюсника  (см.  рис.  134,  6) 
через  полюсные  переменные  при  условии,  что  в качестве  базисного  узла  вы- 
бран узел  3. 

2.  Изменится  ли  полюсный  граф  многополюсника  при  изменении:  а)  фор- 
мы уравнений  многополюсника;  б)  базисного  полюса? 

3.  Какие  дуги  полюсного  графа  системы  с многополюсными  компонен- 
тами имеют:  а)  фиксированные  направления;  б)  произвольные  направления? 

4.  К какому  типу  (у,  г,  ш)  относятся  дуги  полюсного  графа  электрова- 
куумного триода? 


К2  КЗ 


Рис.  154.  Схема  с индуктивными 
связями. 


а 


Рис.  155.  Механическая 
система  с многополюс- 
ными компонентами. 


5.  К какому  типу  относятся  дуги  полюсного  графа  транзистора  при 
условии,  что  он  описывается:  а)  /"-параметрами;  б)  ^-параметрами;  в)  Л-пара- 
метрами? 

6.  Значения  //-параметров  транзистора  в схеме  с общей  базой  следующие: 
/г11б  = 62  Ом.  /г12б  = 0,5  Ю~3Ом;  /і2І6  = —0,970м;  /г22б  = Ю~вОм.  Опре- 
делите ^-параметры  и /"-параметры  в схеме  с общей  базой,  воспользовавшись 
зависимостями,  приведенными  в (4.4). 

7.  Покажите,  что  /"-параметры  транзистора  в схемах  с общим  эмиттером 
и общим  коллектором  выражаются  через  /"-параметры  в схеме  с общей  базой 
зависимостями: 


Ніб  Г11б  г12б 

г\\б  — л21б  г11б  гІ2б  г21б  + Г22б]  ’ 

г -гФ  г гФ  ггФ 

.Г ъф  Г Чф  ГХФ  ~ Г іФ  Г2\6  ^22б_ 
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Воспользовавшись  этими  зависимостями,  определите  численные  значе- 
ния /--параметров  в схемах  с общим  эмиттером  и общим  коллектором  по  зна- 
чениям /--параметров  в схеме  с общей  базой,  полученным  в задаче  6. 

8.  Постройте  графы  транзисторной  схемы  (см.  рис.  138,  а)  при  следую- 
щих вариантах  выбора  базисных  полю- 
сов транзисторов: 


й 


К 


АЛ 


АЛ» 

Насос 
( р=сотІ ) 


% 


а)  Л с общим  коллектором  и Т2  с 
общей  базой; 

б)  Тх  с общей  базой  и Т2  с общим 
коллектором; 

в)  Т1  и Г2  с общим  эмиттером.  д 

9.  Постройте  граф  схемы  с индук- 
тивными связями  (рис.  154)  и запишите 
уравнения  индуктивно  связанных  двух- 
полюсников. 

10.  Постройте  граф  механической  — 
системы  (рис.  155),  использовав  полюс- 
нбіе  графы  рычага  и блока. 

11.  Постройте  граф  гидравлической 
системы  (рис.  156)  при  условии,  что 
заданных  потоках  §а, 

12.  Постройте  графы  схемных  моделей  транзистора  (см.  рис 
и укажите,  какие  из  дуг  имеют  фиксированные  направления. 

13.  В графы,  построенные  в задаче  12,  введите  разомкнутые  и коротко- 
замкнутые  управляющие  дуги.  Сформулируйте  правило  выбора  направлений 
управляющих  дуг. 


Водоем 

Рис.  156.  Гидравлическая  система, 
насос  создает  постояннее  давление  в 

151,  б , в) 


5.  СИСТЕМЫ  КООРДИНАТ 


1.  Математические  модели  физических  систем.  При  построе- 
нии математической  модели  физической  системы  исходные  данные 
должны  содержать  сведения  о структуре  системы  и свойствах  вхо- 
дящих в нее  компонентов.  Полюсный  граф  совместно  с уравнениями 
связей  позволяет  получить  зависимости  между  переменными,  кото- 
рые связаны  с выбранной  надлежащим  образом  совокупностью  неза- 
висимых сечений  и контуров.  Эти  зависимости  отражают  структур- 
ные свойства  системы  и называются  топологическими  уравнениями, 
причем  сечения  и контуры  играют  роль  системы  координат,  в ко- 
торой представляется  математическая  модель.  Совокупность  по- 
люсных уравнений,  связывающих  переменные  отдельных  компонен- 
тов, составляет  компонентные  уравнения. 

Топологические  и компонентные  уравнения  дают  полное  описа- 
ние системы  и путем  их  преобразования  можно  получить  математи- 
ческие модели  различных  типов.  Естественно  стремление  к таким 
моделям,  которые  содержат  возможно  меньшее  число  переменных, 
наиболее  удобны  по  форме  и требуют  минимальных  усилий  при  их 
построении. 

Часто  имеется  возможность  сформировать  математическую  мо- 
дель в однородной  системе  координат,  в качестве  которых  высту- 
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пают  сечения  или  контуры.  Соответственно  получаем  уравнения 
сечений  и уравнения  контуров.  Однако  в общем  случае  прихо- 
дится прибегать  к неоднородным  системам  координат,  когда  пе- 
ременные связаны  как  с контурами,  так  и с сечениями.  Система  ко- 
ординат называется  сокращенной,  если  используется  только  часть 
сечений  и контуров  полюсного  графа. 

В результате  целенаправленного  преобразования  топологичес- 
ких и компонентных  уравнений  получаем  систему  уравнений,  ко- 
торую можно  представить  в матричной  форме  следующим  образом: 

\ѴХ  = (рР. 


Иіс.  157.  Преобразование  исходных  данных  к математическим  моделям 

системы. 


Квадратная  матрица  \Ѵ  и матрица  ф,  элементы  которых  выра- 
жаются через  параметры  компонентов  и интегродифференциаль- 
ные  операторы,  полностью  определяют  систему  уравнений  относи- 
тельно вектора  переменных  X.  Вектор  Р содержит  в качестве  своих 
компонент  заданные  функции,  характеризующие  независимые 
источники. 

Решение  уравнения  \ѴХ  — (}Р  относительно  вектора  X позволяет 
получить  совокупность  независимых  переменных,  через  которые 
определяются  и любые  другие  переменные,  характеризующие  состоя- 
ние системы.  Часто  возникает  задача  представления  модели  физи- 
ческой системы  относительно  ее  сторон  — входов  и выходов. 
Тогда  уравнение  \ѴХ  — С}Р  преобразуется  к такому  виду,  чтобы 
оно  содержало  только  входные  и выходные  переменные,  а осталь- 
ные переменные  были  исключены. 

Если  требуется  получить  математическую  модель  в дифферен- 
циальной форме,  то  необходимо  обеспечить  такую  процедуру  ее  фор. 
мпрования,  чтобы  матрица  V/  не  содержала  интегральных  опера- 
торов. Обычно  эта  цель  достигается  в неоднородных  системах 
координат  или  принимаются  какие-либо  специальные  методы  пре- 
образования полюсных  графов  и полюсных  уравнений  компонен- 
тов системы.  Уравнение  ѴРХ  — С}Р  в дифференциальной  форме 
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может  быть  преобразовано  в уравнение  переменных  состояния 
(3.8.  2),  которое  для  линейной  системы  имеет  вид: 

Ш = + Ву- 

где  х — вектор  переменных  состояния  и ѵ — задающий  вектор, 
связанные  между  собой  матрицами  А и В. 

Общая  процедура  преобразования  исходных  данных  к математи- 
ческим моделям  системы  показана  на  рис.  157. 

2.  Топологические  уравнения.  Уравнения  связей  (3.2)  для 
вершин  (р,  д)-графа  можно  записать  в матричной  форме 

‘^о'Пд  = 

где  Ап  — сокращенная  матрица  инцидентности  (2.2);  тід  = (т^, 
гі2 7]д)  — вектор  поперечных  величин  дуг  графа. 

Действительно,  строка  матрицы  А0,  соответствующая  неко- 
торой вершине,  содержит  элементы  ±1  в столбцах  инцидентных 
этой  вершине  дуг,  а знак  учитывает  направление  дуги  относительно 
вершины.  Произведение  строки  на  вектор  % дает  соответствующее 
уравнение  связи,  причем  написанное  выше  уравнение  представляет 
р — 1 таких  уравнений,  и все  они  независимы.  Ясно,  что  замена 
матрицы  А0  матрицей  сечений  П не  нарушает  равенства.  Поэтому 
уравнения  связей  для  независимых  сечений  в матричной  форме  имеют 
вид: 

Пт)д  = 0. 

Аналогично  уравнение  связей  для  д — р + 1 независимых 
контуров  получим  как  произведение  матрицы  контуров  Р на  век- 
тор продольных  переменных  дуг  |д  = (^,  ...,  |„),  т.  е. 

Р^д  = 0. 


Уравнения  связей  для  поперечных  и продольных  переменных 
относительно  сечений  и контуров  образуют  совокупность  тополо- 
гических уравнений.  Если  дуги  графа  упорядочены  так,  что  сначала 
следуют  ветви  фундаментального  дерева,  а за  ними  хорды,  то  в си- 
стеме сечений  и контуров,  определяемых  этим  деревом,  топологи- 
ческие уравнения  запишутся  следующим  образом: 


[1  тс] 


71  Т 

.V 


= 0;  [Р  1] 


= 0, 


где  переменные  ветвей  дерева  отмечены  индексом  Т,  а переменные 
хорд  — индексом  N . Выполнив  умножение  блочных  матриц  и век- 
торов, получим 

’Пт  + г=0;  р'г  + ^ѵ  = 0’ 
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откуда  на  основании  (2.10) 


Чт  = — ' = Р'Ѵ»  ^ = — Р Ьт  = тЛг 


Полученные  соотношения  показывают,  что  поперечные  вели- 
чины дерева  выражаются  через  поперечные  величины  дополнения, 
а продольные  величины  дополнения  — через  продольные  величины 
дерева.  Таким  образом,  из  2д  переменных  топологически  независи- 
мыми являются  только  р — 1 поперечных  ид  — р - Т 1 продольных 
переменных,  т.  е.  всего  д величин.  Остальные  д переменных  легко 


определяются  с помощью 
л или  р.  Из  выражений 


і и,іл 


•*Ід  ; 


7]г 

% 


= 


V 

\ 

1. 

следуют  важные  формулы: 

“Чд^Р'Ѵ  ^д=П%~ 

Рассмотрим  в качестве  примера 
граф  транзисторной  схемы  (см. 
рис.  138,  б),  в который  введена  до- 
полнительная разомкнутая  дуга  ф 
для  фиксации  напряжения  между 
вершинами  Ъис  (рис.  158).  Системы 
независимых  сечений  и контуров 
определяются  выбранным  фундаментальным  деревом  (ветви  выде- 
лены жирными  линиями).  При  этом 


Рис.  158.  Граф  транзисторной  схе 
мы  с разомкнутой  дугой  (2,  фикси 
рующей  искомое  напряжение. 
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Топологические  уравнения  в Еыбранной  системе  координат  имеют 


вид: 
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Зависимости  между  переменными  выражаются  соотношениями: 
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3.  Компонентные  уравнения.  В зависимости  от  того,  какая  пере- 
менная (поперечная  или  продольная)  дуги  выражается  ее  полюс- 
ным уравнением  через  другие  переменные,  множество  дуг  полюсных 
графов  компонентов  разбивается  на  у- дуги  и г- дуги  (3.  2).  Соответ- 
ственно разбиваются  и векторы  поперечных  и продольных  пере- 
менных: г}х  — (і]у,  х\7)  и = (Еу,  1г).  Следует  обратить  внимание 
на  то,  что  в отличие  от  векторов  і1д  и Ед  векторы  г\х  и Ех  содержат 

переменные,  связанные  не  со  всеми  дугами  графа,  а только  с дугами 
полюсных  графов  компонентов. 

В общем  случае  следует  считать,  что  поперечные  переменные 
у-дуг  и продольные  переменные  г-дуг  могут  выражаться  через  лю- 
бую совокупность  переменных.  Поэтому  компонентные  уравнения 
в матричной  форме  имеют  следующий  вид: 


Уу  = У&у  + + Л^у  + Ѵ^г; 

^ г = + 2дт ]г  ф-  2дТ)у  + М^г. 

Входящие  в эти  уравнения  матрицы  определяются  на  основании 
полюсных  уравнений  компонентов  рассматриваемой  системы.  Ком- 
понентные уравнения  можно  представить  и в неявной  форме 


где  V - [Ке,  ѴГі]  — матрица  размера  дх  х 2дх,  если  под  дх  пони- 
мать число  дуг  полюсных  графов  компонентов. 

Независимые  источники,  характеризуемые  заданными  попереч- 
ными 1 1(1)  и продольными  е(і)  величинами,  относятся  соответственно 
к /-дугам  и е-дугам  и представляются  уравнениями: 

Ъ =»(0;  6в  = е(/). 

Разомкнутые  дуги  описываются  уравнением  ц = 0.  Их  можно 
рассматривать  либо  как  источники  с нулевыми  значениями  попе- 
речных величин,  либо  как  резистивные  //-дуги  с нулевой  проводи- 
мостью. Короткозамкнутые  дуги  описываются  уравнением  Е = 0. 
Их  можно  рассматривать  либо  как  источники  с нулевыми  значе- 
ниями продольных  величин,  либо  как  резистивные  г-дуги  с нуле- 
вым сопротивлением. 

Запишем,  например,  компонентные  уравнения  дуг  графа  рис.  1 58. 
Пусть  резистивные  двухполюсники  представлены  их  сопротивле- 
ниями Я-г,  Я з и Я4,  уравнения  транзистора  77  выражены  че- 
рез //-параметры  (дуги  1'  и 2'),  а уравнения  транзистора  Т2  — 
через  //-параметры  (дуги  1"  и 2"),  т.  е. 
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На  основе  этих  соотношений  имеем: 
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Как  видно,  в рассматриваемом  примере  матрицы  N д,  У'а,  ё'я, 
Мя  оказались  нулевыми. 

В неявной  форме  компонентные  уравнения  представляются  мат- 
рицей: 
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Дуга  Е независимого  источника  напряжения  описывается 
уравнением  иЕ  = е(1),  а разомкнутая  дуга  С },  фиксирующая  напря- 
жение между  вершинами  Ь и с, — уравнением  іо  = 0. 

4.  Уравнения  сечений.  Если  все  дуги  полюсных  графов  компо- 
нентов можно  представить  как  у- дуги,  поперечные  переменные 
которых  выражаются  через  продольные  переменные, то  компонент- 
ные уравнения  упрощаются  к виду: 

% = У&у. 


14 


419 


Представим  матрицу  сечений  как  П = [Пу.ГГД,  где  субматрицы 
Ну  и П/  соответствуют  столбцам  у- дуг  и задающих  источников 
поперечных  величин,  т.  е.  /-дуг  (предполагается,  что,  задающие 
источники  продольных  величин  отсутствуют).  Топологическое  урав- 
нение запишется  следующим  образом: 


Шѵ,  П,] 


% 

_ѵ 


= 0, 


откуда  получаем  Пут]у  = — Пут]^  пли  П уУціу  = — Пу&.  Подставив 
%у  = П *у%т,  приходим  к уравнениям  сечений  в матричной  форме 

(ПуУДПу)  ;г  = — Пуг). 


ИЛИ 

пт  = ^. 

Здесь  V"  = ПуК дПк  п ^ — — Пу& — матрично-векторные  пара- 
метры математической  модели  в однородной  системе  координат  (сече- 
ний). Определив  из  этого  уравнения  вектор  продольных  переменных 
дерева  \г,  остальные  переменные  можно  найти  по  формулам  (■  = 
— к'і].  и т)у  = Уд$у.  Так  как  число  независимых  сечений  графа 
ѵ = Р — к,  то  матричное  уравнение  сечений  соответствует  ѵ ска- 
лярным уравнениям. 

Входящие  в выражения  для  К и У матрицы  обычно  сильно  раз- 
реженные, поэтому  вместо  умножения  матриц  можно  воспользо- 
ваться правилами  непосредственной  записи  матрично-векторных 
параметров  на  основе  графа  системы  и полюсных  уравнений. 

Для  вектора  У такое  правило  очень  простое  и непосредственно 
следует  из  выражения  У = — Пу&.  Ясно,  что  к- я компонента  век- 
тора У равна  со  знаком  минус  произведению  к- й строки  матрицы 
Пу  на  вектор  &,  т.  е.  ]\  = — П А это  значит,  что  она  может 
быть  записана  как  алгебраическая  сумма  задающих  поперечных 
величин  тех  источников,  дуги  которых  инцидентны  к -му  сечению, 
причем  каждая  такая  величина  берется  со  знаком  плюс,  если  дуга 
направлена  противоположно  сечению,  и со  знаком  минус,  если  на- 
правления дуги  и сечения  совпадают. 

Правило  записи  матрицы  У получим,  представив  входящую 
в ее  выражение  матрицу  Пу  через  векторы-столбцы,  т.  е. 


У = [II 1у\  Пу',  ....  пп 

Уп  Уи  • 
У 21  У 22  • 

. У\т 

• У 2т 

К И ' 
1 

_Ут\  Ут2  • 

■ Упип_ 

_п^_ 
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= 2 2 п'у’у.п^  = >]  у (пМ»)  Уц, 

і=1  /=1  ' і=і  ;=і 

где  т = <7  означает  число  у-дуг. 

Произведение  г'-го  столбца  Пу  матрицы  Пу  на  транспонирован- 
ный /-Й  столбец  (т.  е.  строку)  Иу)1  равно  квадратной  матрице 
&-го  порядка: 

~П  уи 


Пу  П|І)(  = 


Пуи 
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Сумма  таких  матриц,  умно- 
женных на  соответствующие 
скаляры  у а (параметры  ком- 
понентов), и дает  в результате 
матрицу  системы  У . Очевид- 
но, уц  появится  в тех  клет- 
ках матрицы  У,  которым 
соответствуют  ненулевые  зна- 
чения приведенной  выше  мат- 
рицы. Собственный  параметр 
уи  і- й дуги  записывается  на 
пересечении  строк  и столбцов 
матрицы  У,  которые  соответ- 
ствуют инцидентным  этой  дуге 
сечениям  (со  знаком  плюс, 
если  относительно  данной 
дуги  направления  рассматри- 
ваемых сечений  совпадают, 
и со  знаком  минус,  если  эти 
направления  противополож- 
ны). Взаимный  (управляю- 
щий) параметр  уц  дуг  с номе- 
рами і и / записывается  в 

матрицу  У на  пересечении  строк,  соответствующих  тем  сечениям, 
которые  инцидентны  і- й дуге,  и столбцов,  соответствующих  тем  сече- 
ниям, которые  инцидентны  /-й  дуге.  При  этом  знак,  с которым  впи- 
сывается уц,  зависит  от  того,  как  направлены  дуги  относительно 
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Рис.  159.  Правило  записи  собственных 
и взаимных  параметров  дуг  в матрицу  У. 
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рассматриваемых  сечений.  Если  эти  направления  одинаковы,  т.  е. 
одновременно  совпадают  или  противоположны,  то  уц  вписывается 
в соответствующую  клетку  матрицы  У со  знаком  плюс.  Если  же 
эти  направления  различные,  т.  е.  направление  одной  дуги  совпадает 
с направлением  рассматриваемого  инцидентного  ей  сечения,  а на- 
правление другой  противоположно  с рассматриваемым  инцидентным 
ей  сечением,  то  уц  вписывается  со  знаком  минус.  Приведенное  пра- 
вило иллюстрируется  на  рис.  159. 

5.  Уравнения  контуров.  Если  все  дуги  полюсных  графов  компо- 
нентов можно  представить  как  г-дуги,  продольные  переменные 
которых  выражаются  через  поперечные  переменные,  то  компонент- 
ные уравнения  упрощаются  к виду: 

= ^дТ)2. 


Представим  матрицу  контуров  как  Р = [Р2,  Рг1,  где  суб- 
матрицы Р г и Ре  содержат  соответственно  столбцы  г-дуг  н задаю- 
щих источников  продольных  величин,  т.  е.  е-дуг  (предполагается, 
что  задающие  источники  поперечных  величин  отсутствуют).  Тополо- 
гическое уравнение  запишется  следующим  образом: 


[Рл, 


Ре] 


= О, 


откуда  получаем  Рг;2  = — Ре^е  или  Р22дт]г  = РЕе.  Подставив  т]2  = 
= приходим  к уравнениям  контуров  в матричной  форме 

. (Р22дРя)  т]  ѵ = — РЕг, 

или 

2^  = Е. 

Здесь  2 = Р22дР2  и Е — — ѴЕ= — матрично-векторные  пара- 
метры математической  модели  в однородной  системе  координат 
(контуров).  Определив  из  этого  уравнения  вектор  поперечных  пе- 
ременных дополнения  остальные  переменные  можно  найти  по 
формулам  ѵ<т  = р и = 2дт]2.  Так  как  число  независимых  кон- 
туров графа  равно  а = у — р + к,  то  матричное  уравнение  контуров 
соответствует  с скалярным  уравнениям. 

Легко  заметить  дуальность  математических  моделей  в однород- 
ных системах  координат  (сечений  или  контуров).  Все  соотношения 
для  одной  из  них  можно  получить  из  другой  простой  заменой  дуаль- 
ных терминов  и величин: 


Сечение  контур 
(/-дуга  г-дуга 
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/-дуга  о-  е-дуга 

Поперечная  переменная  <->■  продольная  переменная 
Матрица  сечений -о- матрица  контуров 
Матрица  Кд  -о-  матрица  2Д 
Матрица  У <->  матрица  2 
Вектор  ] *->  вектор  Е 


Чі“ЧІі  + *у<іі 


В частности,  используя  дуальность  терминов  и величин,  можно 
сформулировать  правила  записи  матрицы  2 и вектора  Е непосред- 
ственно из  рассмотрения  графа  системы  и полюсных  уравнений 
компонентов.  Так,  к- я компо- 
нента ек  вектора  Е равна  ал- 
гебраической сумме  задаю- 
щих продольных  величин  тех 
источников,  дуги  которых 
инцидентны  к- му  контуру, 
причем  каждая  такая  величи- 
на берется  со  знаком  плюс, 
если  направления  дуги  и кон- 
тура совпадают,  и со  знаком 
минус,  если  их  направления 
противоположны.  Правило 
записи  матрицы  2 иллюстри- 
руется на  рис.  160. 

6.  Преобразование  источ- 
ников. До  сих  пор  предпола- 
галось, что  в системе  действу- 
ют источники  только  одного 
типа.  Однако  нетрудно  обоб- 
щить математические  модели 
в однородных  системах  коор- 
динат на  случаи,  когда  име- 
ются задающие  источники  как  продольных,  так  и поперечных 
величин,  описываемые  соответственно  уравнениями  \Е  = е(і)  и іу,  = 

= ДО- 
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РИС.  160.  Правило  записи  собственных  и 
взаимных  параметров  дуг  в матрицу  2. 


Рассмотрим  сначала  уравнения  сечений.  Выберем  фундамен- 
тальное дерево  так,  чтобы  все  дуги  независимых  источников  про- 
дольных величин  (е-дуги)  вошли  в это  дерево,  а все  дуги  независи- 
мых источников  поперечных  величин  (/-дуги)  — в дополнение.  Это 
всегда  возможно,  так  как  источники  продольных  величин  не  могут 
образовать  контуров,  а источники  поперечных  величин  — сечений. 
Если  бы  это  условие  было  нарушено,  то  некоторые  из  источников 
в силу  топологических  уравнений  для  таких  сечений  и контуров 
уже  не  являлись  бы  независимыми,  что  свидетельствовало  бы  о 
некорректной  постановке  задачи. 


423 


Расположив  дуги  графа  так,  что  за  е-дугами  следуют  //-дуги, 
а затем  /-дуги,  запишем  топологические  уравнения  для  сечений 
в матричной  форме: 


[1  пЯУ 
[о  пуу 


= 0. 


Здесь  матрица  сечений  представлена  через  субматрицы,  полу- 
ченные разбиением  ее  строк  на  два  подмножества  ( е , ут)  и столбцов 
на  три  подмножества  (е,  у,  /).  Единичная  субматрица  отражает 
тот  факт,  что  е-дуги  инцидентны  только  своим  сечениям,  так  как 
все  они  включены  в фундаментальное  дерево.  Из  топологического 
уравнения  имеем  два  матричных  соотношения: 

^ е = П^у  — Пг//]7;  Пуу7!у  = — Пу./7)^. 

Подставив  сюда  у]у  = У л*у  и = Я,  а также  выразив  |у  через 
продольные  величины  дерева  с_,  т.  е. 


получим 


Еу  = ПуІг  = [п  ЕѴ, 


Пуу] 


— ПфуВ  ф-  П уу^ѵт, 


Уе  = — ПЕуКд  (ПЕУг  ф-  Пуу|уг)  — ГГЕі/0; 
(ПууКдП'уу)  ?уг  = — Пуу&  - (ПууГдПфу)  в. 


Первое  выражение  может  быть  использовано  для  определения 
поперечных  величин  е-дуг  (если  это  требуется).  Второе  соотношение 
представляет  собой  уравнение  сечений,  которое  в краткой  записи 
выражается  следующим  образом: 

ПУГ  = Л 


Матрицу  У = ПууКдПуу  можно  записать  по  правилу,  при- 
веденному в (4)  с тем  различием,  что  учитывается  инцидентность 
//-дуг  только  сечениям,  определяемым  //-ветвями  дерева  (//-сечениям). 
Вектор  1 = — Пуф)  — (ПууКдПІу)е  учитывает  источники  обоих 
типов,  представленные  величинами  & и е.  Первое  слагаемое—  Пуф) 
представляет  собой  вектор,  компонентами  которого  служат  алгебраи- 
ческие суммы  задающих  поперечных  величин  дуг  источников,  инци- 
дентных соответствующим  //-сечениям.  Второе  слагаемое  — У г 
учитывает  воздействие  источников  продольных  величин,  для  записи 
матрицы  У = ПууКдПфу  также  можно  воспользоваться  правилом, 
аналогичным  приведенному  в (4)  с тем  различием,  что  при  вписыва- 
нии параметра  уц  рассматривается  инцидентность  /'- й дуги  у- сече- 
ниям и инцидентность  /- й дуги  е-сечениям. 


424 


Для  получения  уравнений  контуров  при  наличии  источников 
обоих  типов  необходимо,  как  и ранее,  выбрать  фундаментальное 
дерево  так,  чтобы  в него  вошли  все  е-дуги,  а все  /-дуги  оказались 
в дополнении.  Топологическое  уравнение  записывается  в виде: 


Ріе  Р.22  О 
Рл-  Р./2  1 


= 0. 


С учетом  соотношений  і7  = 2дт]2,  \Е  — е и т)7  = & получаем: 
(Р«2дРЫ  'Пг  ѵ = — Ргяе  - (Р^дР^)  »; 

^ = -Рл2д  (Р'л&  + РкгЧаѵ)  — Рлге. 

Первое  из  них  представляет  собой  уравнение  контуров,  которое 
в краткой  записи  выражается  следующим  образом 

= 


где  2 = Р222дР22  и Е = — Р2Ее  — (Ри2дРл)  ».  Для  записи  мат- 
рично-векторных параметров  2 и Е можно  воспользоваться  прави- 
лами, дуальными  приведенным  выше  правилам  записи  матрицы  У 
и вектора  / . 

Матрицу  У = ИууРдІІлѴ  размера  ду  х Яе  можно  рассматривать 
как  оператор,  преобразующий  источники  продольных  величин 
в задающие  поперечные  переменные.  Аналогично  матрицу  2 = 
= Ргг  2Д  Рл  размера  я2  х г/,  можно  рассматривать  как  оператор, 
преобразующий  источники  поперечных  величин  в задающие  про- 
дольные величины. 

Так  как  переменными  уравнений  в однородных  системах  коорди- 
нат служат  векторы  1 ут  и \]гы,  то  при  наличии  Яе  источников  про- 
дольных величин  и Яз  источников  поперечных  величин  число  ска- 
лярных уравнений  сечений  равно  ѵ — дЕ  = р — к — яЕ,  и число 
скалярных  уравнений  контуров  равно  о — = я — р + к — 

- Яг 

При  формировании  уравнений  сечении  короткозамкнутые  дуги 
целесообразно  представить  как  е-дуги,  а разомкнутые  — как  у- 
дуги.  Все  эти  дуги  вводятся  в дерево.  Тогда  искомые  поперечные 
переменные  определятся  из  уравнения  для  рЕ,  а искомые  продоль- 
ные переменные  — из  уравнений  сечений  как  компоненты  вектора 
ІУГ- 

При  формировании  уравнений  контуров  короткозамкнутые 
дуги  целесообразно  представить  как  г-дуги,  а разомкнутые  — как 
/-дуги.  Все  эти  дуги  вводятся  в дополнение.  Тогда  искомые  попе- 
речные переменные  определятся  из  уравнений  контуров  как  компо- 
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ненты  вектора  гі^,  а искомые  продольные  переменные  — из  урав- 
нения для 

7.  Транзисторная  схема.  Проиллюстрируем  методы  формиро- 
вания уравнений  в однородных  системах  координат  на  примере 
транзисторной  схемы  (см.  рис.  138,  а),  используя  ее  граф  (см. 
рис.  158). 

При  выводе  уравнений  сечений  необходимо  дугу  Е источника 
напряжения  е(і)  и разомкнутую  дугу  ф ввести  в дерево,  а также  пред- 
ставить транзисторы  ^-параметрами  и резисторы — проводимостями. 
Выбрав  дерево,  как  показано  на  рис.  161,  запишем  матрицу  сечений 
с разбиением  на  блоки: 


Е Й.1  1"  С}  2"  К2  1'  2'  КЗ  К4 


П = 


1 П 
О II 


ЕУ 
У У 


п 
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1 

—1 

—1 

] 

—1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

—I 

1 

1 

1 

Е 

К1 

1"' 

<2 


Как  видно,  субматрицы  Пеѵ  и \^у^  отсутствуют,  так  как  граф 
не  содержит  дуг  независимых  источников  тока  (/  -дуг).  Матрица 
проводимостей  дуг  полюсных  графов  компонентов  Уд,  входящая 
в компонентное  уравнение  іу  — У Аиу,  записывается  в виде: 


I"  сі  2"  К2  V 2'  КЗ  К4 


Ог 

ГГ 

ёпэ 

& 12  Э 

ГГ 

Й21  э 

ГГ 

&22  э 

0г 

§11  б 

Е 12  б 

^г'і  б 

Е>22  б 

С3 
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К1 


I" 


<2 

2" 

К2 
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КЗ 
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Матрично-векторные  параметры  уравнения  сечений  Ѵиут  = ^ 
определяются  формулами:  V = ІІѴѴ-УДЦ^  и ^ = — П^/  — -У'е  = 
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— —У'е,  где  V = ІІѵ  у7дІІяк.  Перемножив  соответствующие  мат- 
рицы, получим: 


/" 

Я 

8 220  4-6,  + С2  -р  С3  4-  О, 

-е,  -Оз 

о, 

У = 

— 62  — о3 

^Пэ+^12э+Ялэ+  виэ  + Ог+Оз 

8\2ъ  + Ц,22з 

о. 

8'22э  + О, 

У = 


О?  §216  ^226 


Ш 

1". 

Я 


Таким  образом,  имеем  уравнения  сечений  в матричной  форме: 


§226  + О 

-02-Ся 

0.і 


— 02  — о о,, 

+ 02  + Оя  §12э  + §22з 
б'а'із  + §22э  @22э  + 04 


О і + ^216  + ^226 
—О, 
о 


«у 


где  О — Сг  + 02  + 03  + 04;  §э 
Матрицы  V и V можно 
также  записать  по  приведен- 
ным ранее  правилам.  Напри- 
мер, проводимость  О 2 записы- 
вается па  пересечении  строк 
и столбцов,  соответствующих 
сечениям  /?/  и /",  так  как 
дуга  Н2  инцидентна  этим  се- 
чениям, причем  симметрично 
от  главной  диагонали  прово- 
димость 02  записывается  со 
знаком  минус  вследствие  про- 
тивоположности направлений 
сечений  и Г относитель- 
но дуги  Взаимная  прово- 

димость §і2э  дуги  /" транзистс- 


— ё'Пэ  + ЙГі2э  + Я21э  + §22э- 


Ркс.  161.  Граф  транзисторной  схемы, 
используемый  для  формирования  уравне- 
ний сечений. 


ра  Т2  записывается  на  пересечении  второй  строки  с вторым  и третьим 
столбцами,  так  как  дуга  I"  инцидентна  сечению  Г,  а дуга  2"  — 
сечениям  1"  и (, }.  Поскольку  направление  дуги  2"  совпадает  с инци- 
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дентными  ей  сечениями  1"  и ( ),  то  везде  вписывается  со  знаком 
плюс.  Аналогично  вписываются  в матрицу  проводимости  и другие 
параметры  компонентов.  Собственная  проводимость  дуги  Г 
транзистора  77  не  вошла  в матицы  У и У,  так  как  эта  дуга  не  ин- 
цидентна г/-сечениям. 

Тройные  матричные  произведения  удобно  также  получать  сум- 
мированием строк  и столбцов  матрицы  Кд.  Так  как  в выражении 
У = \ІууУгМ1уѵ  ненулевые  элементы  матрицы  Луу  равны  +1,  то 
умножение  Кд  на  Пуу  слева  соответствует  алгебраическому  сумми- 
рованию строк,  а умножение  на  Пуу  справа  — алгебраическому 
суммированию  столбцов  матрицы  Кд.  Какие  именно  строки  и столб- 
цы и с каким  знаком  суммируются  указывают  ненулевые  элементы 
соответствующих  строк  матрицы  Пуу.  При  получении  матрицы 
У = ПууКдП^у  операции  над  строками  матрицы  У л определя- 
ются матрицей  Пуу,  а операции  над  столбцами  — матрицей  П ЕУ. 

В рассматриваемом  примере  для  получения  первой  строки  про- 
изведения ПууК  необходимо  из  второй  строки  матрицы  Кд  вы- 
честь пятую  и прибавить  к ней  седьмую,  восьмую  и девятую  строки. 
Вычитая  восьмую  строку  из  суммы  второй,  четвертой  и пятой,  по- 
лучаем вторую  строку  произведения  ПууКд.  Наконец,  сумма  третьей, 
восьмой  и девятой  строк  дает  третью  строку  произведения 
ПууКд.  В результате  имеем: 
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Выполнив  такие  же  операции  над  столбцами  этой  матрицы,  по- 
лучим матрицу  К.  Для  определения  матрицы  У необходимо  из 
пятого  столбца  произведения  ПууКд  вычесть  шестой  и седьмой 
столбцы  и результат  записать  как  единственный  (в  данном  случае) 
столбец  матрицы  К'. 

Искомое  напряжение  и<і  можно  определить  из  решения  уравне- 
ния сечений,  например  по  правилу  Крамера  (1.  3.  10): 

= ~ Д216  йгб)  ^із  *-*2^2з1  е У), 


где  А — определитель  матрицы  К;  А13  и А25  — алгебраические 
дополнения  (индексы  алгебраических  дополнений  соответствуют 
естественной  порядковой  нумерации  строк  и столбцов  матрицы  К). 
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При  формировании  уравнений  контуров  фундаментальное  дерево 
должно,  как  и ранее,  включать  дугу  Е источника  напряжения,  но 
разомкнутую  дугу  <5  целесообразно  представить  как  /-дугу  и оста- 
вить ее  в дополнении.  Отвечающее  этим  требованиям  дерево  и оп- 
ределяемая им  совокупность  независимых  контуров  показаны  на 
рис.  162.  Матрица  контуров  записывается  в виде: 


а П2 


Рис.  162.  Граф  транзисторной  схемы, 
используемый  для  формирования  урав- 
нений контуров. 
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Дуги  полюсных  графов  всех  компонентов  должны  быть  2-ду- 
гами, для  этого  транзисторы  представляются  /--параметрами,  а ре- 
зисторы — сопротивлениями.  Матрица  2Д,  входящая  в компонент- 
ное уравнение  иг  = 2.ліг,  запишется  следующим  образом: 
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Ш К2  К4  Г 2"  Г 2'  КЗ 
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Матрично-векторные  параметры  уравнения  контуров  2/^  = Е 
определяются  формулами:  I = Р222ДР^  и Е = — ѴІЕе  — 2'/  = 

= — І’/ве  (I)  (так  как  / — 0).  Матрицу  2 получим  путем  алгебраи- 
ческих операций  над  строками  и столбцами  матрицы  2Д,  которые 
определяются  ненулевыми  элементами  строк  матрицы  Р22: 
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Таким  образом,  уравнение  контуров  получаем  в виде: 
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Определив  из  этого  уравнения  вектор  токов  хорд  — 
іё,  і[ , и , іцз)>  искомое  напряжение  иі}  найдем  по  формуле  для 


1 0 ы<з’ 


= — Рѵа2д(Р;/2/  + Р‘ггіг^  — ? 4Ев  (()■ 
Так  как  / = 0 и Р./е  = О,  то 
ио 


иа—  — (Руг2дРг22) 


Матрица  2'  получается  из  2Д  суммированием  ее  строк  в соот- 
ветствии с Руг  и столбцов  в соответствии  с Ргг,  т.  е. 
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Ріа  основании  полученной  матрицы  2'  находим: 

“<2  = ^ г"2ІѴ  = ^4*2  + ^1*2  = ^1  Сг'Г  + І-2  ) — К^. 

8.  Электромеханическая  система.  Рассмотрим  в качестве  еще 
одного  примера  электромеханическую  систему  (рис.  163,  а),  со- 
стоящую из  двигателя  постоянного  тока,  трех  упругих  валов  и двух 
маховиков.  Граф  системы  показан  на  рис.  163,  б,  где  1 — дуга  при- 
ложенного напряжения  (е-дуга);  2,  3 — дуги  полюсного  графа 
двигателя;  4,6,8  — дуги  валов;  5,7  — дуги  маховиков  и 9 — дуга 
момента  нагрузки  р9(/  -дуга). 


а 


Пусть  требуется  сформировать  математическую  модель  системы 
в однородной  системе  координат  так,  чтобы  переменными  в уравне- 
ниях были  продольные  величины  ср3,  ф4,  фв,  ф8  (углы  скручивания 
валов,  в том  числе  и вала  двигателя  ф3).  Естественно  исходить 
из  системы  сечений,  стремясь  включить  дуги  валов  и выходную 
дугу  двигателя  в дерево.  Так  как  граф  несвязный,  то  деревья  выби- 
раем в каждом  из  двух  его  компонентов  связности,  причем,  наряду 
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с дугами  3,  4,  6,  8,  включаем  в лес  дугу  1 источника  напряжения. 
В соответствии  с выбранным  лесом  матрица  сечений  имеет  вид: 


12  3 45  67  89 
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плт 

0 

ПКУ 

Пуу 

Так  как  при  формировании  уравнений  сечений  полюсные  графы 
компонентов  должны  быть  представлены  как  у- дуги,  то  полюсные 
уравнения  двигателя  (4.  8)  необходимо  разрешить  относительно 
поперечных  переменных  тока  і2  и момента  р2,  а в качестве  продоль- 
ных переменных  принять  напряжение  «2  и угол  поворота  ф3.  Пре- 
небрегая индуктивностью  цепи  якоря  (I  = 0),  получаем  (р-оператор 
дифференцирования): 


где  — сопротивление  цепи  якоря;  В3  и — соответственно  со- 
противление трения  в двигателе  и момент  инерции  якоря. 

Полюсные  уравнения  валов  (пренебрегая  моментами  инерции) 
и маховиков  имеют  вид: 

(*,-  = А?-?;  (і  = 4,  6,  8); 

(X . = (рВ1  + рУ .) ср . = (/  = 5,7), 

где  Кі  — упругости  валов;  В , и У/  — соответственно  сопротивле- 
ния трения  и моменты  инерции  маховиков. 

Таким  образом,  компонентное  уравнение  Удт1т  = для  рас- 
сматриваемой системы  запишется  следующим  образом: 


1 

1Г 


~РТ 


/? 


+ В3)  ^ 


«2 

У 22 

У 23 

V 

_?з. 

.Уз2 

//зз. 

,?з. 

433 


М-2 


М-1 


Не 


М7 


Мз 


Угг 

У 23 

Уз  2 

У зз 

к, 

Уь 

к« 

К* 

Уе 


?7 


?> 


Матрицы  V — ПууУдПуу  и V = ПкуУдПгу  найдем  суммирова- 
нием строк  и столбцов  компонентной  матрицы  Уд: 


2 3 4 5 6 7 8 


Узъ 

Узз 

Уз 

У 7 

к, 

Уз 

У 7 

к„ 

У 7 

К* 

3 


> 

6 

8 


3 4 6 8 


■ѴзЗ  + ^ 5+^  7 

К6  + к, 

^7 

к5  + к, 

К4+Ѵ 5+^  7 

Г, 

к7 

Г, 

Кв  + У 7 

к „ 

3 

4 

6 

8 


434 


Определив  вектор  ^ по  формуле  У = — I Г^'у*х9  — У'е^,  получим 
уравнение  сечений  рассматриваемой  системы: 
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П + Кі  + У 6 + У,  У7  0 

?4 

^7  К7  Кп  + у7  0 

•Ре 

ао 

о 

о 

о 

— і 

1 

У 32 

1 

0 

1 

Ра  — 

0 

1 

_ 0 _ 

Ему  соответствует  система  четырех  дифференциальных  урав- 
нении: 


(4  + В,  + В !«  + В,)  + (У,  + Л + Л)  + 

+ ( Ві+ В,)  + </.+  Л)  + я,  + л _ с Сі  = 0. 


№+  в,)  |»  + (Л  + Л)^-  + /сл  + (в,  + в,)  В 


й’Н 


ш 

Ра  = 0; 


в,  -Ъ  . 4-  / ^ 4-  В 4-  1 I к , п У?а  , 

; Л ‘ 7 (іВ  ^ 1 йі  ^ ^7  ав  _^'Ѵ-Рв~Ь®7~й/ Ь 


+ Л 


у2?п 

сіі2 


•^8?3  + Р 


Рв  = 0; 

0. 


9.  Узловые  уравнения.  Простейшую  (каноническую)  систему 
сечении  связного  ( р , </)-графа  образуют  р — 1 центральных  раз- 
резов (2.4),  причем  можно  считать,  что  она  определяется  звездным 
деревом,  состоящим  из  разомкнутых  дуг  с центром  в базисной  вер- 
шине (рис.  164,  а).  Ясно,  что  введение  в граф  разомкнутых  дуг 
не  нарушает  значений  переменных  и их  роль  сводится  только  к фик- 
сированию некоторой  совокупности  продольных  переменных.  Ра- 
зомкнутые дуги  звездного  дерева  фиксируют  узловые  продольные 
переменные , которые  направлены  от  базисной  вершины  к остальным 
вершинам  графа  (рис.  164,  б)  и образуют  вектор  | = (|ь  |2, 

бр-і).  При  этом  дуги  полюсных  графов  всех  компонентов  оказы- 
ваются в дополнении. 
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Топологическое  уравнение  в канонической  системе  сечений 
запишется  следующим  образом: 


где  А0  — сокращенная  матрица  инцидентности  (2.2). 

Так  как  т)г  = 0 и = і)д,  то  имеем  Л0т)д  = 0.  Справедливо 

также  соотношение  $д  — Ло?,  которое  наряду  с компонентным 
уравнением  т]у  = Кд?у  используется  для  получения  уравнений 
сечений. 


Рис.  164.  К определению  канонической  системы  сечений: 
з — звездное  дерево  из  разомкнутых  дуг;  б — узловые  продольные  пере- 
менные. 


Таким  образом,  в канонической  системе  сечений  роль  матрицы 
П играет  матрица  инцидентности  Л„,  т.  е.  матрично-векторные 
параметры  уравнения  Уі,  — У выражаются  формулами: 

У = АуѴДА'у;  ^ = 

где  Ау  и Аз  — субматрицы,  образованные  из  столбцов  матрицы 
А 0,  соответствующих  полюсным  графам  компонентов  ((/-дугам) 
и источникам  поперечных  величин  (/-дугам). 

Правила  записи  матрично-векторных  параметров  в этом  случае 
существенно  упрощаются,  так  как  каждая  дуга  инцидентна  не  более, 
чем  двум  сечениям  (дуги,  связанные  с базисной  вершиной,  инци- 
дентны только  одному  сечению).  Вместо  сечений  можно  рассмат- 
ривать вершины  графа  (положительным  направлением  является 
направление  от  вершины).  В связи  с этим  уравнения  в канонической 
системе  сечений  называют  также  уравнениями  вершин  или  узловыми 
уравнениями. 

Если,  наряду  с (/-дугами,  граф  содержит  только  дуги  источни- 
ков поперечных  величин  (/-дуги),  то  каноническая  система  сечений 
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однозначно  определяется  выбором  базисной  вершины  и нумерацией 
остальных  вершин.  Компонентам  вектора  Ьг  (узловым  продольным 
величинам)  присваиваются  номера  соответствующих  им  вершин. 
При  непосредственной  записи  матрично-векторных  параметров 
удобно  вместо  нумерации  дуг  обозначать  их  собственные  параметры 
у и.  Взаимные  параметры  уц  обозначаются  рядом  со  стрелками, 
направленными  от  і- й к /-Й  дуге.  Пусть,  например,  в транзисторной 


Рис.  165.  Граф  транзисторной  схемы,  используемый  для  записи: 
а — узловых  уравнений;  б — уравнений  ячеек. 


схеме  (см.  рис.  138,  а)  вместо  источника  напряжения  действует 
источник  тока  /(/).  Тогда  ее  граф,  подготовленный  для  записи  узло- 
вых уравнений,  будет  выглядеть,  как  показано  на  рис.  165,  а, 
а сами  уравнения  получаем  в виде: 


°3  + &116  + & 1 26+ 

+ @216  + 8 226 

-02 

~8і26  ~ 

~ 8226 

-О* 

+ °з  + §пэ  + 

+ 8г12э  + &21э  +Й22Э 

&12э  — 

~~@22э 

ЁГИэ  — 

— 82\э 

~8 21э  ~ @22э 

°з  + ё22э 

Й21э 

~@21б  ~ 8 226 

~8цэ  ~ 8 12э 

8і2э 

Оі  + 
+@226  + 

1 " 

+ &Иэ 
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ІО.  Уравнения  ячеек.  Для  плоского  графа,  содержащего,  наряду 
с 2-дугами,  дуги  только  источников  продольных  величин  (е-дуги) 
каноническая  система  контуров  определяется  совокупностью  ячеек 
(2.  6).  Ячейки  и узлы  являются  взаимно  дуальными  понятиями, 
а матрица  контуров  для  ячеек  В0  дуальна  матрице  А0.  Обычно 
принимают  направления  контуров,  определяемых  ячейками,  по 
часовой  стрелке,  а роль  базисной  ячейки  играет  внешний  контур 
графа  (рис.  166).  В связи  с этим  все  соотношения  и правила  для 
математической  модели  в канонической  системе  контуров  дуальны 
соответствующим  соотношениям  и правилам  для  канонической 
системы  сечений. 

Матрично-векторные  параметры  уравнения  2\\  = Е определя- 
ются формулами: 


7.  — Е — В^е, 

где  В г и Ве  — субматрицы,  образованные  из  столбцов  матрицы 
В о,  соответствующих  полюсным  графам  компонентов  (г-дугам) 
и источникам  продольных  вели- 
чин (е-дугам).  Вектор  т)  = (т^,  г)2, 

...,  т)„)  содержит  в качестве  своих 
компонентов  контурные  пѳпереч- 


1 

щ 


*о‘° 


Рис.  166.  Каноническая  система  кон-  Рис.  167.  Граф  механической  системы, 
туров  (ячеек).  используемый  для  записи  уравнений 

ячеек. 

ные  переменные,  которые  связаны  с ячейками  (поперечная  перемен- 
ная внешнего  контура  принимается  равной  нулю).  Уравнения  в си- 
стеме контуров  называют  уравнениями  ячеек  или  контурными  урав- 
нениями. Определив  вектор  т],  остальные  переменные  находим  по 
формулам  Гц  = Д0т|  и = 2ді]д. 

Для  непосредственной  записи  матрицы  1 и вектора  Е достаточно 
пронумеровать  ячейки  и воспользоваться  простыми  правилами, 
которые  вытекают  из  общих  правил  (5)  с учетом  того,  что  любая 
дуга  графа  инцидентна  не  более  чем  двум  ячейкам,  а дуги  внешнего 
контура — только  одной  ячейке.  Запишем,  например,  уравнения 
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ячеек  для  транзисторной  схемы  (см.  рис.  138,  а)  при  воздействии 
на  нее  источника  напряжения  е(і).  Граф,  подготовленный  для  этой 
задачи,  изображен  на  рис.  165,  б,  а сами  уравнения  получаем 
в виде: 


Л11б 

Л11б+Л12б 

~ г 126 

^Ііб  + 

+ Г' іб 

Я\  + ЛПб~ 

~Г\2С  ~ 

~г'ш  + 

+/_22б 

Г1 26  ~ Л22б 

-Яг 

г2Іо 

Г21б~ 

Л22б 

+ ^226  + 
+ /Тіэ 

г11э  + г12э 

Л12э 

-Яг 

Г11э  + Л2І9 

/?1  + + 

+гПэ  — 

— ''ігэ  — 

" 1 

~ Л21э  + 

1 ГГ 

“г  г22э 

ГГ  гг 

Г12э  Г22э 

-я. 

Л21э 

Л 21  э ' г22э~ 

- Я , 

Г 22э  “Ь  /?3  “Ь 

Рис.  168.  Схема  с двумя  сторонами: 
а — с различными  входными  и выходными  вершинами;  б — с общей  вершиной 
для  входа  и выхода. 


439 


Особенно  просто  записываются  уравнения  для  систем,  состоя- 
щих из  двухполюсников.  Например,  для  механической  системы 
(см.  рис.  123,  а)  в соответствии  с ее  графом  (рис.  167),  на  котором 
указаны  параметры  в операторной  форме,  имеем: 


к+кх 
хік  + 

+ ш) 

Р 

Кг 

1 

рМ2 

/і 

р 

Кг 

^1  + ^2  + 
+ -Е- 

^ Кг 

-В2 

/ 2 

-в2 

Ва  + | 

А2 

р 

К2 

/з 

1 

_ рМг 

р 

К2 

А 2 Р 

х(лК2+лГа) 

1 

~ рМ~з 

и 

і 

рМ3 

Л + -— 
К3  рм  з 

р 

к3 

І 6 

р 

к3 

р 

Кі 

/в 

Контурные  силы  /,  (/=1,2,...,  6)  представляют  собой  услов- 
ные расчетные  величины,  через  которые  выражаются  силы  (реак- 
ции) двухполюсников.  Например,  сила  двухполюсника  М3  равна 
/4  — /з  и т.  д. 

11.  Системы  с двумя  сторонами.  Часто  требуется  получить 
математическую  модель  системы,  характеризующую  ее  относи- 
тельно двух  сторон:  входа,  к которому  приложено  воздействие 
(независимый  источник),  и выхода,  с которым  связаны  искомые 
величины  (рис.  168,  а).  При  этом  предполагается,  что  внутри  самой 
системы  независимые  источники  отсутствуют.  Системы  с двумя 
сторонами  называют  четырехполюсниками. 

Входная  и выходная  стороны  могут  быть  представлены  внешними 
дугами,  которые  характеризуются  соответственно  входными  — Цвх, 
|вх  и выходными  т|вых,  |вых  величинами  (знак  минус  при  входной 
поперечной  величине  г|вх  появляется  в связи  с тем,  что  ее  обычно 
принятое  направление  противоположно  направлению  входной  дуги). 
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Внешние  дуги  связаны  с графом  системы  (заштрихованная  часть) 
парами  входных  и выходных  вершин.  Случай,  когда  вход  и выход 
имеют  общую  вершину,  показан  на  рис.  168,  б. 

Для  получения  уравнений  относительно  внешних  величин  в од- 
нородной системе  сечений  необходимо  внешние  дуги  представить 
как  дуги  источников  поперечных  величин  (/-дуги)  и ввести  их 
в дерево.  Без  потери  общности  внешние  дуги  можно  расположить 
перед  у- дугами  графа.  Тогда  в уравнении  сечений  Уіт  = где 


^вх 

1 0 

Т) 

^вх  ' 

^7  = 

?вых 

Дуг  _ 

; ^ = -пд  = - 

0 1 

0 0 

*'ВХ 

^вых_ 

= 

^ вых 

0 

и,  следовательно,  имеем: 


^-вх 

"Івх  ' 

У 

?вых 

= 

^вых 

_ %ѴТ  _ 

0 

где,  как  и ранее  в (4), 

V = П) 

НдПД 

Записав  решение  этого  уравнения  относительно  продольных 
внешних  переменных  по  правилу  Крамера,  находим 

?вх  = -д  (^ааТ]вх  ^Ьа^вых)! 

^вых  — -д  (^аЬ~Ц вх  ^ЬЬ'Цв ых)» 

или  в матричной  форме 


^вх 

1 

^аа  ^ Ьа 

Чх  ' 

^вых 

— д 

А аЬ  — &ЬЬ 

^ вых. 

где  А — определитель  матрицы  У ; индексы  а и Ь алгебраических 
дополнений  этой  матрицы  равны  порядковым  номерам  строк  и столб- 
цов, которые  соответствуют  сечениям,  определяемым  входной  и вы- 
ходной дугами.  В общем  случае  ап  Ь могут  принимать  любые  значе- 
ния, а при  расположении  этих  сечений  первыми  а = 1 и Ъ =2. 

Полученные  уравнения  описывают  четырехполюсник  относи- 
тельно продольных  величин.  Они  могут  быть  представлены  и отно- 
сительно поперечных  величин.  Для  этого  сложим  первое  уравнение, 
умноженное  на  Ль*,  со  вторым,  умноженным  на  — АЬа  : 

"д"  {^аа^ЬЬ  ^аЬ^Ьа)  Г)вх  = ДіЫ вх  Д&а^выхі 

а также  сложим  первое  уравнение,  умноженное  на  Д со  вторым, 
умноженным  на  — Ааа: 

д~  ^аЬ^Ьа)  ~/]вых  ~ ^аЬ-- вх  Даа^вых- 
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Множитель  в левых  частях  полученных  равенств  преобразуется 
ПО  формуле  Л аа^ЬЬ  ' ДабДба  — ДДаа,  ЬЬ,  Где  Д аа,  ЬЬ  — ДВѴКрЭТНОе  ЭЛ- 

гебраическое  дополнение  (3.3.10).  В результате  получаем 


Чх 

1 

^ЬЬ 

-Д  6а] 

- ^вых. 

^ аа , ЬЬ 

Д аЬ 

Комбинируя  попарно  внешние  параметры,  уравнение  четырех- 
полюсника можно  представить  шестью  различными  способами 
(табл.  5).  Элементы  матриц  этих  уравнений,  называемые  внешними 
параметрами  четырехполюсника , выражаются  через  определитель 
и алгебраические  дополнения  матрицы  V = ЛкКдІі‘к.  Аналогич- 
ные выражения  можно  получить  и в однородной  системе  контуров 
через  матрицу  7,  Для  этого  необходимо  внешние  дуги 
представить  как  е-дуги  и отнести  их  к дополнению.  Выполнив  пре- 
обрзоОвания,  дуальные  приведенным  выше,  получим  требуемые 
выражения  (табл.  5). 


Таблица  5 

Внешние  параметры  системы  с двумя  сторонами 


Уравнение 

Внешние  параметры 

В системе  сечений 
(Д  = сіе  1 У) 

В системе  контуров 
(Д  = (Іеі  2) 

Г%х 

_тівых_ 

= 

Уп  Уі-Л 
Ун  У2і\ 

рвх 

ІЧ  вых_ 

1 Г дь*  — 

^ аа , ЬЬ  _^аЬ  А аа 

і 

д 
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^вх 

е 

Чвых 

= 

211  г12 
22і  г22 

Кх 

[^вых 

і 

і 

— &ЬЬ 

1 

А аа,  66  Ааб  — Даа 

Г*  вх 

Чх_ 

= 

а11  °12 
°21  °22_ 

* вых  I 
_^вых] 

1 

~^аЪ 

ГАД 

А Адь 

1 

Да6 
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‘С 
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_^вых 

= 

^11  ^12 
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,^вх_ 

і 

А ба 
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1 ' 

^Ьа 
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^ аа , ЬЬ  ^ ЬЬ 
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= 

Ді  Ц12 
^21  ^22 

^вх 
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ІЧ  вых 
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дбб 
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ЗАДАЧИ  II  УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Запишите  топологические  уравнения  для  графа  (см.  рис.  158)  отно- 
сительно сечений  и контуров,  определяемых  фундаментальным  деревом 
Т = [Е,  I",  К2,  <2). 

2.  Запишите  компонентные  уравнения  дуг,  входящих  в граф  (см.  рис.  1 58) 
при  условии,  что: 

а)  уравнения  транзисторов  представлены  через  /г-параметры,  а резис- 
тивные двухполюсники  — через  сопротивления; 

б)  уравнения  транзисторов  представлены  через  г-параметры,  а резистив- 
ные двухполюсники  — через  проводимости. 

3.  Пользуясь  дуальностью  математических  моделей  в однородных  си- 
стемах координат,  сформулируйте  и выведите  правило  записи  матрицы 
2 непосредственно  из  рассмотрения  графа  и полюсных  уравнений  г-дуг. 

4.  Покажите,  что  фундаментальное  дерево  всегда  может  быть  построено 
так,  что  в него  войдут  все  е-дуги,  и оно  не  будет  содержать  /-дуг,  т.  е.  все 
е-дуги  являются  ветвями  дерева,  а /-дуги  — хордами.  Что  означала  бы  не- 
возможность такого  построения? 

5.  Сформулируйте  и докажите  правила  записи  матриц  V и 2',  пре- 
образующих независимые  источники  одного  типа  в другой. 

6.  Воспользовавшись  свойствами  матрицы  инцидентности  А0,  сформули- 
руйте и докажите  правило  записи  матрично-векторных  параметров  V и 7 
уравнения  Ѵі  = У в канонической  системе  сечений. 

7.  Сформулируйте  правило  записи  матрично-векторных  параметров 
7,  и Е уравнения  2р  = Е в системе  ячеек,  дуальное  правилу  записи  К и У, 
полученному  в задаче  6. 

8.  Покажите,  что  матрицы  V и 7 в уравнениях  сечений  и контуров  для 
систем,  состоящих  из  двухполюсных  компонентов,  всегда  симметричны. 

9.  Покажите,  что  для  систем,  состоящих  из,  двухполюсников,  элементы 
матриц  У и 2 в канонических  системах  координат  (узловые  и контурные 
уравнения)  характеризуются  следующими  свойствами: 

а)  диагональные  элементы  положительны  и каждый  из  них  равен  сумме 
параметров  двухполюсников,  дуги  которых  инцидентны  соответствующему 
узлу  (или  ячейке); 

б)  элементы,  расположенные  на  пересечении  і-й  строки  и /-го  столбца 
(і  Ф /)  отрицательны  и каждый  из  них  по  абсолютной  величине  равен  сумме 
параметров  двухполюсников,  дуги  которых  одновременно  инцидентны  узлам 
(или  ячейкам),  соответствующим  данной  строке  и столбцу. 

10.  Покажите,  что  в канонических  системах  координат  параметры 
компонентов  входят  не  более  чем  в четыре  клетки  матриц  У и 2.  Рассмотрите 
частные  случаи  для  собственных  и взаимных  параметров. 

11.  Какие  типы  зависимых  источников  допустимы  при  формировании 
математической  модели  в однородных  системах  координат? 

12.  Запишите  уравнения  сечений  и контуров  для  электрической  схемы, 
изображенной  на  рис.  121. 

13.  Запишите  уравнения  сечений  для  механических  систем,  изображен- 
ных на  рис.  123  и 125. 

14.  Запишите  узловые  уравнения  для  ламповой  схемы  (см.  рис.  136) 
и определите  напряжение  на  резисторе  Я4. 

15.  Запишите  уравнения  сечений  и контуров  для  транзисторной  схемы 
(см.  рис.  138)  непосредственно  по  правилам,  изложенным  в (4)  и (5). 


6.  НЕОДНОРОДНЫЙ  КООРДИНАТНЫЙ  БАЗИС 


1.  Формирование  уравнений.  Ограничения,  накладываемые  на 
компонентные  уравнения  при  использовании  однородных  систем 
координат,  заставляют  в общем  случае  прибегать  к неоднородному 
координатному  базису,  который  образуется  некоторой  совокуп- 
ностью независимых  сечений  и контуров  графа.  Наиболее  простой 
алгоритм  формирования  уравнений  в неоднородной  системе  коор- 
динат основан  на  подстановке  в компонентные  уравнения  векторов 
продольных  \х  и поперечных  и*  переменных  дуг  графа,  полученных 
из  топологических  уравнений. 

Выберем  фундаментальное  дерево  так,  чтобы  в него  вошли 
все  е- дуги,  а все  /-дуги  остались  в дополнении.  С учетом  зависимости 
р = [ — і]  топологические  уравнения  запишем  следующим  об- 
разом: 
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1 и -ЕХ  чЕ^ 
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Так  как  т)7  = д и \Е  = е выражаются  через  заданные  величины 
(функции  времени),  то  отсюда  находим 

'Чхт  = ~ XX^^XN  Т' X С-ХМ  = Т'ХХ'ХТ  4"  ~ЕХ~- 


Эти  выражения  подставляем  в компонентное  уравнение,  кото- 
рое в неявной  форме  имеет  вид  (3): 

[Ѵіт,  Ум,  V Т[т,  Ѵ\,дг] 

или 

V ІТ^ХТ  4"  4"  Уг[ТТ]ХТ  4"  Ѵт^ДХЛ/  = 0. 


4 хт 

’ХУѴ 

ГІХТ 

Т]  ѵд, 


= 0, 


Тогда  получаем  выражение 

( Ѵіт  + Ѵ^\-т:1хх)  \хт  + (ѴгІы  — ѴтІтъХх)'Цхх  = — ^^ЕХг  + Ѵг,т~хр, 


которое  и представляет  собой  математическую  модель  системы 
в неоднородном  координатном  базисе.  Оно  может  быть  представлено 
также  в виде: 


[ѴІТ  + Ѵіхт.<хх, 


Ѵ^ы  — Ѵ^хх] 


; хт 
Ѵхм. 


[ Ѵ4л/~(ех, 


444 


Г 


Таким  образом,  в сокращенной  записи  \ѴХ  = ЯР  матрицы 
IV  и Я выражаются  следующим  образом: 

IV7  = [1/?г  + Ѵ^1ХХ,  V Тім  — Ѵ-иТ^хх]  > 

Я = [ — Ѵіык*ех,  Ѵг{т^х^  . 

Полученное  уравнение  соответствует  п = ѵ + « — (<?Е  + г/у)  ска- 
лярным уравнениям,  где  ѵ и а — соответственно  ранг  и цикло- 
матическое  число  графа,  а яЕ  и — количества  дуг  источников 
продольных  и поперечных  величин.  Поскольку  ѵ = р — к и о = 
= Я — Р+к,  то  п = <7  — (<7е  + </_,)  — дх  — числу  дуг  графа  системы 
(без  дуг  источников).  Матрица  \Ѵ  — квадратная  порядка  дх,  а Я — 
прямоугольная  размера  Х(^в  + <7У). 

Решив  уравнение  ѴРХ=ЯР  относительно  вектора  Х = (\хт, 
і\хх),  можно  определить  векторы  т]хг  и ілл/  по  приведенным  выше 
формулам.  Из  топологических  уравнений  следуют  также  соотноше- 
ния: 

Че  = 7:ЕXУ^XN  ^ = ^хѴхТ  + Е’ 

которые  используются  для  определения  векторов  т]Е  и (если  это 
требуется). 

2.  Преобразование  компонентной  матрицы.  Матрицу  ІР  можно 
рассматривать  как  результат  преобразования  компонентной  матрицы 

V = [Ѵ(_Т,  Vі.N,  Рт| г,  ѵ^к] 

в соответствии  с матрицей  кхх,  которая  служит  оператором  этого 
преобразования.  Легко  понять,  что  г'-й  столбец  выражения  Ѵіт  + 
+ Ѵіаг^хх  получается  алгебраическим  суммированием  с г-м  столб- 
цом матрицы  Ѵіт  тех  столбцов  матрицы  Ѵ^,  которые  соответст- 
вуют ненулевым  элементам  г-й  строки  матрицы  %хх  со  знаками 
этих  элементов.  Аналогично,  г'-й  столбец  выражения  Ѵѵу  — ѴТіт^хх 
получается  путем  алгебраического  суммирования  с г-м  столбцом 
матрицы  Ѵгіы  тех  столбцов  матрицы  Ѵпт,  которые  соответствуют 
ненулевым  элементам  г'-го  столбца  матрицы  т. хх  с противополож- 
ными знаками  этих  элементов  (в  обоих  случаях  і принимает  зна- 
чения всех  номеров  матриц  Ѵцт  и 1/^лг)- 

При  реализации  алгоритма  формирования  математической  моде- 
ли на  вычислительных  машинах  сильно  разреженную  матрицу  сече- 
ний удобно  представлять  в сжатой  форме  списками  дуг,  инцидент- 
ных сечениям.  В таких  условиях  целесообразно  оперировать  со 
строками  матрицы  лхх  и для  получения  выражения  Ѵ^/ѵ  — Ѵг,тлХх. 
Это  значит,  что  г'-й  столбец  матрицы  Ѵпт  должен  суммироваться 
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с теми  столбцами  матрицы  Ѵ-^ы,  которые  соответствуют  ненулевым 
элементам  /-и  строки  матрицы  лхх  с противоположными  знаками 

этих  элементов.  Процедура 


преобразования  матрицы  V 
для  получения  матрицы  \Ѵ 
иллюстрируется  на  рис.  169. 

Подобным  способом  можно 
сформировать  и матрицу  С}, 
при  этом  операторами  преоб- 
разования матрицы  V служат 
матрицы  л ех  и лx^.  При  ма- 
шинной реализации  изложен- 
ного алгоритма  для  экономии 
оперативной  памяти  может 
оказаться  целесообразным 
осуществлять  преобразование 
матрицы  V построчно,  выпол- 
няя суммирование  ее  элемен- 
тов последовательно  в каждой 
строке  и формируя  одновре- 
менно соответствующие  стро- 
ки матриц  ѴѴ  и (2. 

3.  Гидромеханическая  система.  Сформируем  уравнения  для 
гидромеханической  системы  (рис.  170,  а),  которая  состоит  из  поршня, 
рычага  и механических  двухпо- 
люсников, Задающими  перемен-  (о)  гр-АЛ/Ѵ — 

ными  принимаются  давление  на  ь Л” 

входе  поршня  рг(і)  и перемеще-  ^({)~ 

т 


Рис.  169.  Процедура  формирования  матри- 
цы Г. 


ния  в точках  ей/  (начало  отсче 
та  давления  связывается  с точ- 
кой а,  перемещений— с точкой  д). 
Так  как  полюсный  граф  рычага 
содержит  дуги  различных  типов 
( У и г),  то  необходимо  прибегнуть 
к неоднородному  координатному 
базису.  Граф  системы  изобра- 
жен на  рис.  170,  б,  где  1 — дуга 
источника  давления  на  входе 
поршня;  2 и 3 — дуги  источни- 
ков перемещения  (все  они  явля- 
ются е-дугами,  так  как  давление 
и перемещение  — продольные 
переменные);  4 и 8 — дуги  пру 
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Рис.  170.  Гидромеханическая  система 
(а)  и ее  граф  (б). 


жнн  с параметрами  /С4и  /С8,  5 и 6 — дуги  механического  рычага; 
7 дуга  демпфера  с параметром  В7;  9 и 10  — - дуги  гидравличес- 


446 


кого  поршня.  Выбрав  фундаментальный  лес  (граф  несвязный) 
так,  чтобы  в него  вошли  все  е-дуги  1,  2,  3,  запишем  матрицу  сече- 
ний: 


1 о кЕХ  пЕ^ 
О 1 кхх  пx^ 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


Так  как  в системе  нет  источников  поперечных  величин,  матрицы 
л Еі  и я ху  отсутствуют.  Полюсные  уравнения  идеального  рычага 
и гидравлического  поршня  имеют  вид: 


/в 

0 п 

V,, 

0 5 

Ро 

Хъ 

— п 0 

ІЛ. 

» 

/іо. 

.-5  0_ 

.ХІ0. 

где  п — отношение  плеч  рычага;  5 — площадь  поперечного  сече- 
ния поршня. 

Используя  эти  соотношения  совместно  с уравнениями  двухпо- 
люсников, записываем  компонентную  матрицу  (не  смешивать  опе- 
ратор дифференцирования  р в матрице  с обозначением  давления): 
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Сформировав  матрицы  \Ѵ  и С}  путем  преобразования  матрицы  V 
в соответствии  с матрицами  кхх,  т:ЕХ  и жХІ,  приходим  к уравнению: 
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Решив  это  уравнение  (например,  с помощью  алгоритма  Гаусса 
или  Г (7-разложения),  получим  выражения  для  переменных  через 
задающие  вершины  ръ  х2,  х3. 

4.  Иерархия  дуг.  При  формировании  математической  модели 
по  изложенному  алгоритму  накладывается  обязательное  условие: 
все  дуги  независимых  источников  продольных  величин  (е-дуги) 
должны  быть  включены  в дерево,  а дуги  независимых  источников 
поперечных  величин  (/-дуги)  — в дополнение.  Как  уже  отмечалось 
в (5.  6),  для  корректно  поставленной  задачи  это  условие  всегда  вы- 
полнимо, так  как  е-дуги  не  могут  образовать  контуров,  а /-дуги  — 
сечений  (в  противном  случае  некоторые  из  них  были  бы  зависимыми 
от  других  в соответствии  с уравнениями  связей). 

Дуги  полюсных  графов  (у- дуги  и г-дуги),  вообще  говоря,  могут 
быть  распределены  между  деревом  и дополнением  произвольно. 
Однако  в зависимости  от  того,  как  решается  этот  вопрос,  матрица 
\Ѵ  может  иметь  более  или  менее  удобную  для  дальнейшего  анализа 
форму.  Поскольку  решение  или  преобразование  уравнений  осу- 
ществляется чаще  всего  методами  исключения,  то  наиболее  жела- 
тельной является  такая  форма  матрицы  \Ѵ,  когда  элементы  ее 
главной  диагонали  не  равны  нулю,  а еще  лучше  равны  единице 
(регулярная  форма). 

Для  достижения  этой  цели  необходимо,  прежде  всего,  записы- 
вать строки  компонентной  матрицы  V в таком  же  порядке,  в каком 
расположены  столбцы  в ее  субматрицах  V/  и Ѵп.  Очевидно,  еди- 
ничные элементы  компонентных  уравнений  (в  неявной  форме) 
должны  попасть  в Ѵіт  и Ѵ-,^  — субматрицы,  которые  при  преоб- 
разовании матрицы  V не  претерпевают  изменений.  А это  значит,  что 
г-дуги  целесообразно  включить  в дерево,  а у- дуги  — в дополнение. 
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Взаимоопределенные  ветви  дерева  целесообразно  представить  как 
г-дуги,  а взаимоопределенные  хорды  — как  у- дуги. 

Приведенное  правило  не  всегда  может  быть  выполнимо  пол- 
ностью, однако  его  соблюдение  всегда  приводит  к матрице  \Ѵ  в наи- 
более удобной  форме.  Например,  дугу  4 графа  гидромеханической 
системы  (рис.  170,  б)  следовало  бы  включить  в дополнение,  так  как 
она  представлена  как  «/-дуга  компонентным  уравнением  /4  = /С4х4. 
Но  тогда  вместо  нее  пришлось  бы  ввести  в дерево  одну  из  дуг  6, 
8 или  10.  Дуги  6 и 10  являются  существенно  «/-дугами,  а дуга  8 
относится  к тому  же  типу,  что  и дуга  4.  Если  быть  до  конца  после- 
довательным, то  следовало  бы  воспользоваться  тем  обстоятельством, 
что  дуга  4 взаимоопределенная  и представить  ее  как  2-дугу  урав- 
нением х4  = г I— /4. 

Для  получения  математической  модели  системы  в дифферен- 
циальной форме  необходимо  использовать  только  те  полюсные 
уравнения,  которые  выражают  поперечные  или  продольные  перемен- 
ные через  производные.  Соответствующие  компоненты  в первом 
случае  представляются  «/-дугами  (емкости,  массы),  а во  втором  — 
г-дугами  (индуктивности,  пружины).  При  несоблюдении  этого  усло- 
вия математическая  модель  может  содержать  интегральные  опе- 
раторы . 

5.  Переменные  состояния.  Переходя  к изложению  вопросов, 
связанных  с формированием  уравнений  переменных  состояния, 
будем  пользоваться  терминами  и обозначениями  электрических 
величин.  Соответствующие  соотношения  для  других  физических 
систем  легко  получаются  на  основе  электрических  аналогий  (см. 
табл.  4). 

Так  как  дифференциальные  уравнения  переменных  состояния 
должны  содержать  только  производные  первого  порядка,  то  для 
емкостных  и индуктивных  дуг  используются  полюсные  уравнения 
в виде: 

«!««/-  (Иг 

і — Г — • і — I — . 

Напряжения  на  емкостях  ис  и токи  в индуктивностях  произ- 
водные которых  входят  в полюсные  уравнения,  называют  диффе- 
ренциальными переменными.  В отличие  от  них  переменные,  которые 
не  содержатся  под  знаком  производной,  называются  алгебраичес- 
кими переменными. 

Ясно,  что  совокупность  переменных  состояния  системы  обра- 
зуется из  всех  тех  дифференциальных  переменных  ис  и іь,  которые 
являются  взаимно  независимыми.  Поскольку  в общем  случае  век- 
торы ис  и «У  могут  содержать  зависимые  переменные,  то  необходимо 
выяснить  условия  такой  зависимости  и способы  выбора  взаимно 
независимой  совокупности  дифференциальных  переменных. 


15  5-165 
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Если  некоторый  контур  содержит  только  задающие  источники 
напряжения  и емкости  (рис.  171,  а),  то  напряжения  на  одной  из  них 
выражаются  через  напряжения  источников  и напряжения  на  других 
емкостях  контура.  Аналогично  при  наличии  сечения,  образованного 
только  задающими  источниками  тока  и индуктивностями  (рис. 
171,  б),  ток  в одной  из  индуктивностей  выражается  через  токи 
источников  и токи  в других  индуктивностях  сечения.  Контуры 
и сечения,  обусловливающие  зависимость  переменных  состояния, 
будем  называть  особыми.  Так  как  эта  зависимость  связана  исклю- 
чительно со  структурой  схемы,  то  соответствующие  переменные 
будем  называть  топологически  зависимыми. 


а 

Рис.  171.  Особые  контур  (а)  и сечение  (<5). 


Уравнения  в неоднородном  координатном  базисе  будут  содер- 
жать все  независимые  напряжения  на  емкостях  и токи  в индуктив- 
ностях при  условии,  что  они  входят  в векторы  ихт  и іхы.  Это  можно 
обеспечить  на  этапе  формирования  фундаментального  дерева, 
включая  в него  все  задающие  источники  напряжения  и максимально 
возможное  число  емкостных  дуг  (С-дуг).  В то  же  время  все  задаю- 
щие источники  тока  и максимально  возможное  число  индуктивных 
дуг  (С-дуг)  должно  остаться  в дополнении.  Тогда  переменные  со- 
стояния представляются  векторами  напряжений  на  емкостных 
ветвях  дерева  ист  и токов  в индуктивных  хордах  Д/ѵ. 

Итак,  при  формировании  уравнений  переменных  состояния  необ- 
ходимо выделить  из  множества  дуг  компонентов  системы  подмно- 
жества С-дуг  и С-дуг,  которые  будем  называть  реактивными  дугами, 
а остальные  будем  рассматривать  как  х-дуги.  Очевидно,  изложен- 
ное выше  требование  о распределении  реактивных  дуг  между  дере- 
вом и дополнением  будет  обеспечено,  если  фундаментальное  дерево 
формировать  в соответствии  со  следующей  иерархией  дуг: 


Дерево 


е,  С,  х,  С,  / 


Дополнение 
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Иерархию  внутри  х-дуг  целесообразно  (хотя  и не  обязательно) 
принять  в соответствии  с приведенной  в (4). 

6.  Уравнения  переменных  состояния.  Топологические  уравне- 
ния в системе  координат,  которая  определяется  выбранным  в соот- 
ветствии с изложенными  требованиями  фундаментальным  деревом, 
запишутся  следующим  образом: 
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Каждому  из  них  соответствуют  четыре  матричных  уравнения, 
образующие  четыре  пары  взаимно  дуальных  соотношений.  Компо- 
нентное уравнение  для  х-дуг  в неявной  форме  имеет  вид: 


[ѴѴг»  Ѵиы, 


V іт,  Ѵш\ 


'XI 

Іхх 


' хт 
Іхх 


= 0. 


Подставив  сюда  выражения  векторов  ых/ѵ  и іхт  из  топологи- 
ческих уравнений,  получим  уравнение  для  безреактивных  компо- 
нентов: 


ит  Т ѵ х^хх1  ^ ^/г^хх] 


'хт 

Іхх 


~ [ ^ЦУѴ^СХ1  Ѵ"«хь] 


'ст 


"е  (/)' 

./(0. 


15* 
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или  в краткой  записи 


^ 0^0  — ^1^-  4"  ^2^■ 


Матрицы  ТУо,  С?!  и ^.2  определяются  полученными  выше  выра- 
жениями и могут  быть  найдены  преобразованием  компонентной  мат- 
рицы V для  х-дуг  с помощью  субматриц  матрицы  сечений  Вектор 
алгебраических  переменных  дс0,  вектор  переменных  состояния  х и 
задающий  вектор  ѵ выражаются  следующим  образом: 


хп  = 


АТ 


-ХА 


X = 


С 7 


У = 


■<?(/)' 
. / (0  _ 


Уравнения  переменных  состояния  можно  сформировать  на  ос- 
нове соотношений,  следующих  из  топологических  уравнений: 

г'сг  "Ь  ^сс^'стѵ  ~ г'сх^хм  7і:сь(с,ѵ  ^су/  (0; 

= ~ХСЫЛТ  "Ь  71 С Iй С Т 4*  (0- 

Объединяя  эти  соотношения  в одно  матричное  уравнение  и вводя 
векторы  <7  и выражающиеся  через  заряды  для  емкостей  и потоко- 
сцепления  индуктивностей 

9 — <7сг  + ^СС^СЫ'  Ф ~ Фь/Ѵ  ^УхФуТ’ 

находим: 
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— Ѳ0*о  4“  Ѳхх  4-  Ѳ2у. 

Решив  уравнение  ѴР йх0  — 0.±х -\- относительно  вектора  хп  и 
подставив  его  значение  х0  = (С^х  + (?2у)  = <2,'  а + С»  у в диф- 
ференциальное уравнение,  получим: 


йх 

<и 


— (Ѳ«С2і  4-  Ѳх)  х + (Ѳ0(і2  + Ѳ2)  ѵ = Ѳ(  х + Ѳ2  ѵ 


Вектор  х0  можно  исключить  с помощью  алгоритма  Гаусса — 
Жордана  (3.4.3)  над  блочной  матрицей  Л (по  столбцам  матрицы 

И'Ѵ): 


-Ѳ„ 

Ѳі 
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Яі 
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ѳ; 
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с; 
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Вектор  х — (д,  ф)‘  выражается  через  заряд  д и потокосцепле- 
ние  ф,  которые,  в свою  очередь,  являются  функциями  напряжений 
на  емкостях  и токах  в индуктивностях: 

Я = <рс  (чсУ,  Ф = (Д)- 


Алгоритм  формирования  уравнений  переменных  состояния  имеет 
свои  особенности  для  линейных  и нелинейных  систем,  которые  рас- 
сматриваются ниже. 

7.  Линейные  системы.  Для  линейных  систем  д с = Сие  и ф*.  = 
= АД,  где  С и А — квадратные  матрицы,  элементами  которых 
являются  емкости  и индуктивности  реактивных  двухполюсников. 
Матрицы  С и А (при  отсутствии  индуктивных  связей)  диагональны, 
а если  имеются  индуктивно  связанные  двухполюсники,  то  А не  диа- 
гональна,  но  симметрична.  Переменные  і?  и ф можно  выразить 
следующим  образом: 


Я Яст  "Р  ^ссЯ  сы 
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= Рььфь  = Рщ.А/Е. 


Из  топологических  уравнений  следуют  соотношения  ислг  = 
= к‘ссист  + к‘ЕСе  и іит  = — на  основании  которых 

выразим  векторы  ис  и гд 
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Подставляя  эти  выражения  в формулы  для  д и ф,  получаем: 

д = (ПссСП^)  ист  + НссСПЕСе  (()', 
ф = (Рс,АР^)/,Л,  + Р^А  Ѵ‘иНО, 


на  основании  чего  можно  записать 
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Приравняв  производную  этого  выражения  полученному  ранее 
соотношению,  находим: 


ѴРХ 


йх 

1Г 


= Ѳ'  х + Ѳ2'  ѵ — Ѳ 


СІѴ 

31Г’ 


откуда  получаем  уравнения  переменных 
мы  в виде 


% = Ах  + Вѵ  + В' 


состояния  линейной  систе- 
ма 
йі  ’ 


где 

А = ѴГ-Щ  ; В = 1Г7](Э2 ; В'  = ѴР~  1В'. 


Вместо  обращения  матрицы  V/ х можно  применить  алгоритм 
Гаусса — Жордана  по  ее  столбцам  над  блочной  матрицей  Ах: 
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ѳ; 
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-> 
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В' 

Общая  процедура  формирования  уравнений  переменных  состоя- 
ния линейных  систем  иллюстрируется  на  рис.  172. 


Рис.  172.  Процедура  формирования  уравнений  переменных  состояния  линей- 
ных систем. 
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Появление  производной  вектора  ѵ в уравнении  переменных 
состояния  обусловлено  особыми  контурами  и сечениями  с задаю- 
щими источниками.  Если  такие  источники  в особых  контурах  от- 
сутствуют, то  пЬс  = 0 и л и = 0,  следовательно,  Ѳ3  = 0. 

При  отсутствии  особых  контуров  вообще  все  дифференциальные 
переменные  независимы  и входят  в векторы  ист  и г'дл,  а матрицы 
лес  и лее  исчезают.  Тогда  ПСс  = 1 и Рее  = 1,  вследствие  чего 
матрица  \ѴХ  имеет  квазидиагональную  структуру: 

С 0] 

V/  = 

' [0  Ц' 

а при  отсутствии  индуктивных  связей  ѴѴХ  — диагональная  матрица, 
элементами  которой  являются  параметры  реактивных  двухполюс- 
ников. В таких  случаях  умножение  на  обратную  матрицу  \Ѵ~Х 
соответствует  делению  каждого  уравнения  переменных  состояния 
на  соответствующий  диагональный  элемент  матрицы  \ѴХ- 


Рис.  173.  Электрическая  схема  с идеальным  трансформатором  (а)  и ее 

граф  (б). 


Рассмотрим  в качестве  примера  линейную  электрическую  схему, 
рис.  173,  а.  В соответствии  с выбранным  фундаментальным  дере- 
вом графа  (рис.  173,  б)  запишем  матрицу  сечений  для  хорд: 
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Компонентная  матрица  для  х-дуг  в неявной  форме  имеет  вид: 
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Преобразовав  эту  матрицу  в соответствии  с субматрицами  ма^ 
рицы  сечений,  запишем  блочную  матрицу  Л: 
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Пусть  параметры  компонентов  схемы  имеют  следующие  норми- 
рованные значения:  К2.=  /?8  = /?4  = 1;  Съ  = Св  = 07  = 0,5;  п = 2; 
С1  = С2  = 0,05;  = 0,2.  Подставив  эти  значения  в матрицу  Л и при- 

менив процедуру  исключения  по  столбцам  субматрицы  \Ѵ,  получим: 
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Отсюда  имеем  уравнения  для  векторов  х и х0: 


'Я  ' 

—0,5  1 ' 

«С1 

О 

ю 

о 

о (!)' 

х = 

Л. 

-1  -1,6. 

кл 

+ 

о 

00 

1 

о 

Ъі 

.ш. 

= 


ихі 

“0 

0,4~ 

“0,8 

0,4- 

их2 

0 

1 

0 

0 

и ХЗ 

0 

0,4 

0,2  - 

-0,6 

и , 1 

0 - 

-0,6 

ГисГ 

+ 

0,2 

-0,6 

къ 

0 - 

-0,2 

1 «и. 

0,1  - 

-0,2 

1Х6 

0 

0 

0,5 

0 

кі 

0,5 

0 

0,5 

0 

_**8  _ 

_0 

0,8 

_ 0 

0,8 

<?і  (/) 

/і(П] 


457 


В соответствии  с заданными  значениями  емкостей  и индуктив- 
ностей сформируем  матрицы: 


ПссСП^=  [1-1] 


С1  0 
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ПссСП^с  = [1  — 1] 
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Полученные  матрицы  имеют  первый  порядок,  так  как  схема 
характеризуется  только  двумя  переменными  состояния  — напря- 
жением на  емкости  исі  и током  в индуктивности  іи.  Матрица 

отсутствует,  поскольку  нет  особых  сечений  с источниками  тока. 
Матрица  Л*  имеет  вид: 
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Разделив  первую  строку  на  0,1,  а вторую  на  0,2,  получим  слева 
единичную  матрицу,  и,  следовательно,  уравнения  переменных  со- 
стояния имеют  вид: 

М (0 . 

йі 

8.  Нелинейные  системы.  Изложенный  алгоритм  формирования 
уравнений  переменных  состояния  легко  обобщается  на  нелиней- 
ные системы.  При  формировании  фундаментального  дерева  из  дуг 
безреактивных  компонентов  выделяются  дуги  нелинейных  двух- 
полюсников, причем  управляемые  током  дуги  помещаются  в дерево 
(после  е-дуг  и С-дуг),  а управляемые  напряжением  — в дополнение 
(перед  /.-дугами  и /-дугами).  Тогда  матрица  сечений  запишется 
в виде: 
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где  индекс  Н относится  к нелинейным  безреактивным  дугам,  а в рам- 
ку заключена  субматрица  матрицы  сечений  для  безреактивных  дуг. 
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Из  топологических  уравнений,  определяемых  этой  матрицей, 
следуют  соотношения: 
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или  в краткой  записи 
сіх 


' 0 ~*нЛ 
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где  векторы  х0,  х и ѵ определены,  как  и ранее;  хн  и ун  — векторы 
переменных,  связанных  с нелинейными  безреактивными  компонен- 
тами: 


Г“нт 

Іні 

1 Уни. 

Ун  = 

“нт. 

Вектор  х0  можно  исключить  из  этих  выражений  на  основе 
уравнения  для  переменных  безреактивных  линейных  компонен- 
тов 

^ (Л  " 0.\Х  Ж ^2^  “В  ^зхн  ' 

которое  отличается  от  линейного  (6)  только  наличием  в правой 
части  слагаемого  С}3хн,  где 

^3  = Уі/И^нх’  ^І7%  хн] ' 

Для  исключения  вектора  х0  удобно,  как  и ранее,  применить 
алгоритм  Гаусса — Жордана  (но  теперь  блочная  матрица  Л имеет 
более  общий  вид): 
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Таким  образом,  приходим  к уравнениям: 

— Ѳі  х + 02  ѵ + Ѳз  хн\ 


Ун  — ■ X Яг  ѵ -ф-  &зХн', 
х0  ~ 0.І  х 0.г  ѵ (}'зХн  . 


Рис-  174.  Транзисторный  усилитель  (а),  его  схема  замещения  (б)  и 

граф  (в). 


Если  нелинейными  являются  только  безреактивные  компоненты, 
то  первое  уравнение  таким  же  способом,  как  и линейное,  может 
быть  приведено  к нормальной  форме,  но  теперь  оно  содержит 
член  с вектором  хн  переменных  нелинейных  компонентов.  Уравне- 
ние переменных  состояния  совместно  с нелинейным  алгебраическим 
уравнением  образует  систему 

-щ-  — Ах  + Вѵ  4-  Рхн  1 
Ун  = 21л:  + 2г  ѵ + 2з  хн  ] 
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решение  которой  при  заданных  нелинейных  функциях  у(хн,  ун)  = О, 
векторе  ѵ и начальных  условиях  х (і„)  = х0  позволяет  найти  век- 
торы х и хн,  а значит,  и вектор  х0. 

При  наличии  нелинейных  реактивных  компонентов  обычно  ис- 
пользуется уравнение  для  производной  вектора  х.  Оно  решается 
совместно  с нелинейным  алгебраическим  уравнением  каким-либо 
численным  методом,  причем  вектор  х определяется  на  каждом  шаге 
интегрирования  на  основе  заданных  функций  дс(ис)  и фц(Д)  или 
С(ис)  и Ціі). 

Не  останавливаясь  на  численных  методах  решения  нелинейных 
алгебраических  и дифференциальных  уравнений,  проиллюстри- 
руем формирование  уравнений  переменных  состояния  на  примере 
транзисторного  усилителя  (рис.  174,  а).  Замещая  транзистор  нели- 
нейной схемной  моделью  (см.  рис.  151 , б),  получаем  схему  рис.  174,6. 
Нелинейные  безреактивные  компоненты  Дк  и Дъ  задаются  уравне- 
ниями: 


С = ік о (е  ‘“к  — 1 );  іэ  = 4о  (е  * — 1), 
а нелинейные  емкости  выражаются  функциями 


Ск  = Скб  + Ск0е 


Сэ  = Сэб  -Г  Сэое 


Т“э 


где  /к0,  іэ0,  Скб,  Сэб,  Ск0,  Сэ0  и т — величины,  выражающиеся  через 
физические  параметры  транзистора  и определяемые  соответствую- 
щими вычислениями  или  экспериментальным  путем. 

Так  как  зависимые  источники  тока  управляются  токами  нели- 
нейных двухполюсников  Дк  и Дэ,  то  для  разделения  линейных  и 
нелинейных  компонентов  введем  управляющие  короткозамкнутые 
дуги  по  току.  Граф  схемы  с выбранным  деревом  показан  на  рис. 
174,  в.  Матрица  сечений  для  хорд  имеет  вид: 
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Компонентная  матрица  V для  линейных  безреактивных  дуг  пред- 
ставляется следующим  образом  (для  короткозамкнутых  дуг  иХі  = 
= 0 и иХ2  = 0): 


XI  Х2  ХЗ  Х4  Х5  Х6  Х7  ХЗ  Х9  XI  Х2  ХЗ  Х4  Х5  Х6  Х7  ХЗ  Х9 

XI 
Х2 
ХЗ 

Х4 
Х5 

Х6 
Х7 
Х8 
Х9 


Сформировав  соответствующие  матрицы,  запишем  блочную 
матрицу  Л: 


1 

1 

— 

- 

- 

-- 

— 

— 

— 

— 

1 

-я» 

— 

— 

— 

— 04 

1 

-с» 

I 

1 

1 

- 

— 

— 

-О, 

— 

— 

— 

1 

— °7 

~а1 

ѵит  Ѵцх  ѴІТ  і/ 


иХ!  иХ2  11  ХЗ  1Х4  ‘Х5  >Х6  ‘Х7  ‘Х8  1Х9  «С/  иС2  (0  «2  ІН, 


‘ Н2 


— 

—1 

— 1 

— ] 

1 

I 

— 1 

1 

1 

1 

1 

I 

1 

— 

1 

1 

#3 

Яа 

-О* 

1 

-с4 

о4 

о4 

1 

-о» 

Се 

— 

-Се 

1 

Се 

Се 

1 

с, 

1 

— 

аы 

1 

аі 

С1 

С2 

Н1 

Н2 

XI 

Х2 

ХЗ 

Х4 

Х5 

Х6 

Х7 

Х8 

Х9 


462 


При  использовании  общих  соотношений  для  формирования 
матрицы  Л следует  иметь  в виду,  что  в рассматриваемом  примере 
некоторые  из  топологических  субматриц  отсутствуют  или  нулевые. 
Применив  алгоритм  исключения  и обозначив  р = 1 + К3(04  4-  0е), 
получим: 

иХт'1ХИ  иСі  иС2  (0  (Я/  !Я2 


0 

-у(1+Л.О,) 

04 

р 

/?304(}в 

р 

64  ( 1 +/?збв) 

р 

— 1 

ая 

а 4 

04  4 

0в 

о4 

-1 

Р 

р 

р 

р 

0 

і 

1 

1 

/?з04 

Р 

— [Г 

р 

Дз  о4 
р 

- у(1+Д30в) 

С4 

р 

/?3С466 

р 

О4(1+/?3О0) 

р 

-О. 

С6 

/?3046в 

0е 

бе  ( 1 4 ^?зб4) 

р 

/?з040в 

р 

р 

р 

0, 

аЛ/ 

а/ 

СІ 

С2 

ИІ 

Н2 

XI 

Х2 


хз 


Х4 

Х5 

Х6 


Х7 

Х8 

Х9 


Отсюда  имеем  уравнения  переменных  состояния  вместе  с нели- 
нейными алгебраическими  уравнениями: 
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Остальные  строки  преобразованной  матрицы  Л дают  уравнения 
для  алгебраических  переменных  линейных  компонентов. 

9.  Выходное  уравнение.  Подлежащие  определению  переменные 
можно  рассматривать  как  составляющие  искомого  вектора  у,  ко- 
торый выражается  выходным  уравнением  через  вектор  переменных 
состояний  х,  задающий  вектор  ѵ и (в  случае  нелинейных  систем) 
вектор  л'я,  т.  е. 


у = Сх  + + Нхн  . 

Если  искомые  переменные  входят  в векторы  ж,  х0  и ун,  то  вы- 
ходное уравнение  формируется  непосредственно  из  соответствующих 
строк  преобразованной  матрицы  Л.  Так  как  вектор  лг0  содержит 
напряжения  ветвей  дерева  ихт  и токи  хорд  іхи,  то  целесообразно 
включать  в дерево  (если  это  возможно)  х-дуги  искомых  напряжений 
и в дополнение  — х-дуги  искомых  токов.  В общем  случае  можно 
получить  уравнение  для  искомой  переменной  линейной  комбина- 
цией строк  преобразованной  матрицы  Л.  Например,  для  входного 
тока  івх  усилителя  (рис.  174,  а)  имеем: 


4х  — — іе\ 4 + 4 + 4 = 

Од 

“і  Р Р 

+ [с,  + о7  + 0ЛІ±+1^  _с6_МіО_в 

Вхождение  искомых  переменных  в вектор  хй  всегда  можно  обес- 
печить, вводя  фиксирующие  короткозамкнутые  ветви  дерева  для 
токов  и разомкнутые  хорды  для  напряжений. 

10.  Ограничения  и обобщения.  Внимательный  читатель,  по-ви- 
димому, заметил,  что  при  изложении  алгоритма  формирования  урав- 
нений переменных  состояния  допускался  ряд  условий,  которые 
специально  не  оговаривались,  но  подразумевались  при  записи 
основных  соотношений. 

Предполагалось,  что  управляемыми  и управляющими  являются 
только  дуги  безреактивных  компонентов,  к которым  отнесены  также 


‘с  1 

ЛС2 


+ 
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короткозамкнутые  и разомкнутые  душ,  фиксирующие  управляю- 
щие токи  и напряжения.  При  этом  число  управляющих  величин 
для  данной  дуги  не  ограничивается,  но  управляющие  параметры 
рассматриваются  как  постоянные  величины. 

Ограничение  на  характер  управляющих  двухполюсников  легко 
снимается,  если  функции  управления  возложить  на  дополнительно 
вводимые  дуги,  фиксирующие  управляющие  переменные.  Последо- 
вательно с управляющим  по  току  двухполюсником  вводится  ко- 
роткозамкнутая дуга,  а параллельное  управляющим  по  напряже- 
нию двухполюсником — разомкнутая  дуга  (рис.  175). 

Обобщение  на  случаи  управления  по  нелинейной  зависимости 
достигается  введением  дуг,  фиксирующих  управляющие  перемен- 
ные, и отнесением  их  к множеству  дуг  нелинейных  компонентов. 
При  этом  в векторе  хн  следует 

положить  нулю  компоненты,  о — і— ] 1 о о — !>— о — - — о 

соответствующие  управляю- 
щим дугам,  что  равносильно 
их  удалению  совместно  с соот- 
ветствующими столбцами  мат- 
риц в;,  п;  и <з’. 

Алгоритм  формирования 
уравнений  переменных  со- 
стояния можно  обобщить  и на 

случаи  управления  по  производной.  Для  этого  необходимо 
представить  дугу,  управляющую  по  производной  тока,  в виде 
последовательного  соединения  двух  емкостей  с равными  (на- 
пример, единичными)  и противоположными  по  знаку  значения- 
ми (общая  емкость  равна  бесконечности,  и,  следовательно,  напря- 
жение дуги  равно  нулю).  Параллельно  положительной  емкости 

сП 


Рі:с. 


175.  Введение  в граф  дополнитель- 
ных управляющих  дуг. 


вводится  разомкнутая  дуга,  управляющая  по  напряжению  и 


' <11 


(рис.  176,  а).  Аналогично  решается  вопрос  и с управлением  по  произ- 
водной напряжения  (рис.  176,  б).  Ясно,  что  при  этом  появляются 
зависимые  дифференциальные  переменные,  которые  можно  исклю- 
чить в процессе  формирования  математической  модели. 

При  моделировании  нелинейных  систем  по  изложенному  алго- 
ритму дуги  всех  нелинейных  управляемых  током  компонентов 
должны  войти  в дерево,  а дуги  всех  нелинейных  управляемых 
напряжением  компонентов — в дополнение  (распределение  взаимо- 
определенных  дуг  нелинейных  компонентов  между  деревом  и до- 
полнением произвольное).  Это  требование  является  топологичес- 
ким ограничением,  которое  служит  одним  из  условий  детермини- 
рованности системы,  т.  е.  возможности  получения  для  искомых 
переменных  однозначного  решения  при  заданных  воздействиях 
и начальных  условиях.  Невыполнение  этого  требования  служит 
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признаком  того,  что  система  может  оказаться  недетерминированной. 
В таких  случаях  требуются  более  тонкие  методы  исследования. 

В соответствии  с принятой  иерархией  управляющие  по  току 
короткозамкнутые  дуги  вводятся  в дерево  после  емкостных  дуг, 
а управляющие  по  напряжению  разомкнутые  дуги  — в дополнение 


Рис.  176.  Схемы  и графы  зависимых  источников,  управляемых  произ- 
водными по  току  (а)  и напряжению  (б). 

после  индуктивных  дуг  (для  нелинейных  систем  дуги  нелинейных 
компонентов  имеют  преимущества  перед  управляющими  дугами 
линейных  компонентов).  При  этом  в дерево  попадает  минимально 
возможное  число  емкостных  дуг,  а в дополнение  — максимальное 
число  индуктивных  дуг.  Как  правило,  тем  самым  обеспечивается 
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вхождение  в уравнения  только  независимых  переменных,  которые 
составляют  совокупность  переменных  состояния.  Однако  при  нали- 
чии особых  контуров  с короткозамкнутыми  дугами  и особых  сече- 
ний с разомкнутыми  дугами  (см.  рис.  171)  в дерево  войдут  все  ем- 
кости таких  контуров,  а в дополнение  — все  индуктивности  таких 
сечений.  Вследствие  этого  векторы  ист  и іщ  будут  содержать  зави- 
симые дифференциальные  переменные,  которые  можно  исключить 
в процессе  формирования  математической  модели. 

11.  Исключение  зависимых  дифференциальных  переменных. 
При  наличии  зависимых  переменных  математическую  модель  линей- 
ной системы  удобно  строить  на  основании  одновременного  исполь- 
зования уравнений  для  дифференциальных  и алгебраических  пере- 
менных в виде: 

^-Ѳ„*0-Ѳ1*-Ѳво  + Ѳ,^=0 
1Г0х0  — (}ХХ  — <32ц  = О 


которым  соответствует  матрица 
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Для  получения  уравнений  относительно  векторов  ^ иг0  необ- 
ходимо преобразовать  матрицу  А к такому  виду,  чтобы  Аг  была 
единичной  (с  точностью  до  перестановки  строк  и столбцов).  Этого 
можно  достигнуть  с помощью  алгоритма  Гаусса — Жордана. 
В развернутом  виде  матрица  Л записывается  следующим  образом: 
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В процессе  преобразования  Л!  к единичной  матрице  в ней  может 
появиться  нулевая  (вырожденная)  строка,  что  препятствует  завер- 
шению этого  преобразования  и является  признаком  зависимости 
дифференциальных  переменных.  Соответствующее  этой  вырожден- 
ной строке  уравнение  не  содержит  алгебраических  переменных  и про- 
изводных, а связывает  только  дифференциальные  переменные 
и задающие  функции  времени.  Оно  и используется  для  исключения 
зависимых  дифференциальных  переменных  из  уравнений  системы. 


Рис.  177.  Схема  с зависимыми  дифференциальными  переменными  (а)  и ее 

граф  (б). 


Проиллюстрируем  исключение  зависимых  дифференциальных 
переменных  на  примере  схемы  рис.  177,  а,  ее  граф  изображен  на 
рис.  177,  б.  Как  видно,  граф  содержит  особый  контур  с коротко- 
замкнутой  управляющей  дугой  и источником  напряжения  (Е1, 
С1,  СЗ,  XI).  Поэтому  все  емкостные  дуги  этого  контура  попали 
в дерево,  хотя  напряжение  одной  из  них  («сі  или  исг)  зависимо  (на- 
пример, иез  = ис\  +е1(^)).  По  той  же  причине  короткозамкнутая 
дуга  XI  не  может  быть  включена  в дерево.  Для  выбранного  фун- 
даментального дерева  матрица  сечений  имеет  вид: 


XI  Х2  ХЗ  Х4  Х5  ХѲ 
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Компонентная  матрица  имеет  следующий  вид: 

XI 
Х2 

хз 

Х4 
Х5 
Хб 

Так  как  дуги  всех  безреактивных  компонентов  вошли  в допол- 
нение, то  субматрицы  V цт  и V п (как  и субматрица  т.хх)  отсут- 
ствуют. Формируем  блочную  матрицу  Л (штрихами  отмечены  произ- 
водные): 

иС\  иС2  иСЗ  иС4  1Х\  1Х2  'хз  1 Х\  1 Х5  (Х6  иС\  иС2  иСЗ  иС4  е1  (б 

СІ 

С2 

сз 

С4 

XI 

Х2 

хз 

Х4 
Х5 
Хб 

Здесь  сразу  же  обнаруживается  вырожденная  строка,  соответ- 
ствующая уравнению  для  XI  (ее  элементы  набраны  жирным  шриф- 
том), поэтому  имеем  зависимость 

— Чс\  + исз  — (0  = 0. 

Исключим,  например,  переменную  исз  = «сі  + ех(і),  что  соот- 
ветствует прибавлению  столбца  для  ис3  к столбцам  для  мСі  и е^і). 
Для  исключения  производной  исз  необходимо  продифференци- 
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ровать  полученное  соотношение,  в результате  чего  возникает  про- 
изводная по  задающему  напряжению,  т.  е. 

аисз  _ ЛиС\  . йе і (I) 

Ш - йі  + Ш ■ 

Образовав  для  производной  е\(і)  дополнительный  столбец, 
необходимо  столбец  для  и'сл  прибавить  к столбцам  для  ис  и е\(1). 
Итак,  вырожденная  строка  дает  информацию  об  операциях,  которые 
необходимо  выполнить  по  столбцам  матрицы  Л для  исключения 
зависимостей  переменной.  Разумеется,  после  этого  столбец  исклю- 
чаемой переменной  и вырожденную  строку  следует  удалить  из 
матрицы  Л. 

Пѵсть  в нашем  примере  заданы  следующие  нормированные  зна- 
чения параметров  компонентов  (значение  управляющего  параметра 
п будет  дано  позже): 

С,  = С3  = I ; С2  = 2;  С4  = ™ ; 02  = С3  = 1;  04  = | ; С5  = ^ . 

Подставив  эти  значения  в матрицу  Л вместе  с добавленным 
столбцом  для  е' (/),  после  выполнения  указанных  операций  над 
столбцами  и удаления  вырожденной  строки,  получим: 
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Применяя  алгоритм  исключения  Гаусса — Жордана,  приходим 
к матрице  (опорные  элементы  отмечены  жирными  цифрами): 

иС\  иС2  "С4  'Х1  'Х2  1 ХЗ  (Х4  1ХЬ  !Х6  иС1  иС2  иС4  е1  (О  е1  (О 
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Дальнейший  ход  решения  задачи  зависит  от  численного  зна- 
чения управляющего  параметра.  При  п ф 2 завершается  проце- 
дура исключения  с опорным  элементом  в последней  строке.  При 
п = 2 имеем  вырожденную  строку,  которой  соответствует  уравнение 


а 


ис2  — т иС4  + Теі  (0  + 


Д ііе1  (I)  _ „ 
2 йХ 


Это  свидетельствует  о зависимости  дифференциальных  пере- 
менных, но  здесь  эта  зависимость  обусловлена  не  структурой 
схемы,  а численными  значениями  параметров  компонентов.  По- 
этому ее  естественно  называть  компонентной  зависимостью  пере- 
менных. Исключение  компонентно  зависимой  переменной,  например 
МС4,  проводится  тем  же  способом,  что  и при  топологической  зави- 
симости, на  основе  уравнений 

1 ■ 4--„  + тМ0  + -м- 
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Вводя  в матрицу  Л дополнительный  столбец  для  второй  произ- 
водной, после  выполнения  соответствующих  операций  над  столб- 
цами (столбцы  для  ііс4  и «С4  прибавляются  к другим  столбцам 
с коэффициентами,  определяемыми  уравнениями  для  исключаемой 
переменной  и ее  производной)  имеем: 
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сз 
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Завершая  процедуру  исключения,  получаем  окончательно 
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Как  видно,  Л преобразовалась  в матрицу,  из  которой  можно 
получить  единичную  матрицу  перестановкой  строк  и столбцов 
(в  нашем  примере  достаточно  переставить  столбец  для  г'*б).  Б ре- 
зультате можно  записать  уравнения  переменных  состояния  и вы- 
ражение для  алгебраических  переменных: 
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Из  рассмотренного  примера  видно,  что  особые  контуры  с корот- 
козамкнутыми дугами  (как  и особые  сечения  с разомкнутыми  ду- 
гами) сильно  усложняют  процедуру  формирования  уравнений  пере- 
менных состояния.  К счастью,  подобные  случаи  в практике  встре- 
чаются крайне  редко. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Приведите  примеры  многополюсных  компонентов,  наличие  которых 
в физической  системе  приводит  к необходимости  использования  неоднород- 
ного координатного  базиса. 

2.  Изобразите  процесс  формирования  матрицы  С[  — [— Ѵ^Л іпех<  ^^тпхА 
схемой,  аналогичной  указанной  на  рис.  169  для  матрицы  ІР. 

3.  Сформируйте  уравнения  системы  (см.  рис.  170)  в неоднородном 
координатном  базисе,  включив  в фундаментальный  лес,  наряду  с е-дугами 
1,  2,  3,  дуги  6 и 10.  Сравните  результат  с полученным  в (3)  и объясните,  по- 
чему матрица  \Ѵ  получилась  в нерегулярной  форме. 

4.  Почему  при  формировании  математической  модели  в неоднородном 
координатном  базисе  взаимоопределенные  ветви  дерева  целесообразно  пред- 
ставить как  г-дуги,  а взаимоопределенные  хорды  — как  (/-дуги? 

5.  Сформируйте  уравнения  в неоднородном  координатном  базисе 
для  механической  системы  рис.  144. 

6.  Переменные  = ^ст  + псс1скі  11  Фьл/  — “і.і’Р/ДѴ  называют  соот- 
ветственно зарядами  сечений  и потокосцеплениями  контуров.  Почему? 

1 } Покажите,  что  при  отсутствии  индуктивных  связей  вектор  х можно 
представить  в виде: 


х = 


"СС^Д^СС  0 ]\“СТ 

0 Ія  А-  тии. ] блг 


*СССЫпЕС  0 

' в (0‘ 
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В какой  мере  можно  ослабить  условие  для  индуктивных  связей,  чтобы 
это  выражение  еще  было  справедливо? 

8.  Запишите  выражение  для  вектора  х при  отсутствии  особых  контуров 
и сечений. 

9.  Выведите  уравнения  переменных  состояния  для  электрической  схемы 
(см.  рис.  121,  а). 

10.  Выведите  уравнения  переменных  состояния  для  механической 
системы  (см.  рис.  123). 

И.  Сформируйте  уравнения  переменных  состояния  для  электрической 
схемы  (см.  рис.  173)  при  заданных  численных  значениях  параметров,  вы- 
полнив все  операции  в скалярной  форме  без  применения  матриц,  для  чего: 

а)  составьте  по  законам  Кирхгофа  топологические  уравнения  для  всех 
независимых  сечений  и контуров,  определяемых  выбранным  фундаментальным 
деревом; 

б)  запишите  полюсные  уравнения  для  безреактивных  компонентов  схемы 
в неявной  форме; 

в)  выразите  напряжения  безреактивных  хорд  и токи  безреактивных 
ветвей  дерева  из  уравнений  сечений  и контуров  и подставьте  их  в полюсные 
уравнения; 

г)  решите  систему  полюсных  уравнений  относительно  алгебраических 
переменных  — напряжений  ветвей  дерева  и токов  хорд  безреактивных  ком- 
понентов; 

д)  выразите  из  топологических  уравнений  токи  емкостных  дуг  и напря- 
жения индуктивных  дуг  и подставьте  в эти  уравнения  найденные  в предыду- 
щем пункте  алгебраические  величины; 

е)  воспользовавшись  полюсными  уравнениями  реактивных  компонен- 
тов замените  токи  емкостных  дуг  через  производные  их  напряжений  и напря- 
жения индуктивных  дуг  через  производные  их  токов; 

ж)  исключите  из  системы  уравнений  для  реактивных  компонентов,  полу- 
ченных в предыдущем  пункте,  зависимые  дифференциальные  переменные  — 
напряжения  емкостных  хорд  и токи  индуктивных  ветвей  дерева; 

з)  запишите  уравнения  переменных  состояния  и сравните  их  с получен- 
ными в (7). 

12.  Объясните  причины  отсутствия  некоторых  субматриц  в матрице  сече- 
ний для  графа,  изображенного  на  рис.  174,  в. 

13.  Введите  в граф  (рис.  174,  в)  короткозамкнутую  дугу,  фиксирующую 
входной  ток  г'вх  и получите  уравнения  переменных  состояния  и выходное 
уравнение. 

14.  Изменяется  ли  вид  уравнений  переменных  состояния  при  введении 
фиксирующих  дуг  для  искомых  величин?  Если  нет,  то  почему? 

15.  Почему  изложенный  алгоритм  формирования  уравнений  переменных 
состояния  не  допускает: 

а)  включения  в дерево  короткозамкнутых  дуг,  если  они  принадлежат 
особому  контуру? 

б)  включения  в дополнение  разомкнутых  дуг,  если  они  принадлежат 
особому  сечению? 

16.  Перечислите  все  особенности,  которые  вносят  в процедуру  форми- 
рования уравнений  переменных  состояния,  особые  контуры  и сечения,  со- 
стоящие: 

а)  только  из  реактивных  двухполюсников; 

б)  из  реактивных  двухполюсников  и источников; 

в)  из  реактивных  двухполюсников  и фиксирующих  дуг; 

г)  из  реактивных  двухполюсников,  источников  и фиксирующих  дуг. 

17.  Сформируйте  уравнения  переменных  состояния  для  схемы  рис.  177,  а 
при  заданных  численных  значениях,  исключив  зависимые  дифференциальные 
переменные  иС1  и иС2  , и сравните  результате  полученным  в (11). 
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18.  Покажите,  что  для  схемы  рис.  177,  а условие  компонентной  зависи- 
мости дифференциальных  переменных  выражается  соотношением: 


19.  По  аналогии  с электрическими  цепями  сформулируйте  основные 
положения  формирования  уравнений  переменных  состояния  для  механических 
и гидравлических  систем. 


7.  СОКРАЩЕННЫЙ  КООРДИНАТНЫЙ  БАЗИС 

1.  Исходные  положения.  При  формировании  математической 
модели  в неоднородном  координатном  базисе  размеры  матрично- 
векторных параметров  определяются  в основном  числом  дуг  по- 
люсных графов  компонентов  системы.  В тех  случаях,  когда  система 
содержит  большое  число  компонентов,  это  может  привести  к серьез- 
ным трудностям  даже  при  использовании  наиболее  совершенных 
вычислительных  машин.  Поэтому  большое  практическое  значение 
имеют  вопросы,  связанные  с сокращением  координатного  базиса, 
в котором  представляются  уравнения  системы.  Один  из  путей 
решения  этой  задачи  основан  на  подстановке  полюсных  уравнений 
в топологические  уравнения,  которые  организуются  специальным 
образом. 

Ясно,  что  компонентные  уравнения  должны  быть  представлены 
в явной  форме.  При  этом  для  их  упрощения  можно  считать,  что 
у- дуги  не  управляют  по  поперечным  величинам,  а г-дуги  не  управ- 
ляют по  продольным  величинам.  Если  такое  управление  в системе 
имеет  место,  то  указанные  дуги  освобождаются  от  него  введением 
дополнительных  управляющих  дуг:  последовательно  с у- дугой 
короткозамкнутой  дуги,  управляющей  по  поперечной  величине, 
а параллельно  с г-дугой  — разомкнутой  дуги,  управляющей  по 
продольной  величине.  В дальнейшем  короткозамкнутые  дуги  объе- 
диняются в множество  5 -дуг  и представляются  уравнением  ^ = 0. 
Разомкнутые  дуги  объединяются  в множество  д-дуг  и представля- 
ются уравнением  г]*?  = 0. 

Итак,  не  нарушая  общности  рассуждений,  можно  считать,  что 
дуги  полюсных  графов  компонентов  системы  управляются  продоль- 
ными величинами  у- дуг  | у,  поперечными  величинами  2-дуг  г\г,  попе- 
речными величинами  з-дуг  % и продольными  величинами  д-дуг 
Ір.  Тогда  компонентные  уравнения  имеют  вид 


V 

\Уо 

ЛѴІ 

’*у‘ 

1 

У о] 

м0 

20 

.V 

-4- 

ІЛ 

Мо\ 

или  в краткой  записи 

X'  = 1/0Х"  + Ѵ0Х0. 
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Дерево  теперь  формируется  в соответствии  со  следующей  иерар- 
хией дуг: 

Дерево 

бу  5,  у у 2 , у у ] 

Дополнение 

и называется  нормальным  деревом.  В него  входят  все  с-дуги  и 5-дуги, 
а все  (7-дуги  и /-дуги  попадают  в дополнение  (нарушение  этого  поло- 
жения свидетельствовало  бы  о некорректности  постановки  задачи). 
Топологические  уравнения  запишутся  следующим  образом: 
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Р<35 
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Р 02 
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_Рул 
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р ЛУ 

Р/2 

0 1 
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В этих  уравнениях  тід  = 0,  ц.,  = 9ДЕ  = в и ^ = 0.  Благо- 
даря специфической  структуре,  обусловленной  способом  построе- 
ния нормального  дерева,  топологические  уравнения  вместе  с компо- 
нентными позволяют  сформировать  математическую  модель  в со- 
кращенном координатном  базисе. 

2.  Уравнения  в сокращенном  координатном  базисе.  Из  топо- 
логических уравнений  для  сечений  и контуров,  определяемых 
у-дугами  и 2-дугами,  имеем  соотношения: 

Пуутщ  + Лу^гц  + Пуѵ&  = 0; 

Р/2^2  + Р 7.ѴІУ  + Р 2Е2  = о, 

которые  объединяются  в одно  матричное  уравнение 
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или 

+ Ѳ2Х"  + Ѳ3Р  = 0. 
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Из  топологических  уравнений  для  сечений,  определяемых 
5-дугами,  и для  контуров,  определяемых  ^-дугами,  имеем  соотно- 
шения: 

т)5  + П3у7)у  + П327 ]2  + П:;і&  = 0; 

+ Р огЬ2  + Рог’у  + Р(зе&  — 0, 


которые  записываются  в виде  матричного  уравнения 


~Т]5 

П5у 
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’Ѵ 

0 

П32 
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8 

Ро. 

4“ 
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)г_ 

+ 

Рсгт 

0 

.V 
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или 

Хй  + Ѳ4Х'  + Ѳ5Х"  + Ѳ/  = 0. 


Подставляя  в записанные  соотношения  компонентное  уравне- 
ние X'  = Ѵ0Х"  + Ѵ0Х0,  после  несложных  преобразований  полу- 
чаем: 

(Ѳ1Ѵ'0  + Ѳ2)  X"  + ѲУоХо  + Ѳ3Р  = 0; 

(Ѳ4Р0  + Ѳь)  X"  + (1+  Ѳ4Р0)  Хо  + Ѳ0Р  = 0. 


Составляющие  вектора  X"  выражаются  из  топологических  зави- 
симостей через  продольные  величины  ветвей  дерева  и поперечные 
величины  хорд: 


6У  = ШУ6Г  = [ШВУ  Пі -уѵ] 
Ч г = ^2%  = 1^22  ^!/2і 


Ълг 

& 


— П*  Р -4—  Ш Е * 


что  приводит  к соотношению 
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11‘уу 

0 ' 

^ УТ 

Пеу 

0 ‘ 
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Р22. 
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Рк 
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или 

X"  = Ѳ'Х0  + Ѳ/. 

Это  преобразование,  которое  получено  благодаря  специфичес- 
кой структуре  системы  координат,  и составляет  главный  момент 
формирования  математической  модели  в сокращенном  координат- 
ном базисе.  Теперь  осталось  подставить  выражение  для  X"  в полу- 
ченные выше  соотношения,  в результате  чего  имеем: 

(Ѳ4Ѵ0  + ѳ2)  Ѳ'Х0  + ѲіѴоХо  = - [(Ѳ1У0  + Ѳ2)  Ѳ7  + ѳ,1  Р\ 

(Ѳ4Ѵ0  + ѳ6)  ѲІХ0  + (1  + Ѳ4УС)  Хг>=—  [(Ѳ4у0  + Ѳ6)  Ѳ7  + Ѳ6]  Р. 
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Объединяя  эти  уравнения,  можно  записать: 


ДРо  + ѲзД  ѲгѴ0 

РЧ 

"(Ѳі^о  + Ѳ,)  Ѳ,  + Ѳ31 

.(Ѳ41/о  + Ѳв)  Ѳ{  1 + Ѳ„Р0 

*о_ 

(®4^0  + ®б)  ®7  + Ѳ„ 

или  в сокращенной  записи  УѴХ  = С}Р. 

Вектор  Р в качестве  своих  компонентов  содержит  задающие  про- 
дольные е и поперечные  & величины,  а вектор  X — продольные 
переменные  «/-ветвей  дерева,  поперечные  переменные  г-хорд,  а также 
поперечные  переменные  короткозамкнутых  дуг  и продольные  пере- 
менные разомкнутых  дуг,  т.  е.  у 


— і 

.гг  г 

Ч 

Г^О 

тігА 

В 

[х0\ 

; Р = 

0 

Таким  образом,  система  координат  включает  только  сечения, 
определяемые  5-дугами  и «/-ветвями  дерева,  и контуры,  определяе- 
мые 2-хордами  и «/-дугами.  Сокращение  числа  координат,  а следо- 
вательно, и порядка  квадратной  матрицы  \Ѵ  численно  равно  коли- 
честву «/-хорд  и 2-ветвей  дерева. 

3.  Матрично-векторные  параметры.  Формально  матрично-век- 
торные параметры  уравнения  У/Х  = С?Р  могут  быть  вычислены  по 
формулам: 


(в,Рэ 

+ Ѳ2)Ѳ(  ѲаКо 

>00 

1(Ѳ4Р„ 

+ ѲВ)Ѳ'  1+Ѳ4РП_ 

<Э  = - 

(9>Ѵ0  + Ѳ2)  Ѳ7  + Ѳ3 

1(в4Ѵо  + Ѳй)Ѳ7  + Ѳв 

ко] 

Однако  такой  путь  не  целесообразен,  так  как  входящие  в эти 
формулы  матрицы  содержат  нулевые  блоки.  Поэтому  имеет  смысл 
перейти  к более  подробной  записи,  сделав  по  пути  некоторые  преоб- 
разования. Рассмотрим  сначала  блок 


и^оо  = (ѳ^о  + ѳ2)  ѳ{  = ѳдѳ;  + ѳд  = 
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Из  общего  свойства  ПР'  = 0 следует,  что  произведение  любой 
строки  матрицы  П на  любой  столбец  матрицы  Р«  (или  строку  мат- 
рицы Р)  дает  нулевую  матрицу.  Поэтому  в нашем  случае  можно 
записать: 


[ООПууПу /ІІудІІу./]  [РгяРгзРгкРггОО]'  = О, 
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откуда  ПууР^у  + = 0,  т.  е.  ПууР/у  = — ПугР'гг-  Обозна- 

чив ПугРгг  = Ѳ0>  можно  записать  ПууР^у  = — Ѳ0  или  Р/т^уу  = 
= — Ѳц.  Таким  образом,  рассматриваемый  блок  преобразуется  к виду: 


^00  = 


ПууУ0Пуу  Пуу^ѴдР  22  + 

Р«М0Пуу-  ѳ0  Ргг20Рм 


Рассматривая  аналогично  остальные  блоки,  получаем  развер- 
нутые выражения  для  матрично-векторных  параметров: 


№ = 
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Определив  матрицы  V/  и <2,  из  решения  уравнения  ІЕХ  = ()Р 
можно  найти  вектор  X.  Если  интерес  представляют  только  искомые 
величины,  зафиксированные  короткозамкнутыми  и разомкнутыми 
дугами,  достаточно  определить  вектор  Х0. 

В частном  случае,  когда  управляющие  короткозамкнутые  и ра- 
зомкнутые дуги  отсутствуют,  матрично-векторные  параметры  вы- 
ражаются значительно  проще 
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\ѵ  = 


ПууЕ0Іі(  у 

+ Ѳ„ 

Р^/ИоПуу  00 

Р 7 ѴІ 
г гггъ г гг. 

Пуу/Ѵ0Ргу2+Пуу 

Р22Л40П^у-{-РгЕ 

а вектор  X содержит  только  компоненты  векторов  1УТ  и гщдг. 

4.  Оптимальное  разбиение  дуг.  Использование  сокращенного 
координатного  базиса  имеет  смысл  тогда,  когда  достигается  значи- 
тельное уменьшение  размеров  матрицы  \Ѵ.  Заметим,  что  уже  при 
сокращении  числа  координат  на  30%  количество  клеток  матрицы 
уменьшается  примерно  вдвое,  а трудоемкость  решения  системы 
уравнений  снижается  во  много  раз.  Естественно  стремиться  до- 
стигнуть максимально  возможного  сокращения  координатного  ба- 
зиса, что  осуществляется  с помощью  оптимального  разбиения 
взаимоопределенных  дуг  между  множествами  у-дуг  и г-дуг. 

Прежде  чем  излагать  алгоритм  оптимального  разбиения  взаимо- 
определенных дуг,  найдем  общее  соотношение  для  количества 
сокращаемых  координат  при  заданном  разбиении.  Так  как  вектор 
X не  содержит  составляющих  векторов  в то  ясно  что 
сокращаются  сечения,  определяемые  г-ветвями  дерева  (г-сечения), 
и контуры,  определяемые  у-хордами  (у-контуры). 

Рассмотрим  суграф,  содержащий  только  е-  и у-дуги  (а  также 
все  р вершин)  исходного  графа.  Пусть  он  состоит  из  кь  компо- 
нентов (изолированные  вершины  также  считаются  компонентами 
суграфа),  а число  всех  е-  и у- дуг  равное.  Поскольку  фундаменталь- 
ное дерево  формируется  с преимуществом  е-  и у- дуг,  то  все  сечения 
этого  суграфа  несокращаемые,  а все  контуры  сокращаемые.  Оче- 
видно, количество  таких  сокращаемых  контуров  равно  цикломати- 
ческому  числу  суграфа,  т.  е.  о'  = ^ — р к5.  Количество  несокра- 
щаемых сечений  равно  рангу  суграфа  р — к8,  а сокращается 
ѵ ~ ѵ ІР  сечений.  Следовательно,  общее  число  сокращае- 
мых координат 

[х  = а'  + ѵ'  = (?5  — р + кѣ)  + (ѵ  —р  + к5)  = + 2 к5  + ѵ — 2 р. 

Из  соотношения  для  ранга  исходного  графа  ѵ = р — к,  где 
к — число  его  компонентов,  следует  р = ѵ + к,  на  основе 'чего 
полученную  формулу  для  числа  сокращаемых  координат  можно 
представить  в виде: 

^ = <75  + 2(65  — к)  — ѵ = дз  + 2\к  — ѵ, 

где  А к — превышение  по  числу  компонентов  е-  и щсуграфа  над 
исходным  графом. 

Ранг  ѵ является  характеристикой  графа,  которая  не  зависит 
от  типа  дуг.  Поэтому  число  сокращаемых  координат  данного  графа 
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определяется  только  значениями  величин  у5  и Ак,  т.  е.  разбиением 
взаимоопределенных  дуг.  Каждая  новая  у- дуга  увеличивает  р на 
единицу,  а объединение  двух  частей  суграфа  (т.  е.  уменьшение 
Д к на  единицу)  уменьшает  р на  два.  Отсюда  ясно,  что  к у-дугам 
следует  относить,  прежде  всего,  те  взаимоопределенные  дуги, 
которые  не  связывают  отдельных  частей  данного  графа.  Дуги,  свя- 
зывающие какие-либо  две  части  суграфа,  целесообразно  относить 
к у-дугам,  если  их  не  меньше  двух. 

Практически  оптимальное  разбиение  удобно  осуществлять  на 
ш-графе  взаимоопределенных  дуг,  который  получается  из  исходного 
графа  сокращением  (стягиванием)  е-  и у- дуг  и удалением  г-,  /-дуг 


а — исходный  граф:  6 — граф  взаимоопределенных  дуг  с разбиением  на  у-дуги 
(/,  2 , 3,  4,  9)  и г-дуги  (5,  14). 

(разумеется,  короткозамкнутые  5-дуги  также  сокращаются,  а ра- 
зомкнутые у-дуги  удаляются).  К у-дугам  следует  отнести  петли 
и параллельные  дуги  ш-графа.  Каждая  новая  у- дуга  сокращается, 
и процесс  заканчивается  тогда,  когда  в ш-графе  не  останется  петель 
и параллельных  дуг.  Оставшиеся  дуги  ш-графа  после  этого  отно- 
сятся к 2-дугам. 

Например,  для  графа  на  рис.  178,  а (у- дуги  изображены  сплош- 
ными тонкими  линиями,  г-дуги  — штриховыми,  а ш-дуги  — жир- 
ными линиями)  получаем  граф  взаимоопределенных  дуг,  приведен- 
ный на  рис.  178,  б.  К у- дугам  относим,  прежде  всего,  петлю  9 и па- 
раллельные дуги  2 и 3.  После  их  закорачивания  снова  появляются 
параллельные  дуги  1 и 4,  которые  также  относим  к у- дугам.  Дуги 
5 и 14  идентифицируются  как  2-дуги.  При  полученном  разбиении 
(і  = 8 + 2-  2 — 7 = 5. 

5.  Определение  матрично-векторных  параметров.  Итак,  при 
моделировании  в сокращенном  координатном  базисе  целесообразно 
предварительно  провести  оптимальное  разбиение  взаимоопределен- 
ных дуг.  К таким  дугам  относятся  обычно  дуги  двухполюсных  ком- 
понентов. Однако  если  требуется  получить  уравнения  в дифферен- 
циальной форме,  то  дуги  реактивных  двухполюсников  идентифици- 
руются как  у- дуги  или  2-дуги  в соответствии  с их  полюсными  урав- 
нениями, которые  выражают  соответственно  поперечные  или  про- 
дольные переменные  через  производные. 


16  5-165 
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Матрично-векторные  параметры  системы \Ѵ  и <2  можно  определить 
путем  операций  над  топологическими  и компонентными  субматри- 
цами в соответствии  с выражениями,  полученными  в (3).  В качестве 
примера  рассмотрим  гидромеханическую  систему  (рис.  170,  а),  граф 
которой  с нормальным  деревом  изображен  на  рис.  179,  а.  Как 
видно  из  графа  взаимоопределенных  дуг  (рис.  179,  б),  получаю- 
щегося из  графа  системы  закорачиванием  е-дуг  (/,  2,  3)  и у- дуг 
(6',  9,  10),  а также  удалением  г-дуги  (5),  по  условию  оптимального 
разбиения  дуги  4,  7 идентифицируются  как  у- дуги,  а 8 — как 


Рис.  179.  Граф  гидромеханической  системы  (а)  и граф  Бзаимоопределен- 

ных  дуг  (6). 


г-дуга.  При  этом  = 8,  Д/г5  = 1,  ѵ = 5,  следовательно,  число 
сокращаемых  координат  р = 8 Т-  2 • 1 — 5 = 5.  Топологические 
матрицы  имеют  вид: 
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Компонентная  матрица  К0  запишется  следующим  образом  (мат- 
рица К0  отсутствует,  так  как  граф  не  содержит  короткозамкнутых 
и разомкнутых  управляющих  дуг): 


V 


о — 


4 6 7 9 10  5 8 


К, 
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рВ , 
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—5 

— п 
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Тройные  произведения  матриц,  входящие  в блоки  матрично- 
векторных параметров  ІК  и С},  можно  получить  путем  операций  над 
строками  и столбцами  соответствующих  блоков  компонентной  мат- 
рицы К0  подобно  тому,  как  это  делалось  при  формировании  матема- 
тической модели  в однородных  системах  координат  (5).  Так  как 


Ѳ 


о 


П угР'гг 


[0  1| 


= ПІ- 


то  записав  матрицу  1К  и вектор  (2,  приходим  к уравнениям  в со- 
кращенном координатном  базисе: 


6.  Операции  над  столбцами.  Обычно  компонентные  матрицы 
К0  и Ѵа  сильно  разреженные,  а их  размеры  определяются  числом 


16* 
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Ях  дуг  полюсных  графов  компонентов  и числом  Яо  управляющих 
короткозамкнутых  и разомкнутых  дуг  (матрица  Ѵ0  квадратная 
Ях  -го  порядка,  ѵв  имеет  размер  Ях  х Яо)-  Работать  с такими  матри- 
цами неудобно,  особенно,  если  система  содержит  большое  число 
компонентов. 

Заслуживает  внимания  другой  способ  определения  матрично- 
векторных параметров  системы  в сокращенном  координатном  ба- 
зисе. Он  основан  на  непосредственном  введении  параметров  каждой 
дуги  в топологические  уравнения: 

ѲхХ'  + ©2Х"  + Ѳ3Р  = 0; 

Х0  + Ѳ4Х'  + ©6Х"  + Ѳ6Р  = о, 


которые  удобно  представить  в объединенной  форме: 


Ѳ,  Ѳ,  0 
Ѳ4  Ѳ5  1. 


X' 

X" 

Х0 


+ 


©з 

ь©в 


0. 


Компонентные  уравнения  линейных  систем  выражают  каждую 
составляющую  х'к  вектора  X'  через  составляющие  х,  векторов 
X"  и Хо  в виде  суммы 

х'к  — 2 ЫкгХг, 

Г 


где  ѵѵьг  — параметр,  который  характеризует  зависимость  хк  от 
хг  (для  реактивных  компонентов  шкг  содержит  операторы  диффе- 
ренцирования или  интегрирования).  Для  исключения  переменной 
х'к  из  топологического  уравнения  достаточно  соответствующий  этой 
переменной  столбец  матрицы 


© = 


©1  Ѳ2  0] 

©4  ©о  1, 


умножить  на  параметр  ѵѵкг  и сложить  со  столбцом,  соответствующим 
переменной  хг  (для  всех  значений  г,  при  которых  щг  отлично  от 
нуля).  После  этого  столбец,  соответствующий  переменной  хк,  уда- 
ляется из  матрицы  Ѳ,  а переменная  хк  исключается  из  вектора 
X'.  Таким  способом  можно  ввести  параметры  всех  компонентов, 
в результате  чего  вектор  X'  исключается  из  исходных  топологичес- 
ких уравнений,  и они  преобразуются  к виду: 


[ХдЛд] 


ГХ'1 

Х„\ 


+ АрР  = 0. 


После  этого  остается  подставить  X"  = ©4Х0  + ©7^  и в резуль- 
тате получаем 


[ХДЭі  Лд] 


— (Лд;Ѳ7  *Т  Ар)  Р, 
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что  соответствует  уравнению  системы  ѴРХ  = (}Р  в сокращенном 
координатном  базисе,  где 

V = |ЛАѲ;  А0];  (2  = — (Л*Ѳ7  + ЛД 

И на  этом  этапе  алгебраические  операции  над  матрицами  можно 
заменить  операциями  над  столбцами  матрицы  [Л*ЛдЛА-].  Для 


Рис.  180.  Определение  матрично-векторных  параметров  линейной 
системы  в сокращенном  координатном  базисе. 

этого  достаточно  столбцы  матрицы  Л*  преобразовать  согласно 
уравнению  Х"=  Ѳ{Х0  + О-/7,  которому  соответствуют  соотношения: 

= П ууЬут  + Пеке;  Ч2  = РггЧ  гы  + 

или 

\ун  = Кууѣут  + г:ЕѴ,е;  т)2Г  = Рлг^- 

В результате  в матрице  Л*  останутся  только  столбцы  для  век- 
тора Х0  = (\ут,  Цгы),  которые  совместно  с матрицей  Л0  образуют 
матрицу  а матрица  АР  преобразуется  в матрицу  — С 2-  Изложен- 
ный способ  определения  матрично-векторных  параметров  иллюстри- 
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РУется  на  рис.  180,  а его  применение  к рассмотренной  в (5)  гидро- 
механической системе  — на  рис.  181. 


1+п 

7 -п 

'/к, 

5 

1+п 

-п 

р,т 

х,(і) 

х2(і) 


Рис.  181,  Определение  мзтрично-векторных  параметров  гидро- 
механической системы. 


7.  Уравнения  переменных  состояния.  Разобьем  множество  у- 
дуг  на  реактивные  (емкостные)  С-дуги  и безреактивные  С-дуги, 
а множество  г-дуг  — на  реактивные  (индуктивные)  /.-дуги  и без- 
реактивные /?-дупі . Нормальное  дерево  строится  в соответствии 
с иерархией  дуг  (Е , 8,  С,  О,  /?,  Е,  (},  /),  и матрица  сечений  имеет 
вид: 
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На  основе  этой  матрицы,  учитывая,  что  щ = 0 и ^5  = 0,  а также 
используя  зависимость  р = — я* , можно  записать  две  системы 
топологических  уравнений.  Одна  из  них  служит  исходной  для 
формирования  уравнений  переменных  состояния  в сокращенном 
координатном  базисе: 


Ъ + ЪцсПсы  + + Ѵт  + «яУи/  + "э7&  = °: 

"Чет  "СС^СЛ/  "Ь  "ссДсЛ/  "Ь  '"ся^ЯЛ/  ~^Т'С1Ч1_Н  + *С.Р  — 
'Чат  + ^осДал/  + "ся^ял/  + "сет'ел/  = 


5 ял/ 
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' %сі^ст  иЕяе 
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Параметры  безреактивных  компонентов  можно  вводить,  как 
и ранее,  преобразованием  столбцов  матрицы,  соответствующей 
этой  системе  уравнений.  Параметры  реактивных  компонентов  вво- 
дятся в соответствии  с компонентными  уравнениями: 


Ч с 


сП 

Чі 


где  С и Ь — емкости  и индуктивности  электрических  компонентов 
или  их  аналоги  для  компонентов  другой  физической  природы. 

Другая  система  топологических  уравнений,  соответствующая 
сокращаемым  координатам,  используется  для  удаления  из  исход- 
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ной  системы  (после  введения  параметров  компонентов)  зависимых 
переменных  т^г,  т]яг>  Ѣсы  и : 


~Ш!Г<РМ  \т  =•'=  — — ъи§\ 

= \?о^сг  + ^Сс^СТ  + 4се:  ’С/Ѵ  = 4с^Т  + 4сЕ‘ 


Зависимые  дифференциальные 
основании  продифференцированных 


переменные  исключаются  на 
уравнений  для  ц ьт  и 1Сц  : 


Лі 


ІЯГ 


Л 


ш Л : 
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(іі  "-сс  щ +1Сес57- 


^аПГИ/лТ0М  М0ГуТ  пояспться  производные  задающих  функций 
И е(/)  источников,  для  которых  отводится  необходимое  коли- 
чество столбцов  (но  числу  ненулевых  столбцов  матриц  л, , и пРГ) 
Так  ка к зависимые  переменные  г,™  и Іи-  не  входят  в уравнения 
для  О-сечении  и ^-контуров,  то  соответствующие  члены  можно 
менныхИТЬ  В соответствии  с соотношениями  для  поперечных  пере- 
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пая ,,"?ІСС  ^ Ясс1;  Рп  — [— лдя  1];  С и О — матрицы  параметров 

I активных  компонентов  (при  отсутствии  индуктивных  связей 

в"™„0„"Г)'1га  С"  " V ИХ  СФ“ЭТР™“.  образованные  соот- 
ветственно  из  столбцов  для  С-хорд  и І-ветвей  дерева.  Приведенные 

связи°ШеНИЯ  ПРИГ0ДНЫ  11  ДЛЯ  СЛуЧаеВ’  К0ГДа  І1М™  индуктивные 
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Процедура  формирования  уравнений  для  линейных  систем 
с использованием  сокращенного  координатного  базиса  иллюстри- 
руется на  рис.  182.  После  объединения  преобразованных  матриц 
достаточно  разделить  алгебраические  и дифференциальные  перемен- 
ные, применив  алгоритм  Гаусса — Жордана  по  столбцам  для  ц5. 


Х^Умножение  на  управляющий  параметр ^ 
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Умножение  на  управляющий  параметр ^ 
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Рис.  182.  Формирование  уравнений  линейной  системы  в сокращенном  коорди- 
натном базисе. 


^ СТ  Е 

—ді~  , бег,  і1«лц  , ё<з-  В результате  квадратная  матрица  из 

этих  столбцов  преобразуется  в единичную,  а остальная  часть 
преобразованной  матрицы  содержит  необходимую  информацию 
для  записи  уравнений  переменных  состояния  и выходных  уравне- 
ний. 

Пусть  после  применения  алгоритма  Гаусса — Жордана  получена 
матрица: 
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Тогда  уравнения  переменных  состояния  запишутся  в виде: 
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Выходное  уравнение  получается  из  тех  строк,  которые  соот- 
ветствуют искомым  переменным.  Если  все  искомые  переменные 
зафиксированы  короткозамкнутыми  и разомкнутыми  дугами  то 
оно  формируется  из  соответствующих  строк  уравнения: 
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На  рис.  183  изложенный  алгоритм  иллюстрируется  для  элек- 
трической схемы,  которая  рассматривалась  в (6.7).  Нормальное 
дерево  выбрано  в соответствии  с оптимальным  разбиением  взаимо- 
определенных  дуг.  Матрица  сечений  для  хорд  имеет  вид- 


490 


Рис.  183.  Формирование  уравнений  электрической  схемы. 


С2  03  04  05  КЗ  и л 


После  преобразования  полученной  матрицы  в сокращенном 
координатном  базисе  с помощью  алгоритма  Гаусса— Жордана 
легко  записать  уравнения  переменных  состояния  и требуемые  вы- 
ходные уравнения. 

8.  Особенности  сокращенного  координатного  базиса.  Главная 
положительная  особенность  моделирования  систем  в сокращенном 
координатном  базисе  состоит  в том,  что  топологически  зависимые 
переменные  (дифференциальные  ^>СN,  Цп  и алгебраические  ^0Л-, 
т)дг)  исключаются  путем  алгебраического  суммирования  столбцов 
матриц  без  применения  алгоритма  Гаусса— Жордана  или  подобной 
ему  процедуры.  При  этом  ход  вычислительного  процесса  подска- 
зывается самой  структурой  системы  и осуществляется  наилучшим 
образом  с учетом  всех  ее  особенностей.  Дальнейшее  исключение 
переменных  вплоть  до  получения  уравнений  переменных  состояния 
и выходных  уравнений  проводится  на  матрице  минимальных  разме- 
ров, благодаря  чему  уменьшается  опасность  накопления  ошибок 
вычислений  за  счет  неудачного  выбора  опорных  элементов.  Разу- 
меется, существенно  снижается  и общий  объем  вычислительной 
работы.  Даже  в таком  простом  примере,  как  на  рис.  183,  порядок 
матрицы,  которую  требовалось  преобразовать  к единичной,  умень- 
шился вдвое  по  сравнению  с полученной  в (6.7). 

При  реализации  изложенного  алгоритма  в сокращенном  коорди- 
натном базисе  на  вычислительных  машинах  достигается  предельно 
возможная  экономия  оперативной  памяти.  Для  матрицы  схемы 
отводится  требуемый  массив  памяти,  а столбцы  для  переменных 
'Па  и (рис.  182)  могут  вызываться  поочередно  по  мере  введения 
параметров  компонентов.  Размеры  матрицы  схемы  и каждого  из  ее 
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блоков  известны  уже  после  формирования  дерева,  и поэтому  при 
программировании  можно  воспользоваться  динамическим  распре- 
делением памяти,  отводя  в каждом  случае  для  этой  матрицы  столько 
ячеек,  сколько  требуется  в соответствии  с характером  решаемой 
задач!!. 

Благодаря  тому,  что  нормальное  дерево  формируется  с преи- 
муществом короткозамкнутых  дуг  перед  емкостными  и индуктив- 
ных дуг  перед  разомкнутыми,  в сокращенном  координатном  базисе 
отсутствуют  топологически  зависимые  дифференциальные  перемен- 
ные даже  в тех  случаях,  когда  имеются  особые  контуры  с коротко- 
замкнутыми дугами  и особые  сечения  с разомкнутыми  дугами. 
Например,  для  схемы  рис.  177,  рассмот- 
ренной в (6.11),  нормальное  дерево 
показано  на  рис.  184  (по  условию  опти- 
мального разбиения  все  резисторы 
представляются  О-дугами).  Так  как  в де- 
рево не  вошла  дуга  СЗ,  то  ее  напряжение 
исз  заведомо  будет  отсутствовать  в урав- 
нениях схемы  и при  формировании 
математической  модели  не  потребуется 
ее  исключение  (при  п — 2 будет  иметь 
место  компонентная  зависимость  пере- 
менных, которая  исключается  по  изло- 
женному ранее  способу). 

Изложенный  алгоритм  (см.  рис.  182) 
построен  при  некоторых  ограничениях 
па  характер  управляющих  дуг.  Кроме  короткозамкнутых  и ра- 
зомкнутых дуг,  ими  могут  быть  только  безреактивные  дуги  по- 
люсных графов  компонентов,  причем  О-дуги  не  должны  управлять 
по  поперечной  величине  (току),  а /?-дуги  — по  продольной  величине 
(напряжению).  Это  весьма  слабое  ограничение,  так  как  в любом 
случае  можно  ввести  необходимое  количество  управляющих  коротко- 
замкнутых  и разомкнутых  дуг.  Кроме  того,  чаще  всего  управля- 
ющими являются  взаимоопределенные  дуги  и их  можно  отнести 
к /? -дугам,  если  они  управляют  по  поперечной  величине,  или  к 
С- дугам,  если  они  управляют  по  продольной  величине. 

9.  Обобщенная  процедура.  Обобщим  изложенную  процедуру 
формирования  уравнений  переменных  состояния  на  нелинейные 
системы,  сняв  одновременно  ограничения  на  характер  управляю- 
щих дуг.  При  этом  воспользуемся  обозначениями  и терминами  элек- 
трических величин,  распространяя  полученные  результаты  на  дру- 
гие физические  системы  по  аналогии. 

При  формировании  фундаментального  дерева,  определяющего 
систему  координат,  дуги  нелинейных  двухполюсников  распре- 
деляются между  деревом  и дополнением  следующим  образом:  дуги 


Рис.  184.  Нормальнее  дерево 
графа  схемы  с особым  кон- 
туром, содержащим  корот- 
козамкнутую дугу. 
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управляемых  током  двухполюсников  помещаются  в дерево  (после 
С-дуг),а  управляемых  напряжением  — в дополнение  (перед  О-дуга- 
ми).  Взаимоопределенные  дуги  распределяются  между  деревом  и до- 
полнением произвольно.  При  этом  матрица  сечений  имеет  вид: 
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Для  исключения  топологически  зависимых  алгебраических  пере- 
менных наряду  с соотношениями 

исы  Тссист  7Г ЕС е Дг  “ ^ьДь/ѵ  ’Ду/  (0> 

используются  соотношения: 

иан  — т ааиат  инаинт  ~^^соист  т'Еое  (^)’> 

Ыт = ^кн1ны  ^ку/  (О- 

Обобщенная  процедура  формирования  уравнений  нелинейной 
системы  в сокращенном  координатном  базисе  показана  на  рис.  185. 

На  этом  этапе  вводятся  параметры  только  безреактивных  компо- 
нентов, представленных  О-дугами  и Д! -дугами.  Управляющей  может 
быть  любая  дуга,  в том  числе  и дуги  источников.  Единственное 
ограничение  на  характер  управляющих  дуг  состоит  в том,  что  О- дуги 
не  должны  управлять  по  току,  а /?-дуги  — по  напряжению.  Это 
ограничение  не  существенно  для  резисторов,  так  как  управляющие 
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Рис.  185.  Обобщенная  процедура  формирования  математической  модели  в сокращенном 

координатном  базисе. 


по  току  резисторы  можно  всегда  представить  как  Р-дуги,  а управ- 
ляющие по  напряжению  резисторы  — как  О-дуги  (при  этом  такие 
резисторы  исключаются  из  множества  взаимоопределенных  да-дуг 
и не  подлежат  оптимальному  разбиению). 

Управляемые  0-дуги  зависимых  источников  тока  могут  управ- 
лять другими  источниками  только  по  напряжению,  а управляемые 
Я-Дуги  зависимых  источников  напряжения  — только  по  току. 
Таким  образом,  остается  наложить  запрет  на  управление  О-дугами 
зависимых  источников  тока  по  току  и -дугами  зависимых  источ- 
ников напряжения  — по  напряжению.  Если  такая  ситуация  все  же 
имеет  место,  то  она  легко  устраняется  на  этапе  подготовки  данных 
путем  преобразования  управляющих  параметров.  Пусть,  например, 
зависимый  источник  тока,  управляемый  напряжением  и,  некоторого 
двухполюсника  и описываемый  уравнением  ік  = сам  управ- 
ляет потоку  источником  напряжения.  Тогда  последний  можно  пред- 
ставить уравнением  и3  = гік  = гди,  — ти,-  и считать,  что  он 
также  управляется  напряжением  н,-  двухполюсника  с управляющим 
параметром  т = г§.  Аналогично  преобразуются  управляющие  пара- 
метры и в других  подобных  случаях. 

Излагаемая  процедура  формирования  уравнений  допускает 
управление  зависимыми  источниками  и со  стороны  независимых 
источников  как  по  току,  так  и по  напряжению.  Однако  если  незави- 
симые источники  напряжения  не  управляют  по  току,  а независимые 
источники  тока  — по  напряжению,  то  переменные  іЕ  и можно 
исключить  из  системы  уравнений  путем  удаления  соответствующих 
им  столбцов  и строк.  Это  обусловлено  тем,  что  в столбцах  для  таких 
переменных  имеется  единственный  ненулевой  элемент  (единица), 
расположенный  в исключаемой  строке. 

10.  Введение  реактивных  параметров.  После  введения  пара- 
метров безреактивных  двухполюсников  по  процедуре,  представлен- 
ной на  рис.  185,  получаем  матричное  уравнение  в виде: 

Аеіе  +Л5/6  +Астіст  + АСа'ІСА!  +Антінт  + Л^ѵ^д,  +АоТіаТ  + 

+ А'цМиНц-\-  А[тЧІТ-\-  Аі^иьг^-\-  А^и^  А^^А'стист  АЕціЕЫ-\- 
+ А'нтЧнт  + Аныіны  -ф  А'Ее  (()  + А^^ (()  = 0. 


Реактивные  параметры  вводятся  в соответствии  с соотношениями 
для  емкостей: 
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и для  индуктивностей 
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Здесь  Сг  и С,ѵ  — матрицы  емкостей;  Іт  и Ьы  — матрицы  индук- 
тивностей реактивных  дуг  фундаментального  дерева  и дополнения. 
С учетом  приведенных  соотношений  слагаемые  для  реактивных 
переменных  преобразуются  следующим  образом: 


Л-стіст  +АсNІСN  = ( АстСт  + АСыСы‘к1сс)—^~  + Лс л>С кп1ЕС  ~ ‘ 
А[.ти1Т  + Аімиь  „ = (АімЬм  — АітЬтк^)  — АітЬтѵи  . 

Появление  производных  задающих  напряжений  е(/)  и токов 
/(О  обусловлено  наличием  особых  контуров  и сечений,  что  индици- 
руется ненулевыми  субматрицами  лЕС  и 


Матрицы  СУ  и СѴ  диагональные,  а при  отсутствии  индуктив- 
ных связей  диагональными  являются  также  матрицы  Ьт  и 
Поэтому  реактивные  параметры  можно  ввести  по  схеме,  приведенной 
на  рис.  186.  Столбцы  для  токов  емкостных  дуг  умножаются  на  соот- 
ветствующие емкости,  после  чего  столбцы  для  емкостных  хорд 
суммируются  со  столбцами  для  емкостных  ветвей  дерева  в соответ- 
ствии с субматрицей  пСс-  В результате  получаем  столбцы  для  про- 
изводных напряжений  емкостных  ветвей  дерева.  Столбцы  для 
производных  независимых  источников  напряжения  получаются 
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в соответствии  с оператором,  которым  служит  субматрица  я^с-  Ана- 
логично вводятся  и параметры  индуктивных  двухполюсников. 

Если  между  двухполюсниками  имеются  индуктивные  связи, 
то  необходимо  исходить  из  соотношения 


и 

и 


іл 

ТА'. 


где  Е — матрица,  элементами  которой  являются  собственные  и вза- 
имные индуктивности. 

Тогда  члены  полученного  ранее  матричного  уравнения,  которые 
содержат  напряжения  на  индуктивностях,  преобразуются  следую- 
щим образом: 


+ Л-іьіи.  д,  = [Аіт  Л^дг] 
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11.  Разделение  переменных.  Формирование  математической  мо- 
дели в пространстве  переменных  состояния  завершается  разделением 
переменных.  Эта  процедура  сводится  по  существу  к решению  урав- 
нений в сокращенном  координатном  базисе  относительно  произ- 
водных переменных  состояния  ист  и гЕл',  переменных  нелинейных 
компонентов  інт  и «ялц  а также  токов  Іе,  і$,  и напряжений 

и^,  щ,  иаг- 

Если  параметры  реактивных  компонентов  постоянны,  то  для 
разделения  переменных  можно  использовать  алгоритм  Гаусса- 
Жордана  по  соответствующим  столбцам.  В результате  получаем 
уравнения  переменных  состояния  вместе  с присоединенными  к ним 
нелинейными  и выходными  уравнениями. 

Если  физическая  система  содержит  нелинейные  или  параметри- 
ческие реактивные  компоненты,  то  целесообразно  из  ее  уравне- 
ний, полученных  с помощью  обобщенной  процедуры  (см.  рис.  185), 
исключить  алгебраические  переменные  іЕ,  інм,  йог,  и,,  а также 
те  переменные  из  /5  и «9,  которые  не  являются  выходными  величи- 
нами. После  этого  на  каждом  шаге  интегрирования  вводятся  реак- 
тивные параметры  и полученные  уравнения  решаются  методами 
неявного  интегрирования  или  преобразуются  к уравнениям  пере- 
менных состояния. 
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Рис.  187.  Формирование  уравнений  транзисторного  усилителя  в со- 
кращенном координатном  базисе. 


На  рис.  187  показано  применение  обобщенной  процедуры  форми- 
рования уравнений  в сокращенном  координатном  базисе  для  тран- 
зисторного усилителя,  рассмотренного  в (6.  8).  По  условию  опти- 
мального разбиения  все  линейные  резисторы  представлены  О-дугами, 
причем  для  них  приняты  другие  обозначения  по  сравнению  с теми, 
которые  приведены  в (6.8):  дуги  ХЗ,  Х4,Х5,  Х6,  Х7  обозначены 
соответственно  через  05,  02,  03,  01,  04,  а их  проводимости  — через 
Ов,  03,  03,  01;  04.  Зависимые  источники  тока  представлены  дугами 
06  н 07,  которые  ранее  были  обозначены  через  Х8  и Х9.  На  основе 
полученной  матрицы  математическая  модель  в пространстве  пере- 
менных состояния  записывается  в виде: 


4 

исі 

йі 

иС2 

с20 


0208 

схо 

Й(С1  + °2 


‘с/ 

1С2 


1 

Сі 

1 

1НІ 

I 

! 

+ і 
1 

С1°2 

сго 

с/о(с  1 

аі 

1 

1Н2 

ОіО, 

о2о8 

1 с2 

с2-І 

1 

с2а 

с2о  _ 

“я/ 

1 

0 

исі 

иН2 

0 

1 

иС2_ 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Покажите,  что  матрица  17  в сокращенном  координатном  базисе  для 
систем,  состоящих  только  из  двухполюсных  компонентов,  всегда  кососим- 
метрична. 

2.  Выведите  из  уравнения  \Ѵ X — СІР  в сокращенном  координатном  ба- 
зисе уравнения  в однородных  системах  координат,  как  частные  случаи,  когда 
граф  системы  содержит  только: 

а)  у-дуги,  управляемые  продольными  величинами; 

б)  2-дуги,  управляемые  поперечными  величинами. 

3.  Определите  количество  сокращаемых  координат  ц для  графа  на  рис. 
178,  а при  следующих  разбиениях  взаимоопределенных  дуг: 

а)  у- дуги  — /,  2,  3,  9;  г-дуги  — 4,  5,  14. 

б)  у-дуги  — 1,  4,  9\  г-дуги  — 2,  3,  5,  14. 

Сравните  результаты  со  значением  р,  полученным  при  оптимальном  раз- 
биении взаимоопределенных  дуг. 

4.  Из  уравнений  для  гидромеханической  системы  в неоднородном  коор- 
динатном базисе,  полученных  в (6.  3),  выразите  переменные  х4  и /8  и срав- 
ните с уравнениями  в сокращенной  системе  координат  (5). 

5.  Сформируйте  уравнение  в сокращенном  координатном  базисе  для 
механической  системы  (см.  рис.  144,  а). 

6.  Для  электрической  схемы  (см.  рис.  173,  о)  выполните  оптимальное  раз- 
биение взаимоопределенных  дуг  и сравните  выбор  дерева,  определяющего 
неоднородный  (рис.  173,  б)  и сокращенный  (рис.  183)  координатный  базис. 
Объясните  различие  между  этими  деревьями. 

7.  Покажите,  что  матрица  электрической  схемы  (рис.  173,  а)  в сокра- 
щенном координатном  базисе  (рис.  183)  при  заданных  численных  значениях 
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параметров  (в  новых  обозначениях  02  = 03  = 1;  04  = С5  = 0,5;  /?;=!; 
Я3  = 2;  л = 2)  приводится  к виду; 


іиСІ 

іі 

"о, 

"с. 

'к. 

и 

(ІІ 

“с/ 

‘и 

е\  (0 

ІіѴ) 

<1е1  (1) 
йі 

1 

5 

-10 

—5 

0,5 

1 

—0,2 

—0,4 

—0,2 

1 

0.6 

—0,2 

0,0 

1 

0,2 

—0,1 

0,2 

1 

5 

8 

—4 

3 

Запишите  уравнения  переменных  состояния  и выходные  уравнения, 
если  искомыми  величинами  являются  и іп, . 

О П " ш н\ 

о.  Дайте  полное  обоснование  всех  операций  алгоритма  формирования 
уравнений  переменных  состояния  в сокращенном  координатном  базисе 
(см.  рис.  182)  на  основе  топологических  и компонентных  уравнений. 

9.  Сформируйте  уравнения  в сокращенном  координатном  базисе  для 
электрической  схемы  (см.  рис.  183)  без  использования  матриц,  для  чего: 

а)  составьте  уравнения  по  законам  Кирхгофа  для  несокращающихся 
сечений  и контуров; 

б)  подставьте  в полученные  соотношения  выражения  для  переменных  из 
полюсных  уравнений; 

в)  выразите  все  переменные  через  продольные  величины  ^-ветвей  дерева 
и поперечные  величины  г-хорд  и подставьте  их  в уравнения,  полученные  в пре- 
дыдущем пункте; 

г)  запишите  полученную  систему  уравнений  в матричной  форме  и срав- 
ните результат  с приведенным  на  рис.  183. 

10.  Выведите  уравнения  переменных  состояния  с использованием  сокра- 
щенного координатного  базиса  для  электрической  схемы  (см.  рис.  121,  а). 

11.  Выведите  уравнения  переменных  состояния  с использованием  сокра- 
щенного координатного  базиса  для  механической  системы  (см.  рис.  123,  а). 

12.  Покажите,  что  в графе  (рис.  184)  по  условию  оптимального  разбие- 
ния все  резисторы  должны  быть  представлены  О-дугами.  Какие  варианты 
нормальных  деревьев,  кроме  представленного  на  рис.  184,  возможны?  Какое 
число  координат  сокращается? 

13.  Сформируйте  уравнения  переменных  состояния  для  схемы  (см. 
рис.  177,  а)  с помощью  сокращенной  системы  координат,  определяемой 
нормальным  деревом  (рис.  184),  выполнив  все  процедуры  в соответствии 
с рис.  182. 

14.  Постройте  процедуру  формирования  уравнений  в сокращенном  коор- 
динатном базисе  для  линейных  систем  как  частный  случай,  приведенный 
на  рис.  185,  и дополните  ее  вплоть  до  получения  уравнений  переменных  со- 
стояния и выходных  уравнений. 

Литература 

Систематическое  изложение  теории  графов  дано  в монографиях:  А.  А.  Зы- 
ков «Теория  конечных  графов»  (Новосибирск,  «Наука»,  1969),  К.  Берж  «Тео- 
рия графов  и ее  применения»  (М.,  Изд.  иностр.  лит.,  1962),  О.  Оре  «Теория 
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графов»  (М.,  «Наука»,  1968),  Ф.  Харари  «Теория  графов»  (М.,  «Мир»,  1973). 
Популярное  изложение  основ  теории  графов  дано  в книге  О.  Оре  «Графы 
и их  применение»  (М.,  «Мир»,  1965). 

Разнообразные  приложения  аппарата  теории  графов  рассматриваются 
в книге  Р.  Басакера  и Т.  Саати  «Конечные  графы  и сети»  (М.,  «Наука»,  1974), 
а также  в сборнике  под  ред.  Д.  Кернопа  и Р.  Розенберга  «Применение  теории 
графов  связей  в технике»  (М.,  «Мир»,  1974). 

Теория  электрических  цепей  излагается  на  основе  аппарата  теории 
графов  в учебных  пособиях:  С.  Сешу  и М.  Б.  Рид  «Линейные  графы  и элек- 
трические цепи»  (М.,  «Высшая  школа»,  1971),  Н.  Г.  Максимович  «Методы  топо- 
логического анализа  электрических  цепей»  (Львов,  Изд.  Львовского  универ- 
ситета, 1970),  Л.  А.  Бессонов  «Линейные  электрические  цепи»  (М.,  «Высшая 
школа»,  1968),  П.  А.  Ионкин  и др.  «Основы  инженерной  электрофизики», 
ч.  2 (М.,  «Высшая  школа»,  1972). 

Среди  книг,  посвященных  моделированию  электронных  цепей  с исполь- 
зованием теории  графов,  можно  указать  следующие:  С.  Мэзон,  Г.  Циммерман 
«Электронные  цепи,  сигналы  и системы»ЦМ.,  Изд.  иностр.  лит.,  1963),  В.  П.Си- 
горский  «Матрицы  и графы  в электронике»  (М.,  «Энергия»,  1968),  В.  П.  Си- 
горский  и А.  И.  Петренко  «Алгоритмы  анализа  электронных  схем»  (Киев, 
«Техніка»,  1970),  Л.  Я.  Нагорный  «Моделирование  электронных  цепей  на 
ЦВМ»  (Киев,  «Техніка»,  1974). 

Применение  теории  графов  к анализу  электромеханических  систем  рас- 
смотрено в монографиях:  Г.  Кёниг,  В.  Блекуэлл  «Теория  электромеханичес- 
ких систем»  (М. — Л.,  «Энергия»,  1965),  Л.  Робишо,  М.  Буавер  и Ж.  Робер 
«Направленные  графы  и их  приложение  к электрическим  цепям  и машинам» 
(М. — Л.,  «Энергия»,  1964),  И.  Ф.  Ильинский  и В.  К.  Цаценкин  «Приложение 
теории  графов  к задачам  электромеханики»  (М.,  «Энергия»,  1968). 

Теория  динамических  аналогий,  используемых  при  моделировании  физи- 
ческих систем,  изложена  в монографии  Г.  Ольсона  «Динамические  аналогии» 
(М.  ГИИЛ,  1947),  а также  затрагивается  в книгах:  М.  Ф.  Гарднер  и Дж.  Л. 
Бэрнс  «Переходные  процессы  в линейных  системах  (М.,  Гостехиздат,  1951) 
и Е.  В.  Фудим  «Пневматическая  вычислительная  техника»  (М.,  «Наука», 
1973). 

Среди  книг,  в которых  аппарат  теории  графов  используется  для  решения 
прикладных  задач,  отметим  также  следующие:  Т.  Ху  «Целочисленное  про- 
граммирование и потоки  в сетях»  (М.,  «Мир»,  1974),  А.  Н.  Мелихов, 
Л.  С.  Берштейн  и В.  М.  Курейчик  «Применение  графов  для  проектирования 
дискретных  устройств»  (М  , «Наука»,  1974),  В.  В.  Кафаров,  В.  Л.  Перов, 
В.  П.  Мешалкин  «Принципы  математического  моделирования  химико-тех- 
нологических систем»  (М.,  «Химия»,  1974),  Ф.  Э.  Келлер  «Графы  кодов,  коди- 
рующие и декодирующие  устройства»  (Л.,  «Энергия»,  1972),  В.  И.  Брегман 
«Графы  в задачах  управления  производством»  (М.,  «Статистика»,  1974). 


Глава  5 
ЛОГИКА 

Одной  из  основных  задач  математической 
логики  является  анализ  оснований  матема- 
тики. Но  в настоящее  время  она  уже  вышла 
из  рамок  этой  задачи  и оказала  существенное 
влияние  на  развитие  самой  математики.  Из 
ее  идей  возникло  точное  определение  понятия 
алгоритма,  что  позволило  решать  многие  воп- 
росы, которые  без  этого  остались  бы  в прин- 
ципе неразрешенными.  Возникший  в математи- 
ческой логике  аппарат  нашел  приложение 
в вопросах  конструкций  вычислительных  машин 
и автоматических  устройств. 

П.  С.  Новиков 

В начале  этой  главы  излагаются  основные  положения,  относя- 
щиеся к логическим  функциям.  Подробно  исследуются  булевы 
функции  двух  переменных,  зависимости  между  ними  и методы  по- 
строения функционально  полных  систем.  Наряду  с булевой  алгеб- 
рой, рассматривается  алгебра  Жегалкина,  что  позволяет  глубже 
проникнуть  в структуру  логических  функций. 

Аппарат  математической  логики  в значительной  степени  сло- 
жился под  влиянием  прикладных  проблем,  в рамках  которых  раз- 
вились его  специфические  особенности.  Пробным  камнем  среди  тех- 
нических приложений  была  задача  анализа  и синтеза  контактных 
схем.  Успехи  в этой  области  послужили  стимулом  для  использова- 
ния аппарата  математической  логики  и в других  областях. 

Триумфом  сотрудничества  математики  и техники  явилось  соз- 
дание вычислительных  машин  с программным  управлением.  К тому 
времени,  когда  электроника,  магнитная  техника  и электромеха- 
ника смогли  предложить  эффективные  методы  построения  логичес- 
ких элементов  и устройств  преобразования  информации,  матема- 
тическая логика  уже  располагала  в общих  чертах  аппаратом  для 
проектирования  схем,  реализующих  сложные  логические  функции. 

Дальнейшие  обобщения  привели  к развитию  теории  автоматов, 
основной  задачей  которой  является  математическое  моделирование 
физических  или  абстрактных  процессов,  технических  устройств 
и некоторых  сторон  поведения  живых  организмов.  Автоматы  ис- 
пользуются в качестве  универсальной  модели  в самых  разнообраз- 
ных областях,  в том  числе  и при  проектировании  вычислительных 
машин. 

При  рассмотрении  конечных  автоматов,  контактных  и логических 
схем  используются  различные  способы  представления  логических 
функций:  многомерные  кубы,  карты  Карно,  символика  5-кубов. 
На  основе  таких  представлений  излагаются  основные  методы  мини- 
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мизации  булевых  функций  и их  применения  к синтезу  контактных 
и логических  схем. 

В последнее  время,  наряду  с двоичными  функциональными  эле- 
ментами, разработаны  и находят  практическое  применение  много- 
значные элементы,  характеризующиеся  рядом  положительных 
особенностей.  В связи  с этим  сильно  возросло  значение  многознач- 
ной логики,  изложению  основных  положений  которой  посвящен 
специальный  параграф.  Там  же  кратко  представлены  другие 
логики,  развившиеся  в связи  с техническими  и биологическими  про- 
блемами: пороговая,  мажоритарная,  нейронная,  потенциально- 
импульсная и фазоимпульсная. 

Значительное  внимание  в настоящей  главе  уделяется  логике 
высказывании  и логике  предикатов.  Символический  язык  этих 
разделов  математической  логики  широко  используется  не  только 
в самой  математике,  но  и в технической  литературе.  Кроме  того 
можно  полагать,  что  формальные  методы  логического  обоснования 
станут  со  временем  необходимым  элементом  при  решении  практи- 
ческих задач,  а значит,  и составной  частью  математического  аппа- 
рата инженера.  Этому  в значительной  мере  способствует  развитие 
автоматизации  проектирования  с применением  вычислительной 
техники. 

В заключительном  параграфе  приводятся  некоторые  сведения 
из  теории  алгоритмов,  которые  могут  представлять  интерес  для  инже- 
неров в связи  с задачами  алгоритмизации  процессов  производства 
и проектирования. 


1.  ЛОГИЧЕСКИЕ  ФУНКЦИИ 

I.  Логические  функции  как  отображения.  Отличительная  осо- 
бенность логических  функций  состоит  в том,  что  они  принимают 
значения  в конечных  множествах.  Иначе  говоря,  область  значений 
логической  функции  всегда  представляет  собой  конечную  совокуп- 
ность чисел,  символов,  понятий,  свойств  и,  вообще,  любых  объек- 
тов. Если  область  значений  функции  содержит  к различных  элемен- 
тов, то  она  называется  к-значной  функцией. 

Чтобы  различать  элементы  области  значений  функции,  их  необ- 
ходимо как-то  отметить.  Удобнее  всего  элементы  перенумеровать 
числами  от  1 до  к или  обозначить  какими-нибудь  символами  (напри- 
мер, буквами).  Перечень  всех  символов,  соответствующих  области 
значений,  называют  алфавитом,  а сами  символы  — буквами  этого 
алфавита  (буквами  могут  служить  как  собственно  буквы  латин- 
ского, русского  или  другого  алфавита,  так  и порядковые  числа  или 
любые  другие  символы). 
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Логические  функции  могут  зависеть  от  одной,  двух  и,  вообще, 
любого  числа  переменных  (аргументов)  хи  х2,...,  хп.  В отличие  от 
самой  функции,  аргументы  могут  принимать  значения  из  элементов 
как  конечных,  так  и бесконечных  множеств. 

В теоретико-множественном  смысле  логическая  функция  п пере- 
менных у = [(хъ  х2 хп)  представляет  собой  отображение  мно- 

жества наборов  (л- мерных  векторов,  кортежей,  последовательностей) 
вида  (хи  х2,  ...,  хп) , являющегося  областью  ее  определения,  на  мно- 
жество ее  значений  N = {о1(  а2,  ...,  а*}.  Логическую  функцию 
можно  также  рассматривать  как  операцию,  заданную  законом  ком- 
позиции л,  X Х2  х ...  X Х„  ->  УѴ , где  Хі,  Х2,  ...,  Хп  — мно- 
жества, на  которых  определены  аргументы  хг  е Хг,  х2  € Х2, 
хп  € Хп. 

с.  Однородные  функции.  Если  аргументы  принимают  значения 
из  того  же  множества,  что  и сама  функция,  то  ее  называют  однород- 
ной функцией.  В этом  случае  Хх  = Х2  = ...  = Хп  = N и одно- 
родная функция,  рассматриваемая  как  закон  композиции  уѴ"  ->  М, 
определяет  некоторую  п-местную  операцию  на  конечном  множе- 
стве N. 

Областью  определения  однородной  функции  у = /(*х,  х2, 
хп)  служит  множество  наборов  (хи  х2,  ...,  хп),  называемых"  сло- 
вами, где  каждый  из  аргументов  хъ  х2,  ....  хп  замещается  буквами 
/г-ичного  алфавита  (0,  1,  ...,  к — 1}.  Количество  п букв  в данном 
слове  определяет  его  длину. 

Очевидно,  число  всевозможных  слов  длины  п в /г-пчном  алфавите 
равно  к'1.  Так  как  каждому  такому  слову  имеется  возможность  пред- 
писать одно  из  к значений  множества  /Ѵ,то  общее  количество  одно- 
родных функций  от  п переменных  выражается  числом  к(кп\ 

Если  буквами  алфавита  служат  числа  от  0 до  к — 1 , то  каждое 
слово  (хі,  х2,  ...,  хп)  символически  представляется  упорядоченней 
последовательностью  п таких  чисел  и рассматривается  как  запись 
п-разрядного  числа  в позиционной  системе  счисления  с основанием 
к,  т.  е.  х^'1— 1 + х2кп~-  + ...  + лгп— і к1  + хпк°  — ц.  Числа  ц — 

0,  1,  . ..,  кп  1 служат  номерами  слов  и тем  самым  на  множестве 
всех  слов  вводится  естественная  упорядоченность  (отношение  стро- 
гого порядка).  Аналогично  номерами  функций  можно  считать 
^-разрядные  числа  в той  же  системе  счисления. 

Различные  слова  длины  п в данном  алфавите  образуются  как 
п-перестановки  с повторениями  (2.  10.  1).  Так,  в трехзначном  алфа- 
вите {0,  1,  2}  словами  длины  4 будут  все  четырехразрядные  числа 
с основанием  к = 3,  т.  е.  0000,  0001,  0002,  0010,  ООП,  ...,  2221, 
2222,  которые  соответствуют  десятичным  числам  от  0 до  80  = 
= 2 • 3й  + 2 ■ З2  + 2 • З1  + 2 • 3°.  Поставив  каждому  такому 
четырехразрядному  числу  в соответствие  одну  из  букв  алфавита 
(0,  1,  2},  получим  некоторую  функцию  четырех  переменных 
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Д-  (хъ  х2,  х3,  х4),  причем  количество  таких  функций  выражается 
огромным  числом  З81. 

Пусть  алфавит  состоит  из  трех  букв  русского  алфавита  {о,  п,  т). 
Множество  пятибуквенных  слов  в этом  алфавите  состоит  из  З5  == 
= 243  элементов.  Наряду  с такими  имеющими  прямой  смысл  слова- 
ми, как  «топот»  и «потоп»,  оно  также  включает  все  другие  5-переста- 
новки,  например:  «ооппт»,  «поппп»,  «тттоп»  и др. 

Примерами  однородных  логических  функций  двух  переменных 
могут  служить  операции  сложения  и умножения  одноразрядных 
яг-значных  чисел  по  модулю  т (2.  8.  7),  внутренние  операции  поля 
Галуа  (2.  8.  9)  с четырехзначным  алфавитом  {0,  1,  Л,  В)  и т.  п, 

3.  Табличное  задание  функций.  Как  и бинарный  закон  компо- 
зиции (2.  7.  2),  однородная  функция  двух  переменных  может  быть 
задана  таблицей  соответствия  (матрицей),  строки  и столбцы  кото- 
рой соответствуют  буквам  алфавита.  Таким  способом  представлялись 
функции  одной  и двух  переменных  в (1.  5.  2) , ( 1 . 5.  8)  и (1.  5.  10). 
Для  представления  функций  трех  и большего  числа  переменных 
потребовались  бы  трехмерные  и,  вообще,  п- мерные  таблицы.  Этого 
можно  избежать,  если  столбцы  матрицы  поставить  в соответствие 
не  буквам  алфавита,  а словам,  т.  е.  образовать  к'1  столбцов. 
Для  каждой  функции  отводится  строка,  клетки  которой  запол- 
няются буквами  из  данного  алфавита.  Матрица  всех  функций  п 
переменных  в /г-значном  алфавите  содержит  кікП)  строк  и называ- 
ется общей  таблицей  соответствия.  Например,  для  к — 3 и п — 2 
такая  матрица  имеет  вид: 


м 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

х2 

0 

1 

2 

0 

1 

2 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Уі 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

У2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

У 2361 

0 

І 

0 

0 

1 

2 

2 

0 

1 

У 19682 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

Номера  столбцов  определяются  расположенными  над  ними 
«-разрядными  числами  с основанием  к,  каждое  из  которых  чита- 
ется сверху  вниз.  Номера  функций  отождествляются  с 6,!-разряд- 
ными  числами,  которые  соответствуют  строкам  матрицы  в той  же 
системе  счисления. 

4.  Двузначные  однородные  функции.  Наиболее  простым  и в 
то  же  время  важнейшим  классом  однородных  функций  являются 
двузначные  ( булевы ) функции,  частично  рассмотренные  в (1.5.  2) 
и последующих  пунктах. 
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Областью  определения  булевых  функций  от  п переменных  слу- 
жит множество  слов  длины  п.  Они  представляют  собой  всевозмож- 
ные наборы  из  п двоичных  цифр  и их  общее  количество  равно  2п. 

Число  всевозможных  булевых  функций  п переменных  ѵ = 2п 
быстро  возрастает  с увеличением  п (при  п = 3 оно  равно  256,  а при 
п = 5 превышает  4 миллиарда).  Но  функции  одной  и двух  перемен- 
ных еще  можно  перечислить  и подробно  исследовать,  так  как  их 
количество  сравнительно  невелико  (ѵ  = 4 при  п = 1 и ѵ = 16 
при  п = 2). 

5.  Булевы  функции  одной  переменной.  Общая  таблица  соответ- 
ствия для  булевых  функций  одной  переменной  имеет  вид  (справа 
указаны  обозначения  функций): 


X 

0 

1 

У 

Уо 

0 

0 

0 

Уі 

0 

1 

X 

У 2 

1 

0 

X 

Уз 

1 

1 

1 

Две  функции  уд  = 0 и у3  = 1 представляют  собой  функции- 
константы  (тождественный  нуль  и тождественная  единица),  так  как 
они  не  изменяют  своих  значений  при  изменении  аргумента.  Функ- 
ция  У\  — х повторяет  значения  переменной  х и потому  просто  сов- 
падает с ней. 

Единственной  нетривиальной  функцией  является  у2  = х,  назы- 
ваемая отрицанием  или  инверсией  (х  читается  «не  Л'»).  Она  равна 
1,  когда  аргумент  принимает  значение  0,  и равна  0 при  аргументе  1. 

6.  Булевы  функции  двух  переменных.  Все  16  функций  двух 
переменных  приведены  в табл.  6,  где  указаны  условные  обозначе- 
ния, названия  и чтения  функций  (в  скобках  даны  встречающиеся 
в литературе  варианты). 

Шесть  из  приведенных  функций  не  зависят  от  хх  или  х2  (или  от 
обоих  вместе).  Это  две  константы  (у0  = 0 и у13  = 1),  повторения 
( Уз  = хі  и Уъ  = и отрицания  ( у10  = х2,  у12  — л^),  являющиеся 
функциями  одной  переменной  (хг  или  х2).  Из  остальных  десяти  функ- 
ций две  (ух  и ухх)  отличаются  от  соответствующих  им  (у2  и у13)  лишь 
порядком  расположения  аргументов  и поэтому  не  являются  само- 
стоятельными. Поэтому  из  16  булевых  функций  двух  переменных 
только  восемь  являются  оригинальными  (у1}  у2,  уа,  у 7,  у8,  у9,  у13, 
У и)  ■ 

Рассмотрение  булевых  функций  одной,  двух  и бо.тьшего  числа 
переменных  показывает,  что  всякая  функция  от  меньшего  числа 
переменных  содержится  среди  функций  большего  числа  перемен- 
ных. Функции,  которые  сводятся  к зависимости  от  меньшего  числа 
переменных,  называют  вырожденными,  а функции,  существенно 
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Таблица  6 


Булевы  функции  двух  переменных 


0 0 11 

0 10  1 

Обозначения 

Названия 

Чтение 

Уо 

0 0 0 0 

0 

Константа  0 (тождестЕенный 
нуль,  всегда  ложно) 

Любое  0 

Уі 

0 0 0 1 

ХхХ2\  Хх  Л х2 
(х,  & х2\  Хх[\хг) 

Конъюнкция  (совпадение, 
произведение,  пересечение, 
логическое  «и») 

Хі  и х2 
(и  Хі  И АГо) 

Уз 

0 0 10 

Х1  Х2 

(Хх"рХ2,  Хі\Х2) 

Отрицание  импликации  (сов- 
падение с запретом,  антисов- 
падетше,  запрет) 

Хі,  но  не  дг2 

Уз 

0 0 11 

Хі 

Повторение  (утверждение,  до- 
минация)  первого  аргумента 

Как  Хх 

Уі 

0 10  0 

х2  <-  Хі 

(X іфх2:  х2\х1 ) 

Отрицание  обратной  имплика- 
ции (обратное  антисовпадение) 

Не  хх,  но  х2 

Уъ 

0 10  1 

х2 

Повторение  (утверждение,  до- 
минация)  второго  аргумента 

Как  х2 

Уе 

0 110 

Х1  + *2 

(хі^х2і  #і0*2) 

Сумма  по  модулю  2 (неравно- 
значность, антиэквивалент- 
ность) 

Хі  не  как  х2 
(или  Хі  или  х2) 

У 7 

0 1 1 1 

Х1  V Х2 

(Хі+Х2\  Хі  (]  х2) 

Дизъюнкция  (разделение,  ло- 
гическая сумма,  сборка,  логи- 
ческое «или») 

Хі  или  х2 
или  хотя  бы 
Х2) 

Уі 

10  0 0 

Хх  4 х2 

{Хх\/Х2,  ХхОХ2) 

Стрелка  Пирса  (функция  Вебба, 
отрицание  дизъюнкции,  логи- 
ческое «не  — или») 

Ни  Хх  , ни  х2 
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Продолжение,  табл.  6 


X, 

Хг 

0 0 11 

0 10  1 

Обозначения 

Названия 

Чтение 

ч» 

10  0 1 

*1  ~ *2 

(хі— т2;  х^ад) 

Эквиваленция  (равнознач- 
ность, эквивалентность,  вза- 
имозависимость) 

х1  как  ха 
(хх,  если  и 
только  если  х2) 

Уъ\ 

10  10 

Х2 

(х,  ; ~х2;  I х2) 

Отрицание  (инверсия)  второ- 
го аргумента  (дополнение 
к первой  переменной) 

Не  х2 

:'/Ц 

1 0 ! і 

ѵ2->  хх 

(*]С=х2;  х1<х2) 

Обратная  импликация  (обрат- 
ное разделение  с запретом, 
обратная  селекция) 

Если  х2,  то  х1 
(ад  или  не  х2) 

Уі2 

110  0 

хі 

(х2 ; 1 *і) 

Отрицание  (инверсия)  первого 
аргумента (дополнение  ко  вто- 
рой переменной) 

Не  хх 

;/із 

110  1 

*!.-*■  х2 

(*1=эх2;  хх>  х2) 

Импликация  (разделение  с за- 
претом, следование,  селекция) 

Если  АД,  то  х2 
(не  X]  или  х2) 

Уы 

1110 

__  *і/*2_ 

(х1/\х2;  хг&  х2) 

Штрих  Шеффера  (отрицание 
конъюнкции,  несовместность, 
логическое  «не — и») 

Не  х1  или 
не  х2 

У 15 

1111 

1 

Константа  1 (тождественная 
единица,  всегда  истинно) 

Любое  1 

зависящие  от  всех  переменных,  являются  невырожденными.  Так, 
среди  функций  одной  переменной  имеются  две  вырожденные  (кон- 
станты 0 и 1,  которые  можно  рассматривать  как  функции  от  нуля 
переменных),  функции  двух  переменных  содержат  те  же  константы 
и четыре  функции  одной  переменной  и т.  д. 

7.  Зависимость  между  булевыми  функциями.  Из  табл.  6 видно, 
что  между  функциями  имеются  зависимости  у,-  = у1в_,- (/  = 0,  1,  ... 
...,  15),  на  основании  которых  можно  записать  соотношения  для 
констант  0 = Г и 1 = б,  для  функции  одной  переменной  х = х 
и для  функций  двух  переменных: 

*!*2  *і/*2»  *1  *2  *1  *2>  *1  *2  ==  *1  *2>  *1  V *2  *1  І'  *2* 

или 


*і/*2  *1*2>  *1  *2  — ^ *1  **  *2»  *1  *2  — *1  Н *2  > *1  1*  *2  — *1  V *2* 
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Из  этих  зависимостей  следует,  что  любая  функция  двух  перемен- 
ных (включая  константы)  выражается  в аналитической  форме  через 
совокупность  шести  функций,  содержащей  отрицание  х и любую 
из  каждой  пары  функций  {(/„,  ухъ),  (ух,  уи),  {у2,  ухз],  {Ув,  У»}>  { Уі . 
ув).  Например,  такой  совокупностью  могут  служить  функции: 
константа  0,  отрицание  х,  конъюнкция  ххх2,  дизъюнкция  хх  V хг> 
эквиваленция  хх  ~ х2  и импликация  хх  х2.  Как  уже  упомина- 
лось в (1.  5.  8),  они  используются  в исчислении  высказываний. 

Выбранная  таким  способом  совокупность  шести  функций  явля- 
ется избыточной.  Можно  показать,  что  импликация  и эквиваленция 
выражаются  через  остальные  функции  этой  совокупности: 

Хх  — >-  Х2  = хх  \ / х2} 

Ху  ' х2  — ( Ху  V х2)  (хі  V хі)- 

Для  этого  достаточно  построить  таблицу  соответствия  и срав- 
нить ее  с табл.  6: 


м 

Х% 

О о 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

Ху 

1 

1 

0 

0 

х> 

1 

0 

1 

0 

хі\/х2 

1 

і 

0 

1 

Х\ 

Х\  V *^2 

1 

0 

1 

1 

(Ху  V хг)  (хі  Ѵхг) 

1 

0 

0 

1 

Ху — х2 

Таким  образом,  комплект  элементарных  функций  сокращается 
до  четырех:  константа  0,  отрицание  х,  конъюнкция  ххх2  и дизъюнк- 
ция Ху  \/  х2 • Этот  комплект  обладает  существенными  удобствами 
и часто  применяется  на  практике,  но  и он  может  быть  сокращен. 
Так,  из  законов  де  Моргана  и свойства  двойного  отрицания  выте- 
кают тождества: 

Х\  М Х2  — Х1Х2>  Х1Х2  = Х1  V Х2’ 

Отсюда  следует,  что  булевы  функции  выражаются  через  отри- 
цание и конъюнкцию  или  через  отрицание  и дизъюнкцию. 

Более  того,  для  записи  любой  булевой  функции  достаточно 
только  одной  из  двух  элементарных  функций  — стрелки  Пирса 
или  штриха  Шеффера.  Это  вытекает  из  соотношений  (их  доказатель- 
ство приводится  аналогично  с помощью  таблиц  соответствия): 

х — х | х — х/х\ 

ХуХ2  = (Ху/Х2)/(Ху/Х2)\  Ху\/х2  = (Ху  I х2)  | (Ху  I х2). 

8.  Булевы  функции  многих  переменных.  С помощью  суперпози- 
ции функций,  т.  е.  подстановки  в логические  формулы  вместо  пере- 
менных некоторых  булевых  функций,  можно  получить  более  слож- 
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яые  функции  от  любого  числа  переменных.  Например,  подставляя 
в выражение  аЬ  формулы  а = хх  \/  х2  и Ь = х2  -*■  с,  а также  с = 
= хя,  получаем  (хг  V х2)(х2  -ѵ  лг3).  Таблица  соответствия  для  слож- 
ных формул  записывается  на  основании  общей  таблицы  для  элемен- 
тарных функций.  Для  данного  примера  она  имеет  вид: 


*і 

Х3 


\/*2 


( X і Ѵ-^г)  С* а “*■  Х3) 


0 0 0 
0 0 1 
0 1 о 

0 О 1 

1 0 1 
1 1 1 
0 О 1 


0 

1 
1 
1 
о 
о 
о 


1 

о 

0 

1 
1 
1 
1 


1 

0 

1 
1 

0 

1 
1 


1 

1 

0 

1 
1 
1 
1 


1 

1 

1 

1 • 
о 
о 
о 


Если  на  всех  наборах  значений  переменных  функция  принимает 
значение  0 или  1 , то  она  вырождается  в соответствующую  константу 
и называется  тождественным  нулем  или  тождественной  единицей. 
Например,  х V х = 1;  хх  = б;  хх  V хху  = 0;  (( хуУуг ) ->  г)  у 
V {х\/  у)  г = 1 ; х(х  ->  у)  -*■  у = 1 и т.  п. 

9.  Геометрическое  представление. 

Область  определения  булевых  функций 

от  п переменных  у = }(хъ  х2 х„) 

можно  рассматривать  как  совокупность 
л-мерных  векторов  (слов  длины  л),  ком- 
понентами которых  являются  буквы  0 
и 1 двоичного  алфавита.  При  п = 3 каж- 
дый вектор  представляется  вершиной 
единичного  куба  в трехмерном  прост- 
ранстве (рис.  188). 

В общем  случае  совокупность  векто- 
ров (хъ  х2,  ....  хп)  отображается  на  мно- 
жество вершин  л-мерного  куба.  Все 
такие  вершины  образуют  логическое  про- 
странство. 

Булева  функция  отображается  на  л-мерном  кубе  путем  выделе- 
ния вершин,  соответствующих  векторам^,  х2,  ...,  хп),  на  которых 
булева  функция  у — [(хи  х2,  ...,  хп)  принимает  значения  1.  Обычно 
такие  вершины  отмечают  жирными  точками.  Так,  на  рис.  188  ото- 
бражена функция  (*!  V х2)(х2  -и»  хя)  в соответствии  с таблицей 
из  (8). 

10.  Неоднородные  функции.  Аргументы  неоднородных  функций, 
в отличие  от  однородных,  могут  принимать  значения  из  любых 
конечных  или  бесконечных  множеств,  но  область  значений  самих 
функций  ограничена  конечными  множествами. 


Рис.  188.  Отображение  буле- 
вой функции  у = (х іѴ*2)  X 
X (х2  -*■  х3)  на  трехмерном 
кубе. 
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Важным  примером  неоднородных  функций  являются  двузнач- 
ные п-местные  предикаты  (1.  5.  9).  Предикат  Р (хи  х.2,  ....  хп)  при- 
нимает одно  из  двух  значений  — «истинно»  (1)  или  «ложно»  (0)  в за- 
висимости от  конкретных  значений,  приписываемых  переменным 
Лі>  хъ  хп-  Если  значения  переменных  выбираются  из  некоторого 
множества  М (универсума),  то  я-местный  предикат  можно  рас- 
сматривать как  я-местное  отношение,  определенное  на  этом  мно- 
жестве. 

Одноместный  предикат  Р( х)  задает  некоторое  свойство  элементов 
множества  М и вполне  определяется  подмножеством  Р с;  М тех 
объектов  х 6 М,  на  которых  он  принимает  значение  «истинно». 


Р(х)  ѵ С1(х) 


РМЯ(х) 


Р(х)—С1(х) 


Р(х)  ~ Ц(Х) 


Рьс.  189.  Характеристические  подмножества,  соответствующие  опера- 
циям  над  предикатами  (область  истинных  значений  заштрихована). 


Множество  объектов,  на  которых  предикат  Р(х)  принимает  значе- 
ние «ложно»,  соответствует  дополнению  множества  Р,  т.  е~Р.  Оче- 
видно, если  Р(х)  истинно,  то  Р(х)  — ложно  и наоборот.  Например, 
если  на  множестве  натуральных  чисел  определен  предикат  Р(х)  = 
= «х  — четное  число»,  то  Р(х)  = «х  — нечетное  число».  Таким 
образом,  одноместный  предикат,  определенный  на  множестве  М, 
разбивает  это  множество  на  два  подмножества  Р и Р.  Подмножество 
Р а М,  на  котором  предикат  Р(х)  принимает  значение  «истинно», 
называется  характеристическим  подмножеством. 

Пусть  на  М определены  два  предиката  Р(х)  и С}(х),  характе- 
ристическими подмножествами  которых  являются  соответственно 
Р и <2.  Рассматривая  предикаты  как  двузначные  функции,  можно 
с помощью  операций  алгебры  логики  строить  новые  одноместные 
предикаты  на  множестве  М . Конъюнкция  Р(х)  и <2  (х)  — это  преди- 
кат К(х)  = Р(х)  Д <2(х),  который  истинен  для  тех  и только  тех 
объектов  из  М,  для  которых  оба  предиката  Р(х)  и С?(х)  истинны. 
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Характеристическим  множеством  предиката  Р(х)  является  пересе- 
чение Р П О.  Подобным  образом  вводятся  и операции  дизъюнкции 
Р{х)  V Ф ( х) , импликации  Р(х)  — С1(х),  эквиваленции  Р (х)  - — (^(х) 
и др.  На  рис.  189  показаны  соответствующие  этим  операциям  харак- 
теристические подмножества  (область  истинных  значений  заштри- 
хована). Их  легко  получить  из  таблиц  соответствия  для  функций 
двух  переменных.  Имеют  место  также  соответствия  между  различ- 
ными операциями,  вытекающие  из  зависимостей  между  булевыми 

функциями:  Р(х)  ->■  С&х)  соответствует  Р(х)  у (}(х),  Р(х)  ~ (2(х) 
соответствует  (Р(х)  у 0(х))  (Р(х)  Д С}(х))  или  Р(х)СЦх)  у Р{х)С&х) 
и т.  п. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Запишите  таблицы  соответствия  для  следующих  булевых  функций: 

а)  хг\! уг; 

б)  ( х\/у ) ( у ->  і)Ѵ-Ч 

в)  (х  у)  ~(х\/у)) 

г)  (х  уг)\/хуі 

д)  (х  | у)/(х  ч-  г). 

2.  Найдите  значения  каждой  из  следующих  булевых  функций  при  хх  = 1; 
х2  — 0;  х3  = 0 и х4  = 1: 

а)  (ххѴ*г)  х3ух4; 

б)  (хіх2  х3 ) х4; 

в)  ххх2  (х2  ~ х3); 

г)  (хх  | х2)/(х2 1 х4). 

3.  С помощью  таблиц  соответствия  убедитесь  в справедливости  соотно- 
шений: 

а)  х = х | х = х/х; 

б)  ххх2  = (хх/х2)/(хх/х2); 

в)  хх\/х2  = (хх  | х2)  \ (хх  1 х2). 

4.  Воспользовавшись  зависимостями  между  функциями,  выразите  все 
(вырожденные  и невырожденные)  функции  двух  переменных  через: 

а)  константу  0,  отрицание,  конъюнкцию  и дизъюнкцию; 

б)  отрицание  и конъюнкцию; 

в)  отрицание  и дизъюнкцию; 

г)  стрелку  Пирса; 

д)  штрих  Шеффера. 

Проверьте  результаты  с помощью  таблиц  соответствия. 

5.  Отобразите  на  кубе  соответствующей  размерности  функции  из  задачи  1. 

6.  С помощью  таблиц  соответствия  убедитесь  в справедливости  следую- 
щих равносильностей: 

а)  (х\/ у)  (г\/ и)  = хгу  уг\/ хи\/ уи-, 

б)  ху\/  ги  = (х\/г)  (</Ѵг)  (х\/ и)  (г/ V “)■ 

7.  Путем  тождественных  преобразований  докажите  равносильность 

(Хі\/х2)  (ххх2Ѵ*з1Ѵ*зѴ(*іѴ-ЧН*4Ѵ*5)  = пѴ *гѴ хз 
и проверьте  результат  с помощью  таблиц  соответствия. 
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8.  Покажите,  что  приведенные  ниже  формулы  являются  тождествен- 
ными единицами: 

а)  х (х  -*■  у)  -*  у, 

б)  (х-+(у-*  г))  -ѵ  (ху  -*  г); 

в)  (х  -+у)(г-уу)~  (хг  у)\ 

г)  (х  ~ у)  ~ (х-*у)(у  -*  х). 

9.  Какие  логические  функции  соответствуют  разности  и дизъюнктивной 
сумме  множеств? 

10.  Какие  операции  над  множествами  соответствуют  импликации,  экви- 
валентности, функции  Шеффера,  стрелке  Пирса? 


2.  АЛГЕБРА  ЛОГИКИ 

1.  Двойственность  формул  булевой  алгебры.  Из  свойств,  при- 
веденных в (1.  5.  5),  видно,  что  в булевой  алгебре,  как  и в алгебре 
множеств,  имеет  место  принцип  двойственности.  Взаимно  двой- 
ственными операциями  являются  дизъюнкция  и конъюнкция.  За- 
меняя в некоторой  формуле  каждую  операцию  на  двойственную 
ей,  получаем  двойственную  формулу.  Например,  из  формулы  х(у  \/ 
\/г(и  V ѵ))  имеем  х V у(г  V иѵ). 

На  основе  законов  де  Моргана  выводится  следующее  положение: 
есл_и  ф(хь  х2,  ...,  хп)  и ф*(х1,  х2,  хп)  — двойственные  формулы, 
то  Ф*(хъ  х2,  ....  хп)  равносильна  ф(хь  х2,  ...,  хп).  Отсюда  следует,  что 

<Р* (хѵ  х2>  ...  , хп)  = ср {хѵ  х2,  . . . , хп), 

т.  е.  двойственная  формула  выражается  как  отрицание  формулы, 
полученной  из  исходной  замещением  каждой  переменной  ее  отри- 
цанием. Таблица  соответствия  двойственной  функции  получается 
заменой  значений  аргументов  в исходной  функции  на  противополож- 
ные, т.  е.  0 заменяется  на  1,  а 1 — на  0.  Формула  или  функция, 
равносильная  своей  двойственной,  называется  самодвойственной. 

Если  формулы  фДхі,  х2,  ...,  х„)  и ф2(хь  х2,  ...,  хп ) равносильны, 
то  и двойственные  им  формулы  ф1*(х1,  х2,  ....  хп)  и ф2*(х1,  х2,  ..., 
хп)  также  равносильны. 

2.  Нормальные  формы.  Дизъюнктивная  (конъюнктивная) 
нормальная  форма  — это  дизъюнкция  (конъюнкция)  конечного 
числа  различных  членов,  каждый  из  которых  представляет  собой 
конъюнкцию  (дизъюнкцию)  отдельных  переменных  или  их  отри- 
цаний, входящих  в данный  член  не  более  одного  раза. 

Данная  формула  приводится  к нормальной  форме  следующим 
путем:  ])  с помощью  законов  де  Моргана  формула  преобразуется 
к такому  виду,  чтобы  знаки  отрицания  относились  только  к отдель- 
ным переменным;  2)  на  основе  первого  (второго)  дистрибутивного 
закона  формула  сводится  к дизъюнкции  конъюнкций  (конъюнкции 
дизъюнкций);  3)  полученное  выражение  упрощается  в соответ- 
ствии с тождествами  хх  = х и хх  = 0 (х  V х = х и х V * = 1). 


614 


Пример:  ( хуууг)  хи  — - (хуУуг)(х  у и)  — (хуууг)х  у(хуУуг)й— 
= хух  V угх  ухуй  уугй  = ху  У хуг  ухуи  Уугй  (дизъюнктивная  нор- 
мальная форма);  (хуу  уг)  хи = (хуу  у г)  (х  уй) — (х  у уг)  (у  у уг)(х  у и)  = 
= (X  у у)  {х  у г)  (у  у у)  (у  у г)  (х  У и)  = (х  уу)(х  у г)  (у  уг)(х  у и)  (конъ- 
юнктивная нормальная  форма). 

Члены  дизъюнктивной  (конъюнктивной)  нормальной  формы, 
представляющие  собой  элементарные  конъюнкции  (дизъюнкции) 
к букв,  называют  минитермами  (макстермами)  к- го  ранга.  Так, 
в приведенных  выше  формах  ху  — минитерм  второго  ранга,  хуг  — 
минитерм  третьего  ранга,  а х у 7/  — макстерм  второго  ранга. 

Если  исходная  формула  содержит  другие  операции,  то  они  пред- 
варительно выражаются  через  дизъюнкцию,  конъюнкцию  и отри- 
цание, например: 

х-->(х~г)  ( у-+г)ух-+г  = ху(хуг ) (хуг)(ууІ)ухуг  = 

— х(х  уг)(х  у г)  (у  у г)  у хг  = х(хг  у хг)  (ууг)ухг  = 

= (ххг  у ххг)  (у  у г)  у хг  = хг  (у  у г)  у хг  = хгу  у хгг  у хг  = хуг  у хг. 

3.  Совершенные  нормальные  формы.  Если  в каждом  члене  нор- 
мальной формы  представлены  все  переменные  (либо  в прямом,  либо 
в инверсном  виде),  то  она  называется  совершенной  нормальной 
формой. 

Можно  показать,  что  любая  булева  функция,  не  являющаяся 
тождественным  нулем  (единицей),  имеет  одну  и только  одну  совер- 
шенную дизъюнктивную  (конъюнктивную)  нормальную  форму. 
Если  какой-либо  член  <р  дизъюнктивной  (конъюнктивной)  нормаль- 
ной формы  не  содержит  переменной  х,,_то  она  вводится  тождест- 
венным преобразованием  ф = ф(х,  V М)  = Ф М V ФЧ  (соответ- 
ственно Ф = ф V ХіХі  = (ф  V хі)  (ф  V Хі)).  В силу  тождеств 
Ф у ф — ф и фф  — ф одинаковые  члены,  если  они  появляются, 
заменяются  одним  таким  членом. 

Продолжая  второй  пример  из  (2),  приведем  данную  функцию 
к совершенной  дизъюнктивной  нормальной  форме:  хуг  у хг  = 
= хуг  у хг(у  у у)  = хуг  у хуг  у хуг.  Приведение  к совершенной 
конъюнктивной  нормальной  форме  иллюстрируется  следующим  при- 
мером: 

х\'уг(хуг)  = хуІ(хуг)=-х(ууг)(хуг)  = (х  У уу)  (у  у г у ххЦх  У 

у г у у у)  = {х  у у)  (х  у у)  Суугух)  (уугух)  (х  угуу)  (х  угу  у)  = 
= (хууугг)л(хуууг?)(хуууг)  ( хуууг ) (хуууг)  (хуууг)  = 
= (ху  у У г)  (хуу  у г)  (хуу  у г) 

Мху  У У г)  (хуу  У г)  (хуу  у г)  (хуууг)  (хуууг)  =* 

= (хУуУг)  (хуууг)  Д 
А(х  У уУ  г)  (хуууг)  (хуууг)  (хуууг). 
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4.  Проблема  разрешимости.  Формула  (или  соответствующая  ей 
функция)  называется  выполнимой,  если  она  не  является  тождест- 
венным нулем  или  единицей.  Решение  с помощью  конечного  числа 
действий  вопроса,  является  ли  данная  формула  выполнимой, 
т.  е.  не  равна  ли  она  тождественно  нулю  или  единице,  носит  назва- 
ние проблемы  разрешимости. 

Ответ  на  этот  вопрос  можно  получить,  построив  для  данной 
формулы  таблицу  соответствия,  что  сводится  по  существу  к опре- 
делению значений  формулы  при  всевозможных  наборах  значений 
входящих  в нее  переменных.  Если  на  всех  наборах  формула  прини- 
мает значения  только  0 или  только  1,  то  она  невыполнима. 

При  большом  количестве  переменных  такой  способ  практически 
неосуществим  из-за  огромного  числа  возможных  наборов  значений 
переменных.  Более  удобный  путь  — приведение  формулы  к нор- 
мальной форме.  Если  в процессе  такого  приведения  формула  не 
обращается  в тождественный  0 или  1,  то  это  свидетельствует  о ее 
выполнимости. 

о.  Конституенты  и представление  функций.  Для  совокупности 
переменных  хъ  лг2,  ...,  хп  выражение х^Ѵз-.Д,,  называют  конституен- 
той  единицы,  а выражение  х1  у х2  V •••  V хп — конституентой 
нуля  ( х і означает  либо  Хі,  либо  хі).  Данная  конституента  единицы 
(нуля)  обращается  в единицу  (нуль)  только  при  одном  соответствую- 
щем ей  наборе  значений  переменных,  который  получается,  если  все 
переменные  принять  равными  единице  (нулю),  а их  отрицания  — 
нулю  (единице).  Например,  конституенте  единицы  х1х2х3х4  соот- 
ветствует набор  (1011),  а конституенте  нуля  х.  у х,  V х,  \/  х,— 
набор  (1001).  2 ѵ 3 ѵ 4 

Так  как  совершенная  дизъюнктивная  (конъюнктивная)  нор- 
мальная форма  является  дизъюнкцией  (конъюнкцией)  конституент 
единицы  (нуля),  то  можно  утверждать,  что  представляемая  ею 
булева  функция  /(х1}  х2,  ...,  хп)  обращается  в единицу  (нуль)  только 
при  наборах  значений  переменных  хъ  х2,  ...,  хп,  соответствующих 
этим  конституентам.  На  остальных  наборах  эта  функция  обращается 
в нуль  (единицу). 

Справедливо  и обратное  утверждение,  на  котором  основан  способ 
представления  в виде  формулы  любой  булевой  функции,  заданной 
таблицей.  Для  этого  необходимо  записать  дизъюнкции  (конъюнк- 
ции) конституент  единицы  (нуля),  соответствующих  наборам  зна- 
чении переменных,  на  которых  функция  принимает  значение,  рав- 
ное единице  (нулю).  Например  функции,  заданной  таблицей 
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соответствуют  совершенные  нормальные  формы: 

У = ХуХ2Хуу  V Х1Х2ХЛ  V Х1Х2Х3  ѴХ1Х2ХЛ  " 

= (X,  V х2  Ѵ*з)  СЧ  V Ѵ*з)  (^Ѵ-^Ѵ^)  (*і  Ѵ*і  Ѵхз)' 
Полученные  выражения  можно  преобразовать  к другому  виду  на 
основании  свойств  булевой  алгебры. 

6.  Алгебра  Жегалкина.  Другая  замечательная  алгебра  булевых 
функций  строится  на  основе  операций  сложения  по  модулю  2 и 
конъюнкции.  Она  называется  алгеброй  Жегалкина  по  имени  предло- 
жившего ее  советского  ученого.  Непосредственной  проверкой  по 
таблицам  соответствия  устанавливаются  следующие  основные  свой- 
ства этой  алгебры: 

коммутативность  х Ж у = у Ж х\  ху  — ух\ 

ассоциативность  х + (у  + г)  = (х  + у)  + г\  х(уг)  = (ху)г; 

дистрибутивность  умножения  относительно  сложения  х(у  Ж г )= 

= ху  Ж хг; 

свойства  констант  х • 1 = х\  х • 0 = 0;  х Ж 0 = х. 

Все  эти  свойства  подобны  обычной  алгебре,  но  в отличие  от 
булевой  алгебры  закон  дистрибутивности  сложения  относительно 
умножения  не  имеет  силы  (ху  + г ф хг  + уг).  Справедливы  также 
следующие  тождества: 

закон  приведения  подобных  членов  при  сложении  х Ж х — 0; 

закон  идемпотентности  для  умножения  хх  = х. 

Таким  образом,  в формулах  алгебры  Жегалкина,  как  и в буле- 
вой алгебре, 'не  могут  появляться  коэффициенты  при  переменных 
и показатели  степени.  С помощью  табл.  6 выводятся  также  следую- 
щие соотношения: 

х — 1 Ж х\  Ху  V х2  — хі  Ж х2  ХуХ2,  Ху  -\-х2  — Ху х2\]~ХуХ2. 

Первые  два  тождества  позволяют  перейти  от  любой  формулы 
булевой  алгебры  к соответствующей  ей  формуле  алгебры  Жегал- 
кина, а с помощью  третьего  тождества  осуществляется  обратный 
переход.  Например: 

х (х  V у)  = х [( 1 4-  х)  Ж у Ж (1  Ж х) у]  =х(1  +Х  + У+У  Ж ху)  = 

= X ( 1 Ж X Ж ху)  = X + XX  Ж хху  = X Ж х Ж ху  = ху, 

1 Ж X Ж у Ж ху  = (1  Ж х)  (1  Ж у)  = ху. 

Через  операции  алгебры  Жегалкина  можно  выразить  все  другие 
булевы  функции: 

Ху  — *-  х2  — Ху  \/  х2  — 1 Ж Ху  Ж ХуХ2 , 

Ху  х2  — (Ху  V х л ) (Ху  \/  х2)  = 1 Ж Ху  Ж х2, 

Ху  х2  — Ху  ->  х2  = Ху  Ж ХуХг: 

Ху/Х2  =---  ХуХг  = 1 Ж ХуХ2\ 

Ху  I х2  = Ху  V х2  = 1 Ж Ху  Ж х2  Ж ХуХ2. 
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7.  Канонические  многочлены.  Любая  булева  функция  приво- 
дится к каноническому  многочлену,  члены  которого  не  содержат 
числовых  коэффициентов  и линейны  относительно  любой  из  пере- 
менных (переменные  входят  только  в первой  степени). 

Действительно,  если  привести  данную  функцию  к совершенной 
нормальной  форме  и заменить  все  знаки  дизъюнкции  знаками  суммы 
(по  модулю  2)^  а отрицание  переменных  представить  в соответствии 
с тождеством  х = 1 + х,  то  после  раскрытия  скобок  получим  неко- 
торое алгебраическое  выражение.  Оно  приводится  к канониче- 
скому многочлену  на  основе  соотношений  х+х  = 0 и хх  = х.  Такое 
представление  всегда  возможно  и единственно  (с  точностью  до  по- 
рядка расположения  членов). 

Пример:  (1  +х  + у)  (1  + ху)  + (х  + ху)  у = 1 + х + у + Ху  + 
+ хху  + уху  + ху  + хуу  = 1 + X + у + ху  + ху  + ху  + ху  + 

ху  = 1 + X + у ф-  ху. 

Проблема  разрешимости  в алгебре  Жегалкина  сводится  к ука- 
занным преобразованиям,  в процессе  которых  делается  вывод  о вы- 
полнимости той  или  иной  формулы.  Например,  х(х  у)  ^ у = 
==х(\  + х + ху)->у  = ху-+у=]  + ху  + хуу  = 1 + ху  + 
■ ХУ  — 1;  так  как  эта  формула  является  тождественной  единицей, 
то  она  невыполнима. 

Преимущество  алгебры  Жегалкина  состоит  в арифметизации 
логики, что  позволяет  выполнять  преобразования  булевых  функций, 
используя  опыт  преобразования  обычных  алгебраических  выраже- 
нии. Ее  недостаток  по  сравнению  с булевой  алгеброй  — сложность 
формул,  что  особенно  сказывается  при  значительном  числе  перемен- 
ных, например:  х у у у г = х + у + г + ху  4-  хг  + уг  + хуг. 
Однако  при  использовании  вычислительных  машин  различия 
в сложности  выполнения  операций  булевой  алгебры  и арифметиче- 
ских операций  значительно  ослабляются. 

Типы  булевых  функций.  В алгебре  логики  из  множества 
ѵ = 22'  различных  булевых  функций  п переменных  у = /(хь  х2, 
....  хп)  выделяются  следующие  пять  типов  булевых  функций. 

1)  Функции , сохраняющие  константу  0,  т.  е.  такие  /(а'1(  а,, 
...,  а„),  что  /(0,  0,  ...,  0)  = 0.  Так  как  на  одном  из  2п  наборов  (хь 
а2,  ...,  а„)  значения  таких  функций  фиксированы,  то  их  число  равно 

22  = ~ Дѵ>  т-  е-  половина  всех  функций  п переменных 

сохраняет  константу  0. 

2)  Функции,  сохраняющие  константу  1,  т.  е.  такие  /(хь  а2, 
...,  а„),  что  /(1,  1,  ...,  1)  = 1.  Их  число,  как  и в предыдущем  случае, 
равно  половине  общего  числа  всех  функций  п переменных. 

3)  Самодвойственные  функции,  т.  е.  такие,  которые  принимают 
противоположные  значения  на  любых  двух  противоположных  на- 
борах. Если  в общей  таблице  соответствия  наборы,  как  обычно 


518 


следуют  в порядке  их  номеров,  то  противоположные  друг  другу 
наборы  располагаются  симметрично  относительно  середины  их  рас- 
положения. Это  значит, что  строка  значений  самодвойственной  функ- 
ции должна  быть  антисимметричной  относительно  своей  середины. 
Самодвойственная  функция  полностью  определяется  заданием  ее 
значений  на  половине  всех  наборов  (остальные  значения  определя- 
ются по  условию  антисимметричности),  поэтому  число  независимых 

наборов  равно  2'  2"  и число  всех  таких  функций  2 2 = V 2*п  =Ѵ ѵ. 

4)  Линейные  функции , т.  е.  такие,  которые  представляются 
в алгебре  Жегалкина  каноническим  многочленом,  не  содержащем 
произведений  переменных:  а0  + а1х1  + ...  + апхп,  где  коэффи- 
циенты а0,  аъ  ...,  ап  принимают  значения  0 или  1.  Так  как  всего 
коэффициентов  п + 1,  то  число  различных  линейных  многочленов 
будет  2'1+1.  В силу  однозначности  представления  функции  канони- 
ческим многочленом  это  число  выражает  и количество  линейных 
функций. 

5)  Монотонные  функции , т.  е.  такие,  которые  для  любых  двух 
наборов  из  множества  значений  переменных,  частично  упорядочен- 
ного соотношением  (аъ  а2,  ....  а„)  < (рь  |32,  •••,  Рп)  ПРИ  аі  < Р; 
(і  = 1,  2,  ...,  п),  удовлетворяют  неравенству  {(аь  ос2,  ...,  ап)  < 

< /(?!,  Р„  ..м  Р„). 

Рассмотренные  типы  функций  замкнуты  относительно  операции 
суперпозиции,  т.  е.  суперпозиция  любого  числа  булевых  функций 
данного  типа  является  функцией  того  же  типа. 

9.  Функциональная  полнота.  Система  функций,  суперпози- 
цией которых  может  быть  представлена  любая  функция  из  неко- 
торого множества  булевых  функций,  называется  функционально  пол- 
ной. Если  в такой  системе  допускаются  константы  0 и 1,  то  ее  назы- 
вают ослабленно  функционально  полной.  Говорят,  что  функционально 
полная  система  функций  образует  базис  в логическом  пространстве. 
Система  функций  называется  минимально  полным  базисом,  если 
удаление  из  нее  любой  функции  превращает  эту  систему  в не- 
полную. 

Рассмотренные  в (1.7)  функционально  полные  системы  комплек- 
товались путем  сопоставления  различных  выражений  для  булевых 
функций.  Общее  решение  вопроса  основано  на  теореме  о функцио- 
нальной полноте',  для  того  чтобы  система  булевых  функций  была 
полной,  необходимо  и достаточно,  чтобы  она  включала  хотя  бы  одну 
функцию:  несохраняющую  константы  0,  несохраняющую  констан- 
ты 1 , 'несамодвойственную,  нелинейную  и немонотонную.  Эту  теорему 
следует  понимать  так,  что  одна  и та  же  функция  может  представлять 
в функционально  полной  системе  одно  или  несколько  требуемых 
свойств,  если  она  обладает  этими  свойствами. 
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С помощью  табл.  6 можно  следующим  образом  охарактеризовать 
свойства  булевых  функций  с позиций  функциональной  полноты 
(звездочкой  отмечены  свойства,  которыми  обладает  данная  функ- 
ция): Г} 


булева  функция 

Формулы 

Несохране- 

ние  0 

Несохране- 

ние  1 

п 

Несамо-  о 

двойствен-  о 

ноетъ  3 

о 

Нелинейность 

Немонотон- 

ность 

Константа  0 

0 

Константа  1 

1 

Отрицание 

X 

Конъюнкция 

Дизъюнкция 

хіѴХ2 

Импликация 

Эквиваленция 

Х1  ~ Х2 

* 

Отрицание  импликации 

хі  *-  х2 

* 

Сумма  по  модулю  2 

Х1  + -«2 

* 

Штрих  Шеффера 

Хх/Х2 

* 

* 

* 

Стрелка  Пирса 

хі  4-  х2 

* 

* 

* 

* 

* 

Отсюда  видно,  что  рассмотренные  в (1.  7)  системы  операций 
(дизъюнкция  и отрицание,  конъюнкция  и отрицание,  штрих  Шеф- 
фера, стрелка  Пирса)  удовлетворяют  теореме  о функциональной 
полноте.  Система  операций  алгебры  Жегалкина  (сумма  по  модулю 
2 и конъюнкция)  вместе  с константой  1 образует  ослабленно  функ- 
ционально полную  систему. 

Выбрав  любую  элементарную  функцию  и дополнив  ее  одной  или 
несколькими  другими  функциями  так,  чтобы  все  они  вместе  удовлет- 
воряли теореме  о функциональной  полноте,  можно  выразить  через 
них  все  другие  булевы  функции.  Например,  в основу  одного  из  та- 
ких комплектов  можно  положить  импликацию  и константу  О 
Тогда  хх  V х2  = (лу  ->  х2)  хг  и х = х 0,  а через  дизъюнкцию 
и отрицание  выразятся  и все  остальные  функции.  В качестве  дру- 
гого функционально  полного  комплекта  можно  взять  конъюнкцию 
эквиваленцию  и константу  0.  При  этом  I = 0 ~ х и формулы 
алгебры  логики,  построенной  на  этих  операциях,  будут  двой- 
ственны формулам  алгебры  Жегалкина,  если  в качестве  двойствен- 
ных символов  принять  + и ~,  а также  1 и 0. 

По-видимому,  все  лучшее,  что  можно  извлечь  из  различных  ва- 
риантов функционально  полных  систем,  уже  заложено  в булевой 
алгебре  и алгебре  Жегалкина.  Но  при  решении  специальных  задач 
не  исключается  построение  и применение  других  алгебр  логики. 
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10.  Булевы  алгебры.  Алгебра,  основные  свойства  которой  приве- 
дены в (1.5.4)  и (1.5.5),  является  лишь  частным  и простейшим 
случаем  широкого  класса  так  называемых  булевых  алгебр.  Обычно 
при  определении  булевой  алгебры  одну  из  операций  (дизъюнкцию) 
называют  сложением,  а другую  (конъюнкцию)  — умножением  и на- 
деляют их  свойствами,  аналогичными  уже  рассмотренным  свой- 
ствам. 

Сравнив  свойства  булевой  алгебры  и алгебры  множеств  (2.1.1), 
легко  убедиться,  что  алгебра  множеств  также  является  булевой 
алгеброй  относительно  операции  объединения  [1  и пересечения  (]  ■ 
Роль  единицы  и нуля  играют  соответственно  исходное  множество 
(универсум)  У и пустое  множество  0,  а операции  отрицания  соот- 
ветствует дополнение  до  исходного  множества.  В то  же  время  ал- 
гебра Жегалкина  (6)  не  относится  к классу  булевых  алгебр,  так  как 
одна  из  ее  операций  (сложение  по  модулю  2)  не  является  дистри- 
бутивной относительно  другой  операции  (конъюнкции). 

Приведем  еще  один  пример  булевой  алгебры  на  ограниченном 
множестве  М действительных  чисел,  содержащем  верхнюю  р и ниж- 
нюю ц грани.  Операции  сложения  и умножения  (дизъюнкции  и конъ- 
юнкции) можно  определить  как  х V У — тах(х,  у)  и ху  = тіп [х,у). 
Роль  1 и 0 играют  соответственно  р и </.  Отрицание  х определяется 
числом,  симметричным  числу  х относительно  центра  множества 

-5-  (р  + 0,  т.  е.  предполагается,  что  множество  М симметрично 

относительно  своего  центра  (сам  центр  может  и не  входить  в состав 
множества).  Эта  алгебра  включает  и двоичную  алгебру  как  част- 
ный случай,  когда  множество  М состоит  только  из  двух  чисел  0 и 1, 
причем  р = 1 и д = 0 (центр  Ѵ2  не  входит  в М). 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Для  упрощения  формул  часто  используются  равносильности: 


х\/ху  = х’  ХУХУ  = *ѴУ>  хУхУ  = хМУ- 

Запишите  двойственные  соотношения  и докажите  их  справедливость. 

2.  Покажите,  что  функция  ху  V *г  V Уг  является  самодвойственной 
(с  помощью  тождественных  преобразований  и таблиц  соответствия). 

3 Покажите,  что  двойственными  для  функций  хг  х2;  лу  ) х2;  хг  + х9 
являются  соответственно  функции  х2  <-  ху ; Хі/х2\  х1  — хг. 

4.  Приведите  к совершенным  дизъюнктивной  и конъюнктивной  нормаль- 
ным формам  функцию 

У = (Рі  -*  *.2)Ѵ*2) 

а)  путем  тождественных  преобразований; 

б)  с помощью  таблицы  соответствия. 
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5.  Запишите  совершенные  дизъюнктивные  и конъюнктивные  нормальные 
формы  функций  уі  и у ^ трех  переменных  х3,  х?,  х3,  заданных  таблицей  соответ- 
ствия: 


*і 

х2 

Уі 

Уг 


О 

О 

О 

0 

1 


О 

0 

1 
1 

о 


0 о 

1 1 

0 1 

1 о 
1 о 


1 

о 

о 

о 

о 


1 

0 

1 

т 

1 


1 1 
1 1 
О 1 


О 1 

о о 


Упростите  полученные  выражения  с помощью  тождественных  преобра- 
зований. 

6.  Запишите  все  функции  двух  переменных  (таблица  6)  в совершенной 
дизъюнктивной  и конъюнктивной  нормальных  формах. 

7.  Выразите  через  операции  алгебры  Жегалкина  следующие  функции: 

а )  ху  у у г;  б)  (х  -+  у)г\  в)  ху  у уг  у уг. 

8.  Покажите,  что  функция  у = хгх2х3  V х1х2х3  V V \чх3  явля- 

ется линейной. 

9.  Пользуясь  приведенными  в (9)  свойствами  булевых  функций,  пока- 
жите, какие  из  следующих  систем  являются  функционально  полными: 

а)  импликация  и константа  0; 

б)  сумма  по  модулю  2 и импликация; 

в)  эквиваленция,  отрицание  и константа  0; 

г)  конъюнкция,  отрицание  импликации  и константа  1; 

д)  дизъюнкция  и эквиваленция; 

е)  дизъюнкция,  сумма  по  модулю  2 и отрицание.  Какие  из  них  являются 
ослабленно  функционально  полными  и минимально  полными? 

10.  Укажите  всевозможные  функционально  полные  системы,  состоящие 
из  двух  функций.  Какие  из  них  являются  ослабленно  функционально  пол- 
ными и минимально  полными? 

11.  Укажите  всевозможные  минимально  полные  системы  функций,  кото- 
рые образуются  с участием: 

а)  суммы  по  модулю  2; 

б)  импликации. 

12.  Пусть  к — натуральное  число,  а М — множество  его  целых  поло- 
жительных делителей.  Определите  для  любых  элементов  из  М (х,  у ^_М) 
операции  отрицания,  дизъюнкции  и конъюнкции  следующим  образом:  х — 
частное  от  деления  к на  х;  х V У — наименьшее  общее  кратное  хи  у,  ху  — • 
наибольший  общий  делитель  х и у.  Роль  константы  0 играет  число  1,'а  кон- 
станты 1^  ■ число  к.  Покажите,  что  при  этом  множество  делителей  числа  к об- 
разует булеву  алгебру. 


3.  КОНТАКТНЫЕ  СХЕМЫ 

I.  Контакты.  Как  уже  отмечалось  в (1.5.7),  любую  булеву 
функцию  можно  реализовать  схемой,  состоящей  из  последова- 
тельно и параллельно  соединенных  ключей.  Каждый  такой  ключ 
может  находиться  в двух  состояниях  — разомкнут  (0)  и замкнут 
(1),  а переход  из  одного  состояния  в другое  осуществляется 
каким-либо  управляющим  органом. 

В электрических  цепях  роль  ключей  играют  многочисленные 
устройства,  предназначенные  для  коммутации  (замыкания  и раз- 


522 


мыкания):  выключатели,  электромагнитные  реле,  телеграфные 
ключи,  электронные  ключевые  схемы  и т.  п.  Обычные  выключатели, 
телеграфные  ключи  и подобные  им  устройства  управляются  рукой 
человека.  Состояние  электромагнитного  реле  изменяется  под  воз- 
действием электрического  тока,  протекающего  по  обмотке  катушки 
(рис.  190,  а).  Ключом  в широком  смысле  является  всякое  устройство, 
способное  принимать  только  одно  из  двух  возможных  состояний: 
механические  защелки,  дверные  замки,  рычаги  управления,  желез- 
нодорожные светофоры  и т.  п.  Более  того,  двузначную  переменную, 
независимо  от  ее  конкретного  смысла,  можно  рассматривать,  как 
ключ,  состояние  которого  соответствует  значению  этой  переменной. 

В рамках  общей  теории  целесообразно  отвлечься  от  конструк- 
тивных и специфических 
особенностей  ключевых 
объектов  и интерпретиро- 
вать ключ  как  отрезок 
проводника  с контактом, 
который  может  быть  ра- 
зомкнут или  замкнут.  Ра- 
зомкнутое состояние  кон- 
такта отождествляется  с 
нулем, а замкнутое  — с еди- 
ницей. 

Замыкающие  (нормально  разомкнутые)  контакты  обозначаются 
X/,  размыкающие  (нормально  замкнутые)  контакты  — через  % 
(рис.  190,  б).  При  управляющем  воздействии  контакт  меняет  свое 
состояние:  нормально  разомкнутый  контакт  замыкается,  а нормаль- 
но замкнутый  — размыкается.  В зависимости  от  своего  состояния 
контакты  пропускают  электрический  ток  или  препятствуют  его 
прохождению. 

Процессы  переключения  в реальных  устройствах  занимают 
некоторое,  иногда  довольно  большое  время.  Однако  во  многих 
задачах  время  переключения  можно  не  учитывать,  считая,  что  кон- 
такты переходят  из  одного  состояния  в другое  мгновенно. 

2.  Однотактные  схемы.  Схемы,  образованные  соединением  кон- 
тактов, которые  переключаются  одновременно  (за  один  такт), 
а время  переключения  не  учитывается,  называются  однотактными. 

Простейшие  примеры  таких  схем  были  рассмотрены  в (1.5.7). 
Каждая  из  них,  будучи  включена  в цепь  с источником,  в результате 
совместного  действия  контактов  замыкает  или  размыкает  эту  цепь 
и,  следовательно,  сама  является  некоторым  контактом  по  отношению 
к цепи  с источником  (рис.  191,  а).  Подобные  контактные  схемы  назы- 
вают двухполюсными. 

Соответствие  между  двухполюсной  контактной  схемой  и булевой 
функцией  у = }(х1,  хг,  ...,  хп)  выражается  следующим  образом: 


<8 


ГЗЕ/ЯИИ 

■°  X,  ^ 


Рис.  190.  Контакты: 

а — электромагнитное  реле;  б- условное  изображение 
размыкающих  (х{)  и замыкающих  (х()  контактов  (в) 
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значения  переменных  хъ  хъ  ...,  хп  определяются  наличием  (1)  или 
отсутствием  (0)  тока  в обмотке  реле,  а значения  функции  у — со- 
стоянием двухполюсной  цепи  (как  и для  контактов,  0 соответствует 
разомкнутой,  а 1 — замкнутой  цепи). 

Независимо  от  характера  ключей  двухполюсная  контактная 
схема  представляется  как  схема  с п входами  лу,  х2,  ...,  х„  и одним 


У 

6 

Рис.  191.  Контактная  схема  с п входами  (а)  и ее  условное  представ- 
ление (б). 


выходом  у (рис.  191,  б).  Состояния  входов  определяют  воздействия 
на  контакты  схемы,  причем  вход  х,  управляет  всеми  контактами, 
обозначенными  этой  буквой  ( х , или  хг). 

3.  Анализ  контактных  схем.  Задача  анализа  контактной  схемы 
состоит  в построении  соответствующей  ей  булевой  функции.  Для 
параллельно-последовательных  схем  эта  задача  решается  на  основе 


г-СГЫ-1 


г^  — х)~ 1 


Рис.  192.  Контактная 
схема,  соответствующая 
булевой  функции  у = 

~ Сі  V х$)  х3  V х2х3 
V (*ЛѴ*А)*4- 


Рис.  193.  Мостиковая 
схема,  соответствующая 
булевой  функции  у = 

=УѴз  \/х1х2х3  Ѵ*А*зѴ 
V Х1Х2Х3  = хх  + х2  -(-  х3. 


того,  что  параллельное  соединение  контактов  соответствует  дизъюнк- 
ции, а последовательное  соединение  — конъюнкции  переменных, 
которыми  эти  контакты  обозначены  в схеме.  Например,  для  двух- 
полюсной контактной  схемы  (рис.  192)  у = (лу  V х2)х3  V *2*зѴ 
V (*1*з  V лг2*з)лу. 

Если  схема  (или  ее  часть)  имеет  произвольную  структуру,  то  ее 
анализ  проводится  путем  выделения  всех  путей  между  входным 
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и выходным  полюсами  схемы.  Каждый  такой  путь  представляется 
конъюнкцией  переменных  входящих  в нее  контактов,  а вся  схема  — 
дизъюнкцией  этих  конъюнкций.  Например,  для  мостиковой  схемы 
(рис.  193)  у = хгх2х3  V х1х2хя  V хххгхъ  V хухгх3.  Интересно  отме- 
тить, что  эта  функция  реализует  операцию  сложения  по  модулю 
2 трех  двоичных  переменных,  т.  е.  у = хх  + х2  + х3,  в чем  можно 
убедиться  по  таблицам  соответствующих  функций. 

4.  Синтез  контактных  схем.  При  построении  контактной  схемы 
по  заданной  булевой  функции  ( задача  синтеза)  исходная  функция 
может  быть  задана  как  логической  формулой,  так  и таблицей. 
В обоих  случаях  прежде  всего  необходимо  выразить  функции  через 
операции  конъюнкции,  дизъюнкции  и отрицания.  Каждая  опера- 
ция конъюнкции  соответствует  последовательному  соединению 


Рис.  194.  Контактные  схемы,  соответствующие  совершенной 
дизъюнктивной  нормальной  форме  (а)  и упрощенному  выражению 
(б)  булевой  функции. 


контактов,  а операция  дизъюнкции  — параллельному  соединению. 
В результате  получаем  последовательно-параллельную  контактную 
схему. 

Пусть,  например,  функция  задана  таблицей  соответствия,  приве- 
денной в (2.5),  На  основе  ее  в совершенной  дизъюнктивной  нор- 
мальной форме  строится  схема  в виде  параллельного  соединения 
ветвей,  каждая  из  которых  представляет  собой  последовательное 
соединение  контактов,  соответствующих  переменным  конституент 
единицы  (рис.  194,  а). 

Преобразуя  исходное  выражение,  можно  получить  другие  кон- 
тактные схемы,  соответствующие  данной  функции.  Так,  для  рас- 
сматриваемого примера:  у — х1х2ха  V х1х2х3  у х-^сгх3  у х1х2х3  = 

= *і(*2*3  V *2*з)  V Ч(*2*з  V х2х3). 

Этому  выражению  соответствует  схема  рис.  194,  б,  которая  со- 
держит на  два  контакта  меньше.  Еще  проще  мостиковая  схема 
(рис.  193),  которая  реализует  ту  же  функцию. 

Центральной  проблемой  синтеза  является  построение  наиболее 
простой  или  в каком-то  смысле  оптимальной  схемы.  Часто  эта 
проблема  сводится  к минимизации  булевых  функций , т.  е.  к такому 
их  представлению,  в котором  соответствующие  формулы  содержат 
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минимальное  количество  вхождений  переменных.  Проблема  опти- 
мального синтеза  еще  далека  от  полного  решения,  но  разработан- 
ные методы  позволяют  существенно  упрощать  формулу  и схемы, 
а в сравнительно  простых  случаях  получать  и оптимальные  схемы. 

5.  Схемы  со  многими  выходами.  Если  необходимо  реализовать 
несколько  булевых  функций,  то  каждая  из  них  может  быть  пред- 
Ч ставлена  соответствующей  контактной  схемой. 

# Однако  такой  путь  неэкономичен.  Более  целесо- 
— — й образно  построить  единую  схему  с несколькими 
выходами  (рис.  195),  соответствующими  данной 
системе  функций: 


У\  = /і  (*і, 


хпУ, 


Рис.  195.  Контакт- 
ная схема  с п входа- 
ми и т выходами. 


* Хц)*  Уъ  — 1%  (^і’  ■ • 

• ■ ■ > Ут  ~ /т  іхі>  • ■ • > Хп). 

Примером  многовыходной  схемы  может  слу- 
жить полное  релейное  дерево,  в котором  каж- 
дая конституента  единицы  представлена  одним 
выходным  полюсом,  а всего  имеется  2"  выходов  (на  рис.  196,  а изоб- 
ражено полное  релейное  дерево  для  л = 3). 

Любую  функцию  от  п переменных  можно  реализовать  объеди- 
нением выходов  полного  релейного  дерева,  которые  соответствуют 
тем  наборам  переменных,  па  которых  функция  принимает  значе- 
ния 1.  Контакты,  которые  не  подсоединены  к требуемым  выходам, 


Рис.  196.  Полное  релейное  дерево  для  трех  переменных  (а)  и его  пре- 
образование для  конкретной  функции  (б). 


удаляются  из  схемы.  Например,  для  функции,  заданной  таблицей 
в (2.5),  построение  приведено  на  рис.  196,  б.  После  упрощения  эта 
схема  приводится  к виду  рис.  194,  б. 

Более  простые  схемы  можно  получить  объединением  участков 
релейного  дерева,  общих  для  путей,  которые  соответствуют  раз- 
личным конституентам.  Для  этого  обозначаем  одинаковыми  буквами 
или  цифрами  те  узлы,  из  которых  выходят  пары  хп  и ~хп  с совпадаю- 
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щими  значениями  функции.  Дальше  аналогично  обозначаем  оди- 
наковыми буквами  узлы,  из  которых  выходят  пары  хп-  и хп—і  с сов- 
падающими предыдущими  обозначениями  (порядок  букв  также 
учитывается)  и т.  д.  до  последней  пары  хх  и хх.  После  этого  одина- 
ково обозначенные  узлы  объединяются  и проводятся  упрощения 
в соответствии  с рис.  197. 

Так,  в схеме  рис.  196,  б для  пар  (х3,  х3)  имеется  две  комбинации 
значений  (1,  0)  и (0,  1).  Узлы,  из  которых  выходят  пары  с комби- 
нациями (1,  0),  обозначаем  буквой  а,  а узлы,  из  которых^  выходят 
пары  с комбинациями  (0,  1)  — буквой  Ъ.  Для  пар  (х2,  х2)  также 
встречаются  две  комбинации  в предыдущих  обозначениях:  (а,  Ь ) 


с X — О — X — О ХХ=0  О с 

Рис.  197.  Упрощение  контактных  схем 
для  одной  переменной. 


Рис.  198.  Преобразование  кон- 
тактной схемы  (рис.  196,  б)  к 
мостиковой  (рис.  193). 


и (Ь,  а).  Узлы,  из  которых  выходят  эти  пары,  обозначаем  соответ- 
ственно через  а'  и Ь' . Наконец,  для  пары  (хх,  хх)  имеется  единствен- 
ная комбинация  (а' , Ь'),  и узел,  из  которого  выходит  эта  пара,  обо- 
значаем через  а".  Объединяя  узлы  с одинаковыми  обозначениями 
(а  и Ъ),  приходим  к схеме,  показанной  на  рнс.  198,  которая  после 
замены  параллельных  контактов  х3  и х3  на  х3,  а также  х3  и х3  на 
х3,  совпадает  с мостиковой  схемой  (рис.  193). 

Объединяя  выходы  полного  релейного  дерева,  можно  построить 
контактные  схемы  и для  нескольких  функций  при  условии,  что 
множества  наборов  значений  переменных,  на  которых  эти  функции 
принимают  значения  1,  не  пересекаются.  Пусть,  например,  требу- 
ется построить  контактную  схему  с двумя_  выходами,  реализую- 
щую функции  ух  — ххх2  V х’іХ 2х3  и у 2 = ххх2  V ххх3.  Из  таблицы 
соответствия  для  этих  функций 
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видим,  что  ни  на  одном  наборе  значений  переменных  функции  не 
принимают  одновременно  значений,  равных  1.  Следовательно, 
для  построения  требуемой  контактной  схемы  можно  воспользоваться 
полным  релейным  деревом  (рис.  199,  а),  в результате  преобразова- 
ния которого  получаем  схему  с двумя  выходами  (рис.  199,  б). 


Рис.  199  Построение  схемы  с двумя  выходами: 
а — преобразование  полного  релейного  дерева;  б — контактная  схема 


6.  Булевы  матрицы.  Для  описания  контактных  схем  произволь- 
ной структуры  с любым  числом  выходов  используются  различные 
типы  булевых  матриц,  элементами  которых  являются  константы 
О и 1,  переменные  хъ  х2,  ...,  х„  и функции  этих 
переменных. 

Пусть  контактная  схема  имеет  к узлов.  Мат- 
рица непосредственных  связей  ( примитивная 
матрица  соединений ) Р — это  квадратная  таб- 
лица к х к,  элементы  главной  диагонали  кото- 
рой равны  1,  а элементы  р(у  = рц  представляют 
собой  булеву  функцию  прямого  соединения  меж- 
ду узлами  і и/.  Матрица  полных  связей  (полная 
матрица  соединений ) ф отличается  тем,  что  ее 
элементы  Цц  = цц  представляют  собой  булеву 
функцию  с учетом  всевозможных  путей  без 


— X, 


Рис.  200 
делению 
матриц 


Л 


■4 

К опре- 
булевых 
контакт- 


ной схемы. 


циклов  между  узлами  і и /'.  Так,  для  схемы  рис.  200 

Г 1 0 0 Лі 
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Произведение  булевых  матриц  определяется,  как  и для  обыч 
ных  матриц,  правилом  «строка  на  столбец»,  но  операциям  сложе- 
ния и умножения  действительных  чисел  соответствуют  дизъюнк- 
ция и конъюнкция  логических  переменных  и функций.  Элементы 
матрицы  С = АВ,  где  А и В — булевы  матрицы,  выражаются 
соотношением  Сц  — апЬ і/  V сцФц  V V ЩпЬщ--  Произведения 
матрицы  самой  на  себя  выражаются  как  ее  степени  АА  = А2, 
А2А  = А3,  ...,  А"-'А  = Ап. 

Можно  показать,  что  для  любой  контактной  схемы  с к узлами 
существует  такое  г < к — 1,  что  Рг  — Рг+Ѣ  — (?,  где  5 — произ- 
вольное целое  положительное  число.  Это  значит,  что  матрицу  пол- 
ных связей  можно  получить  умножением  матрицы  непосредствен- 
ных связей  Р на  саму  себя  до  тех  пор,  пока  результат  не  начнет 
повторяться,  причем  число  таких  умножений  не  превышает 
к — 1.  Так,  для  рассматриваемого  примера  имеем: 


- 1 

х4х2 

Х\Х3 

I Х4 


Х4Х2 

1 

Хл  ѴЛ'оАз 
*2  Ѵ*3*4 


Л*  ] -V ; | Л"  | 

Хі  ]/Х2Х3  Х2  ѴХ3*І 
1 х3  V Х2х4  ' 
Х3]/ХоХ4  1 


Р3  = <2 . 


Следует  отметить,  что  элементы  матрицы  Р‘  представляют  собой 
функции  всех  связей  между  узлами  посредством  не  более  чем 
і — 1 узлов.  В частности,  каждый  элемент  матрицы  Р 2 учитывает 
непосредственные  связи  между  парой  узлов  и связи  между  ними 
посредством  еще  одного  узла.  Например,  рі3  — р32  = х4  V *2*з 
соответствует  непосредственной  связи  между  узлами  2 и 3 через 
контакт  х4,  а также  связи  посредством  узла  4 (член  х2х3). 

7.  Исключение  узлов  (анализ).  При  анализе  контактной  схемы 
с помощью  булевых  матриц  сначала  записывается  матрица  не- 
посредственных связей  Р,  а затем  путем  возведения  ее  в соответ- 
ствующую степень  получается  матрица  полных  связей  ().  Элементы 
матрицы  (2  и представляют  собой  булевы  функции  данной  кон- 
тактной схемы  между  парами  узлов  с номерами  і и /. 

Однако  такой  способ  в большинстве  случаев  не  является  рацио- 
нальным, так  как  обычно  представляют  интерес  только  некоторые  из 
функций  рц  между  внешними  узлами  (полюсами)  схемы.  Поэтому 
имеет  смысл  предварительно  исключить  внутренние  узлы  и таким 
образом  уменьшить  порядок  матрицы  Р,  прежде  чем  возводить  ее 
в требуемую  степень.  При  исключении  в- го  узла  в матрице  непо- 
средственных связей  вычерчиваются  з-я  строка  и з-й  столбец  и каж- 
дый ее  элемент  рц  заменяется  элементом  рц  V РнР&р  Член 
рІ8р3і  учитывает  путь  между  узлами  і и / через  узел  в,  который  дейст- 
вует параллельно  с непосредственной  связью  рц.  В результате 
исключения  узла  матрица  Р преобразуется  к матрице  Р5  на  единицу 
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меньшего  порядка,  которая  представляет  собой  матрицу  непосред- 
ственных связей  относительно  неисключенной  совокупности  ѵзлов. 

Пусть,  например,  в схеме  рис.  201  требуется  определить  булевы 
функции  между  узлами  1 , 2 и 3.  Матрицы  Р и Рі  имеют  вид: 


1 

*1 

Х'і 

1 

Х2 

Х2  V Х3 

*1І 

0 

1 Хх  х2  V Х1Х3 

Х2  Х2  V ХЯ 

1 

хз 

» Р 4 — 

Х1  1 х2  V Х3 

Х1 

0 

ХЪ 

1 ^ 

-Х2  Ѵ*А,  *2\/*з  1 

Определив  Р\  после  преобразований,  получим  матрицу  полных 
связей  относительно  узлов  1,  2 и 3,  называемую  матрицей  выходов : 

Г 1 Ѵ(*гѴ*з)  (**Ѵ*1*«)  Х2Ѵ  хіхяѴхі(х2Ѵ  хз) 

Г = \хі  V (Хг  Ѵ*з)  (*2  ѴѴг)  1 Ѵа-2  Ѵ-Ѵ3 

’ *^2  V *1*3  V Х1  {Х2  V *з)  Х1Х2  \/ Х 2 Ѵ-^3  1 

Элементы  этой  матрицы  являются  функциями  выходов:  /]2  = 

^1  \/(^2  Ѵ^з)  (Х2  \/  Х1Х2)>  1 13  = Х2  V Х1Х3  ѴХ1  (Х2  V Хз)'  / 2')  = -^1-^2  \/  Х2  V 

Ѵ*3- 

8.  Введение  узлов  (синтез).  При  синтезе  контактных  схем  за- 
даются функции  для  внешних  узлов  (полюсов),  которые  определяют 
матрицу  выходов.  Необходимое  и достаточное  условие  непротиво- 
речивости этих  функций  состоит  в том,  что 
матрица  выходов  должна  быть  устойчивой, 
т.  е.  удовлетворять  равенству  Р = Р. 

Структуру  контактной  схемы,  реализую- 
щей заданную  непротиворечивую  совокуп- 
ность функций,  можно  получить  из  матрицы  Р 
путем  ее  последовательного  расширения,  соот- 
ветствующего операции  введения  узла.  Эта  опе- 
рация обратна  исключению  узла  и приводит  к 
матрице  Р&,  порядок  которой  на  единицу  выше, 
а элементы  таковы,  что  при  исключении  узла  5 снова  получим  мат- 
рицу Р.  Последовательным  применением  операции  введения  узла 
исходная  матрица  расширяется  и преобразуется  к виду,  при  котором 
элементы  представляют  собой  константы  0 или  1,  переменные,  их 
отрицания  или  элементарные  конъюнкции  переменных.  Тогда 
полученную  матрицу  можно  рассматривать  как  матрицу  непосред- 
ственных связей,  на  основе  которой  легко  построить  соответствую- 
щую контактную  схему.  При  этом  элементарные  конъюнкции  реали- 
зуются последовательными  соединениями  соответствующих  кон- 
тактов. 

Операция  введения  неоднозначна,  поэтому  можно  получать 
различные  схемы,  удовлетворяющие  заданным  функциям.  Выбор 
наилучшего  пути  преобразования  матрицы  Р к матрице  непосред- 


Рнс.  201.  Контактная 
схема  к примеру. 
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ственных  связей  Р,  определяющей  вид  контактной  схемы,  в значи- 
тельной степени  зависит  от  искусства  инженера. 

Пусть  требуется  построить  контактную  схему  со  следующими 
функциями;  /12  ==  ххх2  Ѵ*і*зІ  /із  = *з  (*2  ѴхіхіУ’  /г з = 0.  Матрица 
выходов  имеет  вид: 


Р = 


_ 1 

ХхХ2  у хгх3 
_х3  (а2  V Х\Х$) 


здѵад 

1 

О 


Х3  (х2  \/ХгХ3)' 

0 

1 


Элементы  этой  матрицы  можно  рассматривать  как  результат 
исключения  узла  4,  который  мы  должны  ввести,  т.  е.  х1х2\/х1х3— 
= / 12  V / 14/42’  *з  (*г  V -И-П)  — /ія  V / и/ 4з  и 0 = /2.1  V /24/ 43'  Полагая 
/н  =;  х2  V ХіХі  и /'з  = х3  (возможны  и другие  варианты),  имеем  /13= 
= /'2  = /23  = /24  = 0 и /42  = здѴад.  Таким  образом,  в результате 
введения  узла  4 имеем  матрицу 


Ли  = 


1 

а4л  о \/  а4  а3 

' 0 

_ а2  ух1хі 


х±х2  V Х\Х3 


1 

0 

о 


0 х2  у ххх  у 

0 _° 

1 х3 

Х3  . 1 


Продолжая  аналогично,  можно  записать  соотношения  для  эле- 
ментов матрицы  Р( 4,5),  соответствующей  введению  узла  5: 
Х3Х2  V Х3Х:і  = /12  V /15/32  і 0 = /13  Ѵ/іэ/йЗ>  -^2  Ѵ-^1^4  = /і4  V / 15/ а4>  0 

= /;Ѵ/Х  0 = /;4  V /25/54;  *з  = /зі  У/зі/бі-  Если  принять  /і5  = И, 
то  необходимо  положить  /у2  = /52=  х3;  /13  = /33  = 0;  /44  ==  х2; 

/зі  = хі'>  /23  = /м  --  /24  = 0-  В результате  приходим  к матрице, 
которую  можно  рассматривать  как  матрицу  непосредственных  связей  Р 
синтезируемой  схемы: 


Р = Е(4,5) 


1 аѵг2  0 х2  Х| 

АіА2  1 0 0 Х3 

0 0 1_  х3  0 

х2  О х3  1 х4 

Л‘|  Х3  0 А,  1 


Схема,  соответствущая  этой  матрице,  показана  на  рис.  202. 

9.  Вентильные  схемы.  До  сих  пор  предполагалось,  что  контакты 
обладают  двусторонней  проводимостью,  т.  е.  в открытом  состоянии 
они  пропускают  сигналы  как  в прямом,  так  и в обратном  направле- 
ниях. Таковы,  например,  контакты  электромагнитных  реле.  Однако 
при  использовании  электронных  ключей,  например  управляемых 
диодов,  проводимость  в прямом  направлении  настолько  превышает 
проводимость  в обратном  направлении,  что  практически  можно 
считать  контакты  односторонними,  т.  е.  пропускающими  сигналы 
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только  в прямом  направлении.  Схемы  с односторонними  контактами 
называют  вентильными  схемами. 

На  вентильных  схемах,  как  и ранее,  изображаются  только  со- 
единения контактов,  а управляющие  цепи  обычно  опускаются. 
При  этом  предполагается,  что  управление  осуществляется  как  сиг- 
налами, соответствующим  переменными  х1}  х2 х,„  так  и их 

отрицаниям^*!,  х2 что  отмечается  на  схеме  одним  из  симво- 

лов Хі  или  Хі  для  каждого  контакта.  Кроме  того,  в вентильных 
схемах  обычно  имеет  место  естественное  разделение  сигналов:  если 
к узлу  схемы  одновременно  поступают  несколько  сигналов,  то 
результирующий  сигнал  в этом  узле  действует  как  их  дизъюнк- 


Рис.  202.  Схема,  постро- 
енная по  матрице  непо- 
средственных связей. 


Рис.  203.  Вентильная 
схема. 


ция.  Направления  прохождений  сигналов  обозначаются  на  схемах 
стрелками,  относящимися  к соответствующим  контактам  Пример 
вентильной  схемы  показан  на  рис.  203. 

Булевы  матрицы  вентильных  схем  в общем  случае  несимметрич- 
ны. Так,  для  приведенной  схемы  имеем: 

-1  хх\/х2  *!  0 ' 

п ^ 1 *з  Х3 

г 0 0 1 х2 

Ьо  о о і _ 


: 

0 

0 

Хі  ух2 

V %3 

*2  Ѵ*3~ 

1 

0 

х3 

1 

Х2  V Х3 

X 2 

Іо 

0 

0 

1 _ 

При  этом  в соответствии  с (6)  <2  = Р3.  Матрицу  С?  можно  также 
записать  непосредственно  из  вентильной  схемы,  учитывая  для  ее 
элементов  ^7  все  пути  от  /-го  узла  к /-му  узлу  по  направлению 
стрелою  Так,  <712  = хх  V = *і  V (*і_Ѵ  *2)*з  = М V *і*3  V 

V х2х3  —Хі  V х3  V = хі  V х3;  <714  = ххх2  \/  (хх  у *2)  ( х3  у 
у *з*2)  - *2  V Х3  и т.  д.  Булева  функция  для  любого  выхода  может 
быть  определена  также  последовательным  исключением  узлов 
кроме  входного  и выходного. 

Синтез  вентильных  схем  осуществляется  аналогично  изложен- 
ному в (8),  причем  в исходной  матрице  выходов  все  функции,  кроме 
заданных,  обычно  полагаются  тождественно  равными  нулю.  Пусть, 


532 


например,  /13  - ад  V ад  и [1Я  = ад  V Матрица  выходов 
и ее  расширения  имеют  вид: 


Р = 


1 

Г 1 

ХіХ3 

ХхХ2 

Х\ 

здѵад 

хгх3  \/  х3х2 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

I ^(4)  — 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

,0 

х3 

1 . 

^(4,5)  = 


0 

1 
о 

х2 

х3 


О 

0 

1 

х3 

х2 


X, 

О 

0 

1 
О 


хі 

О 

о 

0 

1 


Рис.  Л)4.  Схемы,  реализующие  функции 
ІіІ  = ЧЧ\ІЧЧ  И /із=*іХзѴ^І*2; 

а — о четырьмя  узлами;  б — о пятью  узлами. 


Рис.  205.  У слов 
ное  изображе- 
ние криотрона. 
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Рис.  206.  Криотронная  схема  с инверсными  выходами  (а)  и соответству- 
ющая ей  контактная  схема  (б). 


Схемы,  соответствующие  Р(і)  и Р(і>ъ)  показаны  на  рис.  204. 
Как  видно,  вторая  схема  (рис.  204,  б)  содержит  на  один  контакт 
меньше,  чем  первая  (рис.  204,  а). 

10.  Криотронные  схемы.  Перспективным  ключевым  элементом 
является  пленочный  крпотрон,  действие  которого  основано  на  яв- 
лении сверхпроводимости  при  низких  температурах.  Условное 


533 


изображение  криотрона  показано  на  Рис.  205.  При  отсутствии  тока 
в управляющей  шине  материал  (например,  олово)  обладает  сверх- 
проводимостью, а при  прохождении  по  шине  А тока  достаточной 
величины  этот  материал  имеет  конечное  сопротивление.  В результате 
цепь  В действует  как  двусторонний  управляемый  контакт,  причем 
для  управления  используются  сигналы,  соответствующие  перемен- 
ным хі  и их  отрицаниям  лу. 

Для  анализа  и синтеза  криотронных  схем  применяют  все  рассмот- 
ренные методы  с учетом  специфических  особенностей  криотронов 
Например  на  рис.  206,  а показана  криотронная  схема  с инверс- 
ными выходами,  реализующая  функции  у = Хіх2х3  V хрс»  и у = 
— хіх2  V хіх2  V х2хз>  а на  рис.  206,  б — соответствующая  ей 
оследовательно-параллельная  контактная  схема.  Аналогично  ис- 
пользуются полное  криотронное  дерево,  булевы  матрицы  и т.  п. 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Постройте  контактные  схемы,  реализующие  функции  двух  прпрмрн 
иѴр“ЗК,"7еГу"п Ір"“""ЦНИ’  “>»■“«"»»”.  =У«У  »» 

3)  (ХіУХ2)  Х1Х3' 
б)  X]  Гу  Х2Х3\ 
я)  (Х1  + хг)  -*■  Х3. 


к зядаче  3. 

по«а'.,3,™“Гр„бсУЛЖ.Ф,”"“'  “Т°Р"  соотсетствУет  контактно#  сто», 

„о,,  РеализУйте  Функцию,  полученную  в задаче  3,  с помощью  полного 
релейного  дерева  и сравните  результат  с контактной  схемой  рис  207 

и = Ц,РеГИ7Т,СоП0М0ЩЬЮ  п°лног°  Р^ейного  дерева  булеву  функцию 
У М*і»  %2*  хз>  х4:)>  заданную  таблицей  соответствия: 
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1 1 

1 

I 1 1 
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1 1 1 

*3 
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0 
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1 1 
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0 1 1 

х\ 

0 
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0 
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I 0 1 
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0 1 

і 

0 1 1 

Упростите  полученную  контактную  схему. 
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6.  Реализуйте  контактную  схему,  на  выходе  которой  появляется  сигнал, 
когда  большинство  аргументов  функции  пяти  переменных  принимает  зна- 
чения 1 (постарайтесь  получить  наиболее  простую  схему). 

7.  Выполните  следующие  операции  для  контактной  схемы  (рис.  208): 

а)  запишите  матрицу  непосредственных  связей  Р и матрицу  полных  свя- 
зей О; 

б)  покажите,  что  матрица  <2  может  Сыть  полу- 
чена как  степень  матрицы  Р; 

в)  исключите  узел  4 и найдите  матрицу  вы- 
ходов относительно  остальных  узлов. 

8.  Постройте  контактную  схему  с двумя 
выходами,  реализующую  функции  ух  = хх  + х2  + 

+ х3  и у2  = ХХХ2  V *1*3  V х2х3-  Можно  ли  для 
этой  цели  использовать  полное  релейное  дерево 
(если  нет,  то  почему)? 

9.  Запишите  для  вентильной  схемы  (рис.  209) 
матрицу  непосредственных  связей  Р и возведением 
ее  в степень  найдите  матрицу  полных  связей.  Проверьте  результат  по  схеме. 

10.  Постройте  вентильную  схему  с двумя  выходами,  реализующую  функ- 
ции Уі  = х і + х2  и у2  = ххх2  (такая  схема  называется  вентильным  полусум- 
матором). 


4.  ЛОГИЧЕСКИЕ  СХЕМЫ 

1.  Логические  элементы.  Контактные  схемы  исторически  были 
первыми  техническими  средствами  реализации  булевых  функций 
и первыми  объектами  применения  алгебры  логики  для  решения 
технических  задач.  Впоследствии  появилось  много  различных 
устройств,  реализующих  элементарные  булевы  функции  одной 
и нескольких  переменных.  Они  основаны  на  использовании  элек- 
тронных и магнитных  цепей,  параметронов,  струйной  техники 
(пневмоники)  и т.  д. 

Устройства,  реализующие  элементарные  булевы  функции,  назы- 
вают логическими  элементами.  Их  входы  соответствуют  булевым 
переменным,  а выход  — реализуемой  функции. 

В технике  для  обозначения  логических  элементов  используют 
различные  графические  символы  и названия,  которые  учитывают 
свойства  и специфические  особенности  конкретных  элементов. 
В теории  принимаются  упрощенные  изображения  в виде  прямо- 
угольников или  других  фигур,  внутри  которых  помещаются  услов- 
ные названия  или  символы  соответствующей  функции  (табл.  7). 
Обычно  рассматривают  элементы  с одним  (для  отрицания)  и двумя 
входами  (для  функций  двух  переменных). 

2.  Логические  схемы.  Подобно  суперпозиции  функций  логичес- 
кие схемы  образуются  суперпозицией  элементов  посредством  объе- 
динения их  внешних  узлов  (полюсов).  При  этом  множество  всех 
узлов  схемы  разбивается  на  входные , выходные  и внутренние  узлы. 
Например,  на  рис.  210,  а показана  схема,  реализующая  функцию 
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Таблица  7 


Логические  элементы,  реализующие  элементарные  булевы  функции 


Функция 

Нормаль- 

ная 

форма 

Контактная  схема 

Графическое 

изображение 

элемента 

Название 

элемента 

Отрицание 

X 

X 

X 

о Я О 

НЕ 

Инвертор 

1 

Конъюнкция 

*1*2 

*1*2 

О Х' х о 

Г і 

ст: 

** 

Совпадение 

і 

Дизъюнкция 

*іѴ*2 

к 1- 

л:!  V *2 

ИЛИ 

Разделение 

1 — хг 1 

і 

о 

!'■  ! 

Х2 

Импликация 

Ху  ->  х2 

Ч V *2 

1 — 

Разделение 
с запретом 

! 

* 

Эквиваленция 
Ч ~ *2 

3"  1' 

*2 

*1**У 

V 

ЛчУ 

Равнознач- 

ность 

і 

Отрицание 

импликации 

Ч *-  х2 

Г ІА 

2 

*1*2 

Л *г — о 

— 

Совпадение 
с запретом 

{ 

Сумма  по 
модулю  2 

х і + *2 

^1^2  V 

1 і 

V 

Г'  р* 

Неравно- 

значность 

V 

+ 

л 

53(3 


Продолжение  табл.  7 


Функция 

Нормаль- 

ная 

форма 

Контактная  схема 

Графическое  изобра- 
жение элемента 

Название 

элемента 

Штрих 

Шеффера 

Г’  ІЛ 

г 

Разделение 
с двумя 
запретами 

х\  V Х2 

НЕ- И ЛИ 

*і/*2 

I 

Стрелка  Пирса 
*1  1 

Р !' 

Совпадение 

ад 

о—  — *г~~~ * 

ЛЕ-И 

с двумя 
запретами 

у = (хг Іх2)  + (л’з  хг),  которая  имеет  три  входных,  один  выходной 
и три  внутренних  узла.  Обычно  для  упрощения  узлы  на  схемах 
не  изображаются  и во  избежание  излишних  пересечений  входы 
рассредоточиваются  с указа- 
нием связанных  с ними  пере- 
менных (рис.  210,  б). 

Корректно  построенные 
схемы  должны  удовлетворять 
следующим  условиям: 

1)  не  допускать  замкнутых 
контуров,  которые  могут  при- 
вести к неоднозначности  сиг- 
налов на  входах  элементов; 

2)  любой  вход  элемента 
должен  быть  связан  только 
с одним  входом  схемы  или 
выходом  другого  элемента; 

3)  выходы  элементов,  не 
являющиеся  выходами  схемы  и не  связанные  со  входами  других 
элементов,  считаются  лишними  и исключаются  из  схемы. 

Не  составляет  большого  труда  записать  булеву  функцию  для 
данной  логической  схемы.  Так  же  просто  строится  логическая 
схема  для  данного  аналитического  выражения  булевой  функции. 
Однако  задача  проектирования  логических  схем  состоит  в том,  чтобы 
обеспечить  наиболее  экономичную  реализацию  булевой  функции 


Рис.  210.  Логическая  схема  (а) 
упрощенное  изображение  (б). 
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в некотором  базисе,  который  обусловлен  имеющимся  в распоря- 
жении инженера  набором  логических  элементов  или  выбирается 
по  соображениям  наибольшей  простоты  реализации  данного  класса 
функций. 

3.  Реализация  в различных  базисах.  Прежде  всего  исходная 
функция  преобразуется  к такому  виду,  чтобы  она  представляла 
собой  суперпозицию  только  тех  функций,  которые  входят  в данный 
базис.  Например,  в базисе,  состоящем  из  отрицания,  конъюнкции 
и дизъюнкции,  функция  из  (2)  преобразуется  к виду  у = (хг/л :г)  -+- 

(-*Ѵі  -*■  -П)  = хіх2  ( хз  V хі)  ~ (хіх2  V А'з  V х1)  (Х]Х2  V х3  V хі)- 


Рис.  211.  Логические  схемы,  реализующие  функцию 
У = (х11хг)-\-(х3-*х1у. 

а — в базисе  {ИЕ,  И , ИЛИ);  б — в базисе  ( НЕ,  в — упрощенная  схема 

в базисе  { НЕ , Я,  ИЛИ }. 

Ее  реализация  в системе  базисных  элементов  {НЕ,  И,  ИЛИ)  по- 
казана на  рис.  211,  а. 

Если  в качестве  базиса  приняты  отрицание  и импликация,  то 
функция  преобразуется  по  формулам:  х,  \/х2  — хх  ->  х2;  х1х2—- 

==  Х1  Х2,  =гг  X | V Х2,  X}  -1  Х2  хі  Х2|  хі  ——  Х2  — ‘ ->  X 2)  — >■ 

хі  х2,  хі  Х2  ~ ~ х2)  Хх  х2  (^2  — ^ хі)  X]  — >-  х 2 . Так, 

для  рассматриваемого  примера  имеем:  у — (хі/х2)  + (хя  х,)  = 

= (X]  -»■  Х2)  “Г  (х3  ->  Х1)  = ((Х3  -*■  Хі)  ->  (Хя  — ► Х2))  -ѵ  (Хі~ѵ  Х2)-ѵ(х3->-Х1). 
Соответствующая  логическая  схема  в базисе  {НЕ,-*}  изображена 
на  рис.  211,  б. 

Аналогично  реализуются  схемы  и в других  базисах.  Как  пра- 
вило, в практике  используются  неминимальные  базисы,  так  как 
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минимальные  базисы  не  всегда  обеспечивают  наиболее  экономич- 
ную реализацию  булевых  функций. 

4.  Упрощение  формул.  Между  формулой,  выражающей  булеву 
функцию,  и функциональной  схемой,  реализующей  эту  функцию, 
имеется  функциональное  соответствие.  Однако,  поскольку  одна 
и та  же  функция  может  быть  выражена  различными  формулами,  ее 
реализация  неоднозначна.  Всегда  можно  построить  многоразлич- 
ных логических  схем,  соответствующих  данной  логической  функ- 
ции. Такие  схемы  называют  эквивалентными. 

Из  множества  эквивалентных  схем  можно  выделить  наиболее 
экономичную  или  хотя  бы  достаточно  простую  схему  путем  упроще- 
ния формулы,  соответствующей  данной  функции.  Обычно  принято 
считать  более  простыми  те  формулы,  которые  содержат  меньшее 
количество  вхождений  переменных  и символов  логических  опе- 
раций. 

Задача  упрощения  аналитических  выражений  решается  в конк- 
ретном базисе  с помощью  тождественных  преобразований.  Чаще 
всего  эту  задачу  связывают  с базисом,  состоящим  из  отрицания, 
дизъюнкции  и конъюнкции,  который  будем  называть  булевым  ба- 
зисом. После  того  как  формула  выражена  через  основные  опера- 
ции, она  упрощается  на  основании  тождеств  булевой  алгебры, 
приведенных  в (2.  1). 

Например,  функция  из  (3)  упрощается  следующим  образом: 

у = (ч/Ч)  "Ь  (Ч  -*■  ч) = -чч ~4~(ч  ѵ ч)  ~ чч  (ч  Ѵч)  ѵ ччч  Ѵч  = 

= .44  ѴЧЧ  (Ч  ѴЧ)  = ЧЧ  ѴЧ  ѴЧ-  Соответствующая  логическая 
схема  показана  на  рис.  211,  в. 

5.  Минимальные  формы.  Как  было  показано  в (2.  3),  любая 
булева  функция  представима  в совершенной  нормальной  форме 
(дизъюнктивной  или  конъюнктивной).  Более  того,  такое  представ- 
ление является  первым  шагом  перехода  от  табличного  задания 
функции  к ее  аналитическому  выражению.  В дальнейшем  будем 
исходить  из  дизъюнктивной  формы,  а соответствующие  результаты 
для  конъюнктивной  формы  получаются  на  основе  принципа  двой- 
ственности (2.  1). 

Каноническая  задача  синтеза  логических  схем  в булевом  базисе 
сводится  к минимизации  булевых  функций,  т.  е.  к представлению 
их  в дизъюнктивой  нормальной  форме,  которая  содержит  наимень- 
шее число  букв  (переменных  и их  отрицаний).  Такие  формы  на- 
зывают минимальными.  При  каноническом  синтезе  предполагается, 
что  на  входы  схемы  подаются  как  сигналы  х(,  так  и их  инверсии  хс. 

Формула,  представленная  в дизъюнктивной  нормальной  форме, 
упрощается  многократным  применением  операции  склеивания  аЪ  V 
X'  аЬ  = а и операций  поглощения  а\/аЬ=аиа\/аЬ  = а\/Ь 
(дуальные  тождества  для  конъюнктивной  нормальной  формы  имеют 
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вид:  ( а V Ъ)(а  V Ь)  = а;  а(а  у Ь)  = а и а(а  V 6)  - аЬ).  Здесь 
под  а и Ь можно  понимать  любую  формулу  булевой  алгебры.  В ре- 
зультате приходим  к такому  аналитическому  выражению,  когда 
дальнейшие  преобразования  оказываются  уже  невозможными, 
т.  е.  получаем  тупиковую  форму. 

Среди  тупиковых  форм  находится  и минимальная  дизъюнктивная 
форма,  причем  она  может  быть  неединственной.  Чтобы  убедиться 
в том,  что  данная  тупиковая  форма  является  минимальной,  необ- 
ходимо найти  все  тупиковые  формы  и сравнить  их  по  числу  входя- 
щих в них  букв. 

Пусть,  например,  функция_задана  в совершенной  нормальной 
дизъюнктивной  форме:  у = хіХ„х3  у у хгх2х3  у Хіх2х8  V 

V ХіХ2х3.  Группируя^  члены  и применяя  операцию  склеивания, 
имеем  у = {ххх2х3  у хгх2х3)  V (Хіх2х3  у Хіх2Хз)  у Хіх2х3  = хгх2  у 
хіхъ  V ххх2Хд.  При  другом  способе  группировки  получим  у = 

~ Х1Х2Х3  у (ххХ2Х з У ,Г  1X0X3)  V (л:1Х2А3  У Х^Хз)  =Х1Х2Х3  У ДГ2^з  V 

V ххха.  Обе  тупиковые  формы  не  являются  минимальными.  Чтобы 
получить  минимальную  форму,  нужно  догадаться  повторить 
в исходной  формуле  один  член  (это  всегда  можно  сделать,  так  как 
х V х = х).  В первом  случае^гаким  членом  может  быть  хххах3.  Тогда 
у = х1х2  у ххха  у (хххах3  у хххах3)_=  ххх2_у  ххха  V х2х3.  Добавив 
член  ххх2х3,  получим:  у = Хіх2  у Хіхг  у (хлх2х3  у хіХ„х3)  = 
~~хіхг  V V ххх3.  Перебрав  все  возможные  варианты,  можно 
убедиться,  что  две  последние  формы  являются  минимальными. 

Работа  с формулами  на  таком  уровне  подобна  блужданию  в по- 
темках. Процесс  поиска  минимальных  форм  становится  более  на- 
глядным и целеустремленным,  если  использовать  некоторые  гра- 
фические и аналитические  представления  и специально  разработан- 
ную для  этой  цели  символику. 

6.  Многомерный  куб.  Каждой  вершине  «-мерного  куба  (1.  9), 
можно  поставить  в соответствие  конституенту  единицы  (2.  5).  Сле- 
довательно, подмножество  отмеченных  вершин  является  отображе- 
нием на  «-мерном  кубе  булевой  функции  от  « переменных  в совер- 
шенной дизъюнктивной  нормальной  форме.  На  рис.  212  показано 
такое  отображение  для  функции  из  (5). 

Для  отображения  функции  от  « переменных,  представленной 
в любой  дизъюнктивной  нормальной  форме,  необходимо  установить 
соответствие  между  ее  минитермами  (2.  2)  и элементами  «-мерного 
куба. 

Минитерм  («  — 1)-го  ранга  ф„_і  можно  рассматривать  как  ре- 
зультат склеивания  двух  минитермов  «-го  ранга  (конституент 
единицы),  т.  е.  ф„_і  = ф„_іХі  у фя_і  х(.  На  «-мерном  кубе  это 
соответствует  замене  двух  вершин,  которые  отличаются  только  зна- 
чениями координаты  Хі , соединяющим  эти  вершины  ребром  (говорят, 
что  ребро  покрывает  инцидентные  ему  вершины).  Таким  образом, 
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минитермам  ( п — 1)-го  порядка  соответствуют  ребра  п-мерного 
куба.  Аналогично  устанавливается  соответствие  минитермов 
(п  — 2)-го  порядка  граням  п-мерного  куба,  каждая  из  которых 
покрывает  четыре  вершины  (и  четыре  ребра). 

Элементы  п-мерного  куба,  характеризующиеся  5 измерениями, 
называют  8-кубами.  Так,  вершины  являются  0-кубами,  ребра  — 
1-кубами,  грани  — 2-кубами  и т.  д.  Обобщая  приведенные  рассуж- 
дения, можно  считать,  что  минитерм  (п  — з)-го  ранга  в дизъюнктив- 
ной нормальной  форме  для  функции  и переменных  отображается 
5-кубом,  причем  каждый  5-куб  покрывает  все  те  5-кубы  низшей 
размерности,  которые  связаны  только  с его  вершинами.  В качестве 


Рис.  212.  Отображение  на 
трехмерном  кубе  функции, 
представленной  в совершен- 
ной дизъюнктивной  нормаль- 
ной форме. 

примера  на  рис.  213  дано  отображение  функции  трех  переменных 
у = хгх2  V *і*2  V *з-  Здесь  минитермы  ххх2  и ххх2  соответствуют 
1-кубам  (5  = 3 — 2 = 1),  а минитерм  х3  отображается  2-кубом 
(5=3_1  =2). 

Итак,  любая  дизъюнктивная  нормальная  форма  отображается 
на  п-мерном  кубе  совокупностью  5-кубов,  которые  покрывают  все 
вершины,  соответствующие  конституентам  единицы  (0-кубы). 
Справедливо  и обратное  утверждение:  если  некоторая  совокупность 
5-кубов  покрывает  множество  всех  вершин,  соответствующих 
единичным  значениям  функции,  то  дизъюнкция  соответствующих 
этим  5-кубам  минитермов  является  выражением  данной  функции 
в дизъюнктивной  нормальной  форме.  Говорят,  что  такая  совокуп- 
ность 5- кубов  (или  соответствующих  им  минитермов)  образует 
покрытие  функции. 

Стремление  к минимальной  форме  интуитивно  понимается  как 
поиск  такого  покрытия,  число  5- кубов  которого  было  бы  поменьше, 
а их  размерность  5 — побольше.  Покрытие,  соответствующее  ми- 
нимальной форме,  называют  минимальным  покрытием.  Например, 
для  функции  из  (5)  покрытие  на  рис.  214,  а соответствует  немиии- 


Рис.  213.  Покрытие  функции 

у = И1х2\/х  лѴ-Кз  совокуп- 
ностью 5-кубов. 
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мальной  форме  у = х1х2  у ххх2  у хгх3  у х2х3,  а покрытия  на 
рис.  214,  б и в — минимальным  формам  у = ххх2  у ххх2  у х2х3 

И У Х±Х2  У ХіХ2  У Х4Х3. 

Отображение  функции  на  п-мерном  кубе  наглядно  и просто  при 
п < 3.  Четырехмерный  куб  можно  изобразить,  как  показано  на 


Рис.  214.  Покрытия  функции  у = х4х2х аѴ^іѴзѴ^іѴз  V Ѵз  V Ѵя: 

а — неминимальное;  б.  в — минимальные. 


рис.  215,  где  отображены  функция  четырех  переменных  и ее  мини- 
мальное покрытие,  соответствующие  выражению  у = хрс3  у х2х4  у 
У ~ххх3х4.  Использование  этого  метода  при  п > 4 требует  настоль- 
ко сложных  построений,  что  теряются  все  его  преимущества. 


7.  Карты  Карно.  В другом  методе  графического  отображения 
булевых  функций  используются  карты  Карно,  которые  пред- 
ставляют собой  специально  организованные  таблицы  соответствия. 
Столбцы  и строки  таблицы  соответствуют  всевозможным  наборам 
значений  не  более  двух  переменных,  причем  эти  наборы  расположены 
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в таком  порядке,  что  каждый  последующий  отличается  от  предыду- 
щего значением  только  одной  из  переменных.  Благодаря  этому 
и соседние  клетки  таблицы  по  горизонтали  и вертикали  отлича- 
ются значением  только  одной  переменной.  Клетки,  расположенные 
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Рис.  216.  Карты  Карно  для  диух,  трех  и четырех  переменных. 


по  краям  таблицы,  также  считаются  соседними  и обладают  этим 
свойством.  На  рис.  216  показаны  карты  Карно  для  двух,  трех  и че- 
тырех переменных. 

Как  и в обычных  таблицах  соответствия  (1.  3),  клетки  наборов, 
на  которых  функция  принимает  значение  1,  заполняются  едини- 
цами (нули  обычно  не  вписывают,  им  соответствуют  пустые  клетки). 
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Рис.  217.  Отображение  на  карге  Карно  функции  четырех  переменных 
(а)  и ее  минимального  покрытия  (б). 


Например,  на  рис.  217,  а показана  карта  Карно  для  функции,  ото- 
бражение которой  на  четырехмерном  кубе  дано  на  рис.  215.  Для 
упрощения  строки  и столбцы,  соответствующие  значениям  1 для 
некоторой  переменной,  выделяются  фигурной  скобкой  с обозначе- 
нием этой  переменной. 

Между  отображениями  функции  на  м-мерном  кубе  и на  карте 
Карно  имеет  место  взаимно-однозначное  соответствие.  На  карте 
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Карно  5-кубу  соответствует  совокупность  2 соседних  клеток  раз- 
мещенных в строке,  столбце,  квадрате  или  прямоугольнике  (с  уче- 
том соседства  противоположных  краев  карты).  Поэтому  все  поло- 
жения, изложенные  в (6),  справедливы  и для  карт  Карно.  Так,  па 
рис.  217,  6 показано  покрытие  единиц  карты,  соответствующее 
минимальной  дизъюнктивной  форме  у = хгх3  V *2х4  V х,х3х,  рас- 
сматриваемой функции. 

Считывание  минитермов  с карты  Карно  осуществляется  по  прос- 
тому правилу.  Клетки,  образующие  5-куб,  дают  минитерм  (п  — $)-го 
ранга,  в который  входят  те  (л  — 5)  переменные,  которые  сохраняют 
одинаковые  значения  на  этом  5-кубе,  причем  значениям  1 соответ- 
ствуют сами  переменные,  а значениям  0 — их  отрицания.  Пере- 
менные, которые  не  сохраняют  свои  значения  на  5-кубе,  в минитерме 
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Рис.  218.  Способы  считывания  с карты_  Карно  дизъюнктивной  нормальной 
формы  булевой  функции. 


отсутствуют.  Различные  способы  считывания  приводят  к различ- 
ным представлениям  функции  в дизъюнктивной  нормальной  форме 
(рис.  218).  ^ ^ 

Использование  карт  Карно  требует  более  простых  построений 
по  сравнению  с отображением  на  л-мерном  кубе,  особенно  в случае 
четырех  переменных.  Для  отображения  функций  пяти  переменных 
используются  две  карты  Карно  на  четыре  переменные,  а для  функ- 
ции шести  переменных  — четыре  таких  карты.  При  дальнейшем 
увеличении  числа  переменных  карты  Карно  становятся  практичес- 
ки непригодными. 

Известные  в литературе  карты  Вейча  отличаются  только  дру- 
гим порядком  следования  наборов  значений  переменных  и обладают 
теми  же  свойствами,  что  и карты  Карно. 

8.  Комплекс  кубов.  Несостоятельность  графических  методов  при 
большом  числе  переменных  компенсируется  различными  аналити- 
ческими методами  представления  булевых  функций.  Одним  из 
таких  представлений  язляется  комплекс  кубов,  использующий  терми- 
нологию многомерного  логического  пространства  в сочетании  со 
специально  разработанной  символикой. 

Комплекс  кубов  К(у)  функции  у = [(Хі,  х2,  ...,  хп)  определяется 
как  объединение  множеств  КБ(у)  всех  ее  5-кубов  (5  =0,  1,  ...,  п), 
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т.  е.  К{у)  = II  К5 (у) , причем  некоторые  из  К\у)  могут  быть  пус- 
тыми. Для  записи  5-кубов  и минитермов  функции  от  п переменных 
используются  слова  длины  п,  буквы  которых  соответствуют  всем 
п переменным.  Входящие  в минитерм  переменные  называются  свя- 
занными и представляются  значениями,  при  которых  минитерм 
равен  единице  (1  для  хі  и 0 для  хѵ).  Не  входящие  в минитерм  пере- 
менные являются  свободными  и обозначаются  через  х.  Например, 
2-куб  функции  пяти  переменных,  соответствующий  минитерму 
л2х3Хь,  запишется  как  (хІОхІ).  0-кубы,  соответствующие  конститу- 
ентам  единицы,  представляются  наборами  значений  переменных, 


Рис.  219.  Комплекс  кубов  функции  трех  переменных  (а)  и его  сим- 
волическое представление  (б). 


на  которых  функция  равна  единице.  Очевидно,  в записи  5-куба 
всегда  имеется  5 свободных  переменных.  Если  все  п переменных 
свободны,  что  соответствует  п- кубу,  то  это  означает  тождествен- 
ность единице  рассматриваемой  функции.  Таким  образом,  для  функ- 
ций, не  равных  тождественно  единице,  Кп(у)  = 0. 

Множество  всех  5- кубов  К{у)  записывается  как  совокупность 
слов,  соответствующих  каждому  5-кубу.  Для  удобства  будем  распо- 
лагать слова  5-кубов  в столбцы,  а их  совокупность  заключать  в 
фигурные  скобки.  Например,  комплекс  кубов,  соответствующий 
представлению  функции  на  трехмерном  кубе  (рис.  219,  а)  вьшажа- 
егся  как  /( (у)  = /С°  У /С1  У /Са,  где 
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Для  сравнения  на  рис.  219,  б изображен  комплекс  кубов  в при- 
нятых обозначениях. 

Комплекс  кубов  образует  максимальное  покрытие  функции. 
Исключая  из  него  все  те  5-кубы,  которые  покрываются  кубами  выс- 
шей размерности,  получаем  покрытия,  соответствующие  тупиковым 

1 8 5-165 
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формам.  Так,  для  рассматриваемого  примера  (рис.  219)  имеем 
тупиковое  покрытие 

(х  х 0) 

С = 0 1 х , 

И 0 хі 

которое  соответствует  функции  у = х2х3  \/  х3х3  V Х'і-  В данном 
случае  это  покрытие  является  и минимальным. 

Для  двух  булевых  функций  операция  дизъюнкции  соответствует 
объединению  их  комплексов  кубов  К(У\  V у2)  = К{ух)  У К(у2), 
а операция  конъюнкции  — пересечению  комплексов  кубов  К(У\У°)  = 
= К(Уі)  П КІУг)-  Отрицанию  функции  соответствует  дополнение 
комплекса  кубов,  т.  е.  Щу)  = К (у),  причем  І\(у)  определяется 
всеми  вершинами,  на  которых  функция  принимает  значение  0. 
Таким  образом,  имеет  место  взаимно-однозначное  соответствие 

(изоморфизм)  между  алгеб- 
рой булевых  функций  и 
алгеброй  множеств,  пред- 
ставляющих комплексы 
кубов. 

Представление  функций 
в виде  комплексов  кубов 
менее  наглядно,  однако  его 
важнейшие  достоинства  со- 
стоят в том,  что  снимаются 
ограничения  по  числу  пе- 
ременных и облегчается 
кодирование  информации 
при  использовании  вычис- 
лительных машин. 

9.  Реализация  в различ- 
ных формах.  Реализация 
функции  в дизъюнктивной 
нормальной  форме  пред- 
ставляет собой  логическую 
схему  И— ИЛИ.  Напри- 
мер, функция  у = хххг'у 
V хгх2  V х2х3  реализуется  логической  схемой  (рис.  220,  а).  Более 
экономичная  реализация  получается,  если  общий  множитель  вы- 
нести за  скобки:  у = х2(хх  V х3)  V хххг  (рис.  220,  б).  При  исполь- 
зовании элементов  со  многими  входами  получаем  двухуровневую 
логическую  схему  И— ИЛИ  (рис.  220,  в). 

В соответствии  с принципом  двойственности  (2.1),  заменяя 
в дизъюнктивной  нормальной  форме  операции  конъюнкции  на 
дизъюнкции,  операции  дизъюнкции  на  конъюнкции  и беря  отри- 
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Рис.  220.  Реализация  функции  у = ххх2\/ 
Ѵ*і-*іѴ**-*ѵ 

а — схемой  И—ИЛИ\  б — упрощенной  схемой; 
в — двухуровневой  схемой  И—ИЛИ\  г — двухуров- 
невой схемой  ИЛИ— И. 
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цанне  каждой  переменной,  получаем  конъюнктивную  нормальную 
форму,  которая  выражает  функцию  у,  обратную  к у.  Ее  реализация 
с помощью  многовходовых  элементов  представляет  собой  двухуров- 
невую логическую  _схему  ИЛИ — И.  Для  рассматриваемой  функ- 
ции у = (хх  V х2)(хг  V х2){х2  V х3)  соответствующая  реализация 
показана  на  рис.  220,  г.  Если  требуется  получить  схему  для  данной 
функции  у,  то  используется  инвертор  или  элемент,  реализующий 
операцию  НЕ — И. 

Конъюнктивную  нормальную  форму  можно  получить  и другим 
путем.  Для  этого  используются  рассуждения  и методы,  дуальные 
рассмотренным  по  отношению  к дизъюнктивным  нормальным  фор- 


Рис.  221.  Считывание  конъюнктивной  нормальной  формы  булевой  функ- 
ции с куба  (а),  с карты  Карно  (б)  и ее  реализация  логической  схемой  (в). 

мам.  На  многомерном  кубе  ищется  покрытие  множества  вершин 
для  нулевых  значений  функции,  а на  карте  Карно  — покрытие 
нулевых  клеток.  Рассматриваемый  пример  иллюстрируется  на 
рис.  221,  о и б.  Соответствующая  конъюнктивная  нормальная  фор- 
ма у = (*!  V х2)  (лу  V х2  V хэ)  реализуется  схемой  (рис.  221,  в). 
Комплекс  кубов  этой  функции  и его  дополнение  имеют  вид: 
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Покрытию  С соответствует  дизъюнктивная  нормальная  форма  для 
отрицания  функции  у = х1х2х3  V ххх2,  откуда  можно  получить 
приведенное  выше  выражение  функции  в конъюнктивной  нор- 
мальной форме. 

10.  Многовыходные  схемы.  Схемы,  реализующие  несколько 
функций,  можно  представить  как  простое  объединение  схем,  реали- 
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зующих  каждую  функцию  отдельно.  Но  такой  путь,  как  правило 
является  неэкономичным.  Часто  бывает  целесообразно  преобразо- 
вать совокупность  данных  функций  к такому  виду,  чтобы  реали- 
зующие их  схемы  содержали  общие  части,  а схема  с многими 
выходами  представляла  собой  единое  целое. 


Рис.  222.  Покрытия  для  трех  выходных  функций. 


Задача  сводится  к выбору  для  каждой  функции  такого  покрытия 
которое  включало  бы  возможно  большее  число  х-кубов,  содержащих- 
ся в покрытиях  других  функций.  Этому  требованию  удовлетворяют, 

например,  покрытия  для  трех 
функций  (рис.  222).  Соответ- 
ствующая трехвыходная  схе- 
ма показана  на  рис.  223.  Если 
бы  для  функции  у3  было  вы- 
брано другое  покрытие,  то 
схема  получилась  бы  менее 
экономичной. 

В этом  параграфе  описаны 
различные  методы  представ- 
ления булевых  функций  при- 
менительно  к задаче  миними- 
зации. При  небольшом  числе  переменных  эта  задача  обозрима,  и ее 
можно  решить  простым  перебором  различных  вариантов  Для 
функции  многих  переменных  разработаны  формальные  методы 
минимизации,  которые  рассматриваются  в следующем  параграфе. 


Рис.  223.  Логическая  схема  с тремя 
выходами. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Представьте  равнозначность  и неравнозначность  контактными  схе- 
мами, соответствующими  конъюнктивным  нормальным  формам  функций 

Х1  ~ х2  И Х1  Г х 2* 

2.  Постройте  логические  схемы  в базисе  [НЕ,  И , ИЛИ } для  логичес- 
ких элементов,  представленных  в табл.  7. 
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3.  Постройте  логические  схемы  в базисе  {НЕ,  И,  ИЛИ)  для  приведенных 
ниже  функций,  предварительно  упростить  их  с помощью  тождественных 
преобразований: 

а)  ря\/ряг\/рг, 

б)  (р  -*■<?)  -►  (ря  -*•  р)\ 

в)  Р ~ (<?Ѵг); 

г)  + г. 

4.  Постройте  логические  схемы,  реализующие  функцию  у = (х,  у 
V х2*з)(*і  V х2  V *з)>  в следующих  функционально  полных  системах  логи- 
ческих элементов! 

а)  совпадение  и инвертор; 

б)  разделение  и инвертор; 

в)  разделение  с двумя  запретами; 

г)  совпадение  с двумя  запретами. 

5.  Представьте  функцию  у = (хг  -*  х2)(*і  V хг  V *з)  на  трехмерном 
кубе  и на  карте  Карно.  Запишите  различные  покрытия  этой  функции  в 
дизъюнктивной  и конъюнктивной  нормальных  формах. 

6.  Дана  булева  функция  четырех  переменных: 


У — (*гѴ*з)  х2х3х4. 

а)  Представьте  данную  функцию  на  четырехмерном  кубе  и на  карте 


Карно 

б)  Запишите  для  этой  функции 
покрытия  в символической  форме. 

X, 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

Рис.  224.  Карта  Карно  к 
задаче  9. 


комплекс  кубов,  а также  все  тупиковые 

в)  Найдите  минимальное  покрытие 
и соответствующую  ему  дизъюнктивную 
форму. 

г)  Постройте  логическую  схему, 
реализующую  данную  функцию  в буле- 
вом базисе  {НЕ,  И,  ИЛИ). 


Рис.  225.  Контактная  схема 
к задаче  10. 


7.  Запишите  дизъюнктивную  нормальную  форму  функции  в соответствии 
с заданным  покрытием: 

1 1 1 0 х) 

г _ 1 X 1 X 1 I 

° - О 1 х 1 ! | 

00  О 1 х) 

Является  ли  это  покрытие  тупиковым?  Если  нет,  то  какие  5-кубы  необхо- 
димо исключить  из  С,  чтобы  получить  тупиковое  покрытие?  Рассмотрите 
всевозможные  варианты  решения  этой  задачи. 

8.  Нанесите  на  карту  Карно  покрытие  из  задачи  7.  Запишите  совершенные 
дизъюнктивную  и конъюнктивную  формы  соответствующей  этому  покрытию 
функции.  Укажите  на  карте  найденные  в задаче  7 тупиковые  покрытия. 
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9.  Запишите  всевозможные  формы  функции  на  основе  заданной  карты 
Карно  (рис.  224)  и найдите  минимальную  форму.  Запишите  минимальное  по- 
крытие как  подмножество  комплекса  кубов. 

10.  Представьте  булеву  функцию,  соответствующую  контактной  схеме 
(рис.  225): 

а)  таблицей  соответствия; 

б)  на  многомерном  кубе; 

в)  на  карте  Карно; 

г)  комплексом  кубов. 

Постройте  логическую  схему,  реализующую  эту  функцию  в базисе 
{НЕ,  И,  ИЛИ). 


5.  МИНИМИЗАЦИЯ  БУЛЕВЫХ  ФУНКЦИЙ 

1.  Постановка  задачи.  Минимизация  схемы  в булевом  базисе 
сводится  к поиску  минимальной  дизъюнктивной  формы,  которой 
соответствует  минимальное  покрытие.  Общее  число  букв,  вхо- 
дящих в нормальную  форму,  выражается  ценой  покрытия 
с = \ яЛп  — 5)>  гДе  <75  — число  5-кубов,  образующих  покрытие 

данной  функции  от  п переменных.  Используются  и другие  опреде- 
ления цены  покрытия,  например  с'  = с + <?,  где  # — общее  число 
всех  кубов  покрытия.  Во  всех  случаях  минимальное  покрытие 
характеризуется  наименьшим  значением  его  цены. 

Обычно  задача  минимизации  решается  в два  шага.  Сначала 
ищут  сокращенное  покрытие,  которое  включает  все  5-кубы  мак- 
симальной размерности,  но  не  содержит  ни  одного  куба,  покрыва- 
ющегося каким-либо  кубом  этого  покрытия.  Соответствующую 
дизъюнктивную  нормальную  форму  называют  сокращенной,  а ее 
минитермы  —простыми  импликантами.  Для  данной  функции 
сокращенное  покрытие  является  единственным,  но  оно  может  быть 
избыточным  вследствие  того,  что  некоторые  из  кубов  покрываются 
совокупностями  других  кубов. 

На  втором  шаге  осуществляется  переход  от  сокращенной  к ту- 
пиковым дизъюнктивным  нормальным  формам,  из  которых  выби- 
раются минимальные  формы.  Тупиковые  формы  образуются  путем 
исключения  из  сокращенного  покрытия  всех  избыточных  кубов, 
без  которых  оставшаяся  совокупность  кубов  еще  образует  покрытие 
данной  функции,  но  при  дальнейшем  исключении  любого  из  кубов 
она  уже  не  покрывает  множества  всех  вершин,  соответствующих 
единичным  значениям  функции,  т.  е.  перестает  быть  покрытием. 

цКуб  сокращенного  покрытия,  который  покрывает  вершины  дан- 
ной функции,  не  покрываемые  никакими  другими  кубами,  не  может 
оказаться  избыточным  и всегда  войдет  в минимальное  покрытие. 
Такой  куб,  как  и соответствующая  ему  импликанта,  называют 
экстремалью  (существенной  импликантой) , а покрываемые  им 
вершины  отмеченными  вершинами,.  Множество  экстремалей  об- 
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разует  ядро  покрытия.  Ясно,  что  при  переходе  от  сокращенного 
покрытия  к минимальному  прежде  всего  следует  выделить  все 
экстремали.  Если  множество  экстремалей  не  образует  покрытия, 
то  оно  дополняется  до  покрытия  кубами  из  сокращенного  покрытия. 

Приведенные  определения  иллюстрируются  на  рис.  214,  где 
сокращенное  покрытие  2 (см.  рис.  214,  а)  и минимальные  покрытия 
Стіп  (рис.  214,  б)  и Стіп  (см.  рис.  214,  в)  выражаются  следующим 
образом: 

(11x0]  (1  х 0]  (1  1 0] 

2-0  х 1 1 ; С™іп-  0 1 1 ; Сы  = 0 х 1 . 

ІХ  1 1 XI  1x1  х)  \х  1 х) 

Сокращенная  форма  представляет  собой  дизъюнкцию  четырех 
простых  импликант,  т.  е.  у — х1хг\/х1х3\/  х2х3\/х1х2.  Экстремалями 
являются  простые  импликанты  ХхХ3  и х,х2,  которым  соответствуют 
1-кубы  (10х)  и (01х),  а отмеченные  вершины  — х^Хд  и х1х2х:!  или 
соответственно  (100)  и (010). 

2.  Метод  Квайна  — Мак-Класки.  Этот  метод  используется  в слу- 
чаях, когда  функция  задана  в дизъюнктивной  совершенной  нор- 
мальной форме  (или  таблицей  соответствия).  Приведение  к сокра- 
щенной форме  осуществляется  последовательным  применением 
операции  склеивания  ахс  V сйі  =*  а,  где  а — конъюнкции  пере- 
менных, отличных  от  X;.  Множеству  конституент  единицы,  пред- 
ставленных в исходной  форме,  соответствует  совокупность  0-ку- 
бов К.0,  а операции  склеивания  — объединение  двух  0-кубов,  кото- 
рые отличаются  только  одной  координатой.  Результатом  такого 
объединения  является  1-куб,  в котором  различные  координаты 
исходных  0-кубов  замещены  символом  х.  Сравнивая  попарно  все 
0-кубы,  получаем  множество  1 -кубов  К1-  Применяя  к К1  операцию 
склеивания,  находим  множество  2-кубов  /(2и  т.  д.  Этот  процесс 
продолжается  до  тех  пор,  пока  получаемое  из  К$  очередное  К5+1 
не  окажется  пустым  множеством.  В результате  множество  К0  пре- 
образуется в комплекс  кубов  /(  = [К0,  К1,  К2,  ■■■,  К3},  причем 
5 «г  п. 

Для  выделения  из  К множества  простых  импликант  2 с:  К при 
каждой  операции  склеивания  необходимо  отмечать  каким-либо 
знаком  (например,  меткой  V)  те  кубы,  которые  объединяются 
в кубы  высшей  размерности.  Очевидно,  неотмеченные  кубы  и об- 
разуют множество  простых  импликант  2.  Чтобы  уменьшить  чис- 
ло сравниваемых  пар  при  операции  объединения  целесообразно 
разбить  множество  К3  на  классы,  в каждом  из  которых  содержатся 
з-кубы  с одинаковым  числом  единиц  (или  нулей),  и упорядочить 
эти  классы  по  возрастающему  числу  единиц.  Так  как  объединяться 
могут  только  такие  два  з-куба,  число  единиц  в которых  точно  на 
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одну  больше  или  меньше,  то  достаточно  ограничиться  попарным 
сравнением  5- кубов  одного  класса  с 5-кубами  соседнего  класса 
На  втором  шаге  при  извлечении  экстремалей  и образовании  ми- 
нимального покрытия  используется  таблица  покрытий.  Ее  строки 
соответствуют  простым  импликантам,  а столбцы  — конституентам 
единицы  дизъюнктивной  совершенной  нормальной  формы  данной 
функции,  которые  представляются  0- кубами  (вершинами)  комплекса 
кубов.  Б клетку  таблицы  записывается  метка,  если  простая  импли- 
канта  в данной  строке  покрывает  вершину  в данном  столбце  Экс- 
тремалям соответствуют  те  строки  таблицы,  которые  содержат  един- 
ственную метку  в каком-либо  столбце.  Удаляя  строки  экстрема- 
лей и все  столбцы,  в которых  эти  строки  имеют  метки,  получаем 
более  простую  таблицу.  На  основе  этой  таблицы  выбираем  простые 
импликанты,  которые  дополняют  выделенное  множество  экстре- 
малей до  минимального  покрытия  функции.  1 

3.  Пример  минимизации  функции.  Рассмотрим  в качестве  при- 
мера  функцию  четырех  переменных  у = /(лЪ  л'2,  *„  х4),  заданную 
таблицей  соответствия  7 > 


У 

0000 

0000 

1111 

1111 

х2 

0000 

1111 

0000 

1111 

х3 

ООП 

ООП 

ООП 

ООП 

х± 

0101 

0101 

0101 

0101 

У 

0001 

1101 

0101 

1100 

Ей  соответствует  дизъюнктивная  совершенная  нормальная  форма 

- У,  Х.~  V . У . \/  ѵ ѵ V V \ / V ѵ т:  \ / — . . — - _ 'Г  Г 


V х4х2х3х4  \/х4х2х3х4  V 


У — Х1Х2Х3Х4  V ХіХ2Х3Х4  ,\/  Х1Х2Х3Х4  V Х4ХоХ3Х 

ѵ Х1х2х3х4  у х4х2х3х4.  Множество  0-кубов  после  разбиения  и упоря- 
дочения записывается  следующим  образом: 


Л'°  = 


0 | О О 

1 | 0 1 
О I 1 О 
0 11 


V V I V V V 

1 1 | 0 11 
0 1 I 1 0 1 

0 0 I 1 іо 

1 о | 1 11 


Объединяя  кубы  и отмечая  те  из  них,  которые 
кубами  большей  размерности,  имеем: 


покрываются 


V 

0 

V 

л; 

1 0 

0 

X 

1 

V 

л; 

1 

V 

1 

' X 

1 

1 

* 

1 

0 

0 

і 

л: 

1 

1 

0 

0 

1 

X 

1 

X 

0 

0 

0 

; к2  = 

0 

л: 

0 

1 1 

1 

1 

1 

1 

1 

X 

X 
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Простым  импликантам  соответствуют  неотмеченные  кубы.  Со- 
ставляем таблицу  покрытия  2,  которому  соответствует  сокращенная 
форма  у х4х3х4  V хгх2х4  \/  х2х3х4  \/ х4х2х4  \/  х^х3х4  \у х2х3. 


2 

К» 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

I 

1 

0 

1 

Обозначе- 
ния импли- 
кант 

о * 

1 1 

V 

V 

А 

0 1 

х 1 

V 

V 

В 

* 0 

1 1 

V 

V 

С 

1 0 

X 1 

V 

V 

О 

1 X 

0 1 

V 

V 

Е 

х 1 

0 х 

V 

V 

V 

V 

Р 

Извлекаем  единственную  экстремаль  (хЮх),  которой  соответ- 
ствует минитерм  х2х3,  и упрощаем  таблицу  к виду: 


\ 

\ 1 

\ 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

і 

0 

! 

1 

0 

1 

0x11 

V 

V 

0 1x1 

V 

х 0 1 1 

V 

V 

10x1 

V 

V 

1x01 

V 

В качестве  дополнительных  целесообразно  выбрать  кубы  (0x11) 
и (10x1),  так  как  они  совместно  с экстремалью  (хЮх)  образуют 
покрытие  функции,  минимальная  форма  которой  имеет  вид:  у = 
= х1х3х4  V х1х2хі  V х2х3.  Соответствующее  этой  функции  мини- 
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мальиое  покрытие  иллюстрируется  на  четырехмерном  кубе  и на 
карте  Карно  (рис.  226). 

4.  Алгебраический  метод.  Выбор  минимального  покрытия  на 
заключительном  этапе  формализуется  с помощью  алгебраического 
метода,  предложенного  С.  Петриком.  Простые  импликанты  обозна- 
чаются какими-либо  символами  (обычно  для  этой  цели  используются 
прописные  буквы  латинского  алфавита),  и по  столбцам  таблицы 
покрытии  записываются  дизъюнкции  тех  импликант,  которые  отме- 
чены в данном  столбце.  Смысл  этой  записи  вытекает  из  того,  что 


ГГ 

/ 

/ 

1' 

/ _ 

(' 

0 

Рис.  220.  Минимальное  покрытие  функции  на  четырехмерном  кубе  (а)  и 

карте  Карно  (б). 


любая  из  отмеченных  импликант  покрывает  данную  вершину.  По- 
крытию функции  соответствует  конъюнкция  всех  записанных 
дизъюнкций. 


Раскрывая  скобки  и упрощая  выражения  на  основе  тождеств 
булевой  алгебры  (упрощать  можно  и до  раскрытия  скобок),  пере- 
ходим к дизъюнктивной  форме,  каждый  член  которой  представляет 
собой  конъюнкцию  простых  импликант  и соответствует  некоторому 
тупиковому  покрытию  рассматриваемой  функции.  Сравнивая  все 
т)  пиковые  покрытия  и отбирая  те  из  них,  которые  характеризуют- 
ся минимальном  ценой,  приходим  к одному  или  нескольким  мини- 
мальным покрытиям. 


Так,  для  примера  из  (3)  имеем:  Р (А  у С)  (В  уР)  (О  уЕ)  Е (А  у В)  А 
А (С  у ЦіЕ  V Р)  = Р ( Л у С)  (А  у В)  О у Е (С  у Е>)  1 Р (А  у АВ  у 

Ѵасер  ААЖ  X ,щ  '■  г {А  ’,вс>  (0  ѵ СЕ)  - А№  V 

V льъг  у всв)г  у ВС Ьг  . Итак,  получаем  четыре  тупиковых 
крытия 


по- 


,0 

і 

X 

г0 

X 

1 

X- 

1 * 

0 

1 

; С2  — 

X 

0 

X 

1 

і 

X 

0 

1 

1 

0 

0 

и 

1 

X. 

11 

1 

1 

X. 
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(° 

X 

1 

X] 

1 

(0 

X 

1 

X) 

1 1 

0 

0 

1 

Г Сд  ^ ] 

ІІ 

0 

X 

і| 

I X 

1 

X 

0 

.V 

1 

0 

0 

іі 

1 

1 

х\ 

1 

Л 

1 

1 

X) 

цены  которых  сх  — 2 (4  — 1)  + 1 (4  — 2)  = 8 и с2—  с3=  с4  = 3 (4 — 1)  + 
+ 1(4-2)-=  11,  т.  е.  Спип-Сі. 

Алгебраические  преобразования  упрощаются,  если  исходить 
из  таблицы  покрытий,  получаемой  после  извлечения  экстремалей. 
Тогда  результатом  таких  преобразований  являются  множества  прос- 
тых импликант,  дополняющих  совокупность  экстремалей  до  тупи- 
ковых покрытий.  Сравнивая  эти  множества  по  их  цене,  выбираем 
минимальные  дополнения,  которые  совместно  с множеством  экстре- 
малей образуют  минимальные  покрытия. 

5.  Метод  Блейка — Порецкого.  При  минимизации  функции  ме- 
тодом Квайна — Мак-Класки  требуется  предварительно  представить 
ее  в совершенной  дизъюнктивной  нормальной  форме,  что  часто 
связано  с дополнительными  преобразованиями. 

Если  исходить  из  произвольной  дизъюнктивной  нормальной 
формы,  то  для  получения  промежуточной  сокращенной  формы 
можно  воспользоваться  прямым  методом  Блейка — Порецкого.  Он 
основан  на  тождестве 

асуЬс  — ас  у Ьс  V оЬ, 

называемом  операцией  обобщенного  склеивания.  Действительно, 
ас  V Ьс  = ас  V аЬс  V Ь с V аЬс  = ас  V Ьс  V аЬ(с  V с)  = ас  V 

V Ьс  V аЬ.  Разумеется,  входящие  в это  тождество  буквы  могут 
представлять  любые  булевы  формулы  и,  в частности,  конъюнкции 
переменных. 

Можно  показать,  что  произвольная  дизъюнктивная  нормальная 
форма  приводится  к сокращенной  применением  всех  возможных 
обобщенных  склеиваний  с последующим  устранением  минитермов 
на  основе  операции  поглощения  а V аЬ  = а.  При  этом  возможны 
следующие  случаи. 

1)  Конъюнкция  а содержит  переменную  х,-,  а конъюнкция  Ъ — 
отрицание  той  же  переменной  х,-  (или  наоборот).  Тогда  аЬ  = О 
и в результате  операции  обобщенного  склеивания  не  получаются 
новые  минитермы.  Таким  образом,  следует  подвергать  этой  опера- 
ции только  те  пары  минитермов,  в которых  единственная  перемен- 
ная представлена  как  X/  и х-г 

2)  Конъюнкция  а содержит  только  те  переменные,  которые 
входят  в конъюнкцию  Ь (или  наоборот),  т.  е.  Ъ = ас.  Тогда  ах*  V 

V Ьхі  = ахі  V осхі  = ахі  V V ас  — ахі  V ас  = ахіуЬ,  т.  е. 
минитерм  исходной  дизъюнктивной  нормальной  формы  поглоща- 
ется минитермом,  образованным  в результате  обобщенного  склеи- 
вания. 
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Пусть,  например,  функция  из  (3)  задана  некоторым  покрытием, 
которое  соответствует  дизъюнктивной  _нормальной  форме:  у = 
-=  х2х3х4  V ххх2х3  у ХіХгх4  V хух2х4  V ххх2х3х4.  Применяя  опе- 
рацию обобщенного  склеивания  к парам_(х2х3х4,  хгх2х4);  (ххх2х3, 
хгх2Хл) ; (ххх2х3,  хгх2х4);  (хгх2х4,  х4х2хах4);  (ххх2х4,  х.х2х:,х4)  и учиты- 
вая, что  в двух  последних_парах  происходит  поглощение  минитермов, 
получаем:  у ==  (х2х3х4_  у х1х2х4  Ѵ_  *іХ2х3)  V (х4х2х3  у хус^^  у 

Vх  ххх3х4)  V _ (х4х2хя  у хгх2х4  у х2х:іх4)  у (х4х2х4  у х2х:іх4)  у 
У (ххх2х4  у хгхях4).  Удаляя  одинаковые  члены  (а  у а = а)  и 
группируя  старые  и новые  минитермы,  имеем:  у = (х2х3х4  у 

V ХхХ2Х4  У Х4Х2Х3  у ХгХ2Х4)  У ^ХхХ2Хъ  у ХХХ3Х4  У Х2Х3Х4  У X 2X3X4  V 


Рис.  227.  Покрытие  функции  у = х2х3х4\/ Хіх2х3у  ххх2х4у  Х1х2х4у  х^х.ху 

а — исходное;  б — промежуточное. 


V х' 4X3X4) . Очевидно,  при  дальнейшем  обобщенном  склеивании 

имеет  смысл  рассматривать  только  пары,  образованные  новыми 
минитермами  со  всеми  минитермами  полученной  дизъюнктивной 
нормальной  формы.  Такими  парами  являются:  (х2х3х4,  Х4Х3х4); 
(х2х3х4,  х2х3х4);  (Х4Х2Х4,  Х4Х3Х4);  (Хіх2х4,  х2х3х4);  {ххх2х3,  ххх2х3)\ 
(ХіХ2х4,  х2х3х4);  (х1х2хі,  Х4Х3Х4);  (х4х2х3,  х1х.3х4)\  (х^Хз,  ХіХ3х4); 
(х1х3х4}  Х2Х3х4),  *А*4).  Применяя  к каждой  парб 

операции  обобщенного  склеивания  и поглощения  в соответ- 
ствии с приведенными  выше  правилами,  находим:  у = ххх2х4  V 

V Х4Х2х4  V ХіХ3х4  V х2х3х4  V Х1Х3Х4  V х2х3.  Единственный  новый 
минитерм  х2х3  в паре  с любым  из  остальных  минитермов  не  приво- 
дит к появлению  новых  минитермов.  Поэтому  полученная  форма 
является  сокращенной.  Она,  как  и должно  быть,  совпадает  с най- 
денной в (3). 

6.  Склеивание  и поглощение  кубов.  Геометрически  операции 
сообщенного  склеивания  и поглощения  соответствуют  некоторым 
операциям  над  кубами,  имеющими  противоположные  грани.  В ре- 
зультате получается  новый  куб,  который  либо  располагается  между 
исходными  кубами,  либо  поглощает  один  из  кубов  или  оба  куба. 
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Преобразования,  выполненные  в (5)  иллюстрируются  па  рис.  227. 
Исходной  дизъюнктивной  нормальной  форме  соответствует  неко- 
торое покрытие  (рис.  227,  о),  которое  преобразуется  к промежуточ- 
ному покрытию  (рис.  227,  б).  Сокращенной  нормальной  форме 
соответствует  покрытие,  получаемое  из  рис.  227,  б поглощением 
кубов  Х2Х0ХА,  Лу.ГоХ.1,  х2хах4  и л\х2х3  кубом  Х2Х3. 

Операции  над  кубами  удобно  выполнять  в символической  форме. 
Сравнивая  в исходном  покрытии  С0  попарно  кубы,  имеющие  проти- 
воположные значения  0 и 1 только  для  одной  координаты,  образуем 
множество  новых  кубов  С*.  Координаты  этих  кубов  можно  опреде- 
лить с помощью  операции  покоординатного  произведения(*),  зада- 
ваемой таблицей: 


* 

0 

1 

X 

0 

0 

X 

0 

1 

X 

1 

1 

X 

0 

і 

X 

Так,  для  рассматриваемого  примера  имеем: 


X 

1 

1 

0 

°) 

гО 

1 

X 

X 

°1 

1 

1 

0 

1 

0 . 

1 

X 

1 

0 

X 

0 

0 

X 

X 

1 ( > — 1 ' 

0 

0 

0 

1 

1 

ІО 

X 

1 

1 

11 

X 

1 

1 

1 

П 

где  кубы  множества  Со  получены  в результате  операции  покоорди- 
натного произведения  над  следующими  парами  кубов  из  С0: 


X 

°1 

п 

1) 

1 

1 

1 

о| 

0 

X 
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’ 

0 

х| 

ІО 

Ь 

X 

1І 

1 ?]. 
О х ( > 


х 1 


(\ 

0) 

(0 

0) 
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0 • 

1 

о 

X 

1 г 
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1 

и 

іі 

и 

ІІ 

Объединяя  множества  С„  и С о,  выполняем  операции  поглощения 
в соответствии  с тождествами  а V а = а и а V аЬ  = а.  Это  соот- 
ветствует удалению  из  множества  С0  у С*  повторяющихся  кубов, 
а также  тех  кубов,  которые  покрываются  другими  кубами  (куб 
покрывает  все  кубы  низшей  размерности,  если  отличные  от  х коор- 
динаты покрывающего  куба  совпадают  с соответствующими  коор- 
динатами покрываемых  кубов).  В нашем  примере  повторяющихся 
кубов  нет,  а куб  (ООП)  поглощается  кубом  (хОП)  или  (0x11).  В ре- 
зультате получаем  промежуточное  покрытие 

х I 1 0 { 0 1 х х 0) 

Г 1 1 0 1 ! 1 х 1 0 х 

~=  О О X х і О 0 0 1 1 > 

Іо  х і і ; х і і і п 
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где  исходные  и новые  кубы  разделены  пунктирной  линией.  Дальше 
операция  обобщенного  склеивания  выполняется  над  покрытием 
Су  покоординатным  произведением  кубов,  расположенных  справа 
от  разделяющей  линии,  с каждым  кубом  из  Су,  который  подлежит 
склеиванию.  Получаем  множество  новых  кубов 

(\хх0х\хх010\ 
г*  _ \ 1 1 1 х 1 х'  0 1 1 0 1 

°1_  |0  0 0 1 0 0 1 0 х х х ■ 

и * і і * і і і і і 1. 

После  операции  поглощения  в множестве  Су  [)  С*  имеем  сле- 
дующее преобразованное  покрытие: 


[1 

0 

і 
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0 

X) 

0 

1 
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X 
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X 

X 
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1 

0 

І1 

і 

і 

1 

1 

Продолжая  склеивание  кубов  последней  группы  (она  содержит 
единственный  2-куб)  со  всеми  кубами  из  С2,  получаем  множество 

і\  <Ь 
р*  _ I х 1 I 
~Ч  о Х\' 

и п 

ооъединяя  которое  с С2  операциями  поглощения,  приходим 
снова  к С.,,  так  как  С2  не  содержит  новых  кубов.  Отсюда  следѵет 
что  покрытие  С2  соответствует  сокращенной  дизъюнктивной  нор- 
мальной форме  данной  функции.  1 * * * V 

Ниже  приведена  более  рациональная  запись  преобразования 
произвольной  дизъюнктивной  нормальной  формы  к сокращенной 
форме: 
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На  каждом  этапе  над  поглощаемыми  кубами  ставятся  метки 

V (или  соответствующие  столбцы  вычеркиваются).  По  окончании 
преобразования  сокращенное  покрытие  определяется  совокуп- 
ностью неотмеченных  кубов.  ' 
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7.  Частично  определенные  функции.  В практике  нередко  при- 
ходится иметь  дело  с такими  функциями,  которые  определены  ке 
на  всех  наборах  значений  переменных.  Подобные  случаи  встре- 
чаются, когда  по  условиям  функционирования  некоторые  из  набо- 
ров не  используются  и поэтому  безразлично,  какие  значения  при- 
нимает функция  на  этих  наборах.  Это  обстоятельство  можно  ис- 
пользовать при  минимизации  функции,  доопределив  ее  на  безраз- 
личных наборах  так,  чтобы  обеспечить  наиболее  экономичную 
реализацию. 

Пусть  дана  частично  определенная  функция  у = [(хи  хг,  ... 
...,  *„).  Обозначим  через  у 1 = /1(^ъ  х2,  ...,  хп)  функцию,  которая 
доопределена  на  всех  безразличных  наборах  единицами,  а через 
у0  = / °(х1 , х2,  ...,  хп)  — нулями.  Задача  оптимального  доопределе- 
ния данной  функции  сводится  к выбору  из  сокращенного  покрытия 
для  функции  у1  минимального  количества  кубов  максимальной 
размерности,  совокупность  которых  покрывала  бы  все  вершины 
функции  у0.  Такая  совокупность  кубов  и образует  минимальное 
покрытие  частично  определенной  функции  у.  При  этом  оно  может 
покрывать  и некоторые  вершины,  соответствующие  безразличным 
наборам,  что  означает  доопределение  функции  на  этих  наборах 
единичными  значениями. 

8.  Преобразователь  кодов.  Примером  частично  определенных 
функций  может  служить  таблица  соответствия  преобразования  кода 
прямого  замещения  в двоично-десятичный  код  2421: 


Десятичное  число 
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Двоично- десятич- 
ный код  2421 

Уі 

Уз 
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Функции 

не 

определены 

Уі 

0 

1 
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1 
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1 

0' 

1 

0 

1 

Код  прямого  замещения  представляет  собой  обычное  представ- 
ление одноразрядного  десятичного  числа  в двоичной  системе  счис- 
ления, т.  е.  хх  • 23  + хг  • 22  + х3  ■ 21  + *4  • 2°  = 8ад  + 4а'2  + 
+ 2*з  + а'4.  Код  2421  соответствует  представлению  числа  в виде 
Уі  ■ 21  + у2  • 22  + Уз  ■ 21  + у4  • 2°  = 2 г/,  4 у2  + 2 у3  + ух.  Та- 

ким образом,  преобразователь  кодов  представляет  собой  схему 
с четырьмя  входами  и четырьмя  выходами. 
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Ркс.  228.  Минимальные  покрытия  выходных  функций  преобразователя 

кодов. 


X* 


Рис. 


229.  Логическая  схема 
зователя  кодов. 


преоора- 


ется  одноразрядный  сумматор, 
сложение  двоичных  чисел  хк  и ук 


Проиллюстрируем  миними- 
зацию схемы  на  картах  Карно 
(рис.  228)  с учетом  положений 
о многовыходных  схемах,  изло- 
женных в (4.10).  Используя 
избыточные  наборы,  которые 
отмечены  на  карте  звездочками, 
образуем  минимальные  покры- 
тия для  каждой  из  четырех  функ- 
ций которые  включали  бы  воз- 
можно больше  однотипных  ку- 
бов. Соответствующая  логичес- 
кая схема  показана  на  рис.  229. 
' 9.  Сумматор.  Другим  приме- 

ром логической  схемы,  который 
дает  повод  использовать  частич- 
но определенные  функции,  явля- 
выполняющий  арифметическое 
к- го  разряда  и переноса  из  млад- 
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шего  разряда  рк_ѵ  В результате  должна  получаться  сумма  зк  и пе- 
реносе старший  разряд  рк.  Таблица  соответствия  такого  сумматора 
имеет  вид: 
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Отображение  функций  зк  и р к на  трехмерных  кубах  показана 
на  рис._230.  Их_  дизъюнктивные  нормальные  формы  имеют  вид: 
8ь  = ЧУкРк- 1 V хкУкРк- 1 V ХкУкРк- 1 V хьукрк_х  и рк  = х крк_х  V 
\/хкУк\/ УкРк- 1.  соответствующие  минимальным  покрытиям.  Как 


Рис.  230.  Отображение  выходных  функций  сумматора  на  трехмерных 

кубах. 


видно,  выражение  для  зк  не  поддается  минимизации  изложенными 
ранее  методами.  Единственная  возможность  — это  использовать 
вынесение  за  скобки:  зк  — (хкук  V хкук)рк_х  у(хкук  \іхкук)  рк_ 

В подобных  случаях  для  минимизации  применяется  прием, 
основанный  па  использовании  более  простой  реализации  функции 
Рк  = 1(хк,  У к,  Рк-і)  в качестве  составной  части  другой  функции 
зк.  При  этом  рк  рассматривается  как  переменная,  т.  е.  зк  = <.р(хк, 
У к'  Рк-К  Рк)-  Но  таблица  соответствия  для  зк  теперь  содержит 
избыточные  наборы  переменных,  которые  отмечены  звездочками: 
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Рк — 1 
Рк 

8к 


0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 11 

0 10  1 

0*1* 
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1111 
0 0 11 

0 10  1 

1 * * о 


1111 
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0 10  1 

1**0 


1111 
1111 
0 0 11 

0 10  1 

* 0 * 1 


Используем  для  минимизации  полученной  частично  определен- 
ной функции  зк  карту  Карно  (рис.  23 1ф.  Минимальному  покрытию 
соответствует  выражение  зк  = хкрк  \рУкрк  ѴРк-і1>к  ѴЧУкРк-ѵ  п°сле 
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вынесения  за  скобки  получаем  подготовленные  к реализации  выра- 
жения: 5к  = (Хк  У у к ѴРа-і)  Рк  V ХкУкРк-1>  Рк  = хкУк  Ѵ(**  Ѵук)  Рк- 1- 
Соответствующая  схема  поісазана  на  рис.  232. 

10.  Минимизация  в других  системах.  В реальных  условиях 
проектирование  логических  схем  основывается  на  использовании 
некоторого  конкретного  набора  элементов.  Обычно  стремятся  стан- 
дартизировать такие  элементы  с тем,  чтобы  при  одинаковой  кон- 
струкции они  позволяли  в зависимости  от  способа  включения  реа- 
лизовать различные  логические 
функции. 

Например,  комплект  интеграль- 
ных схем  может  включать  много- 


Рп-1 


X 


Ух 


Рис.  231.  Минимизация  функ- 
ции 5 к сумматора  на  карте 
Карно. 


Рис.  232.  Логическая  схема  сум- 
матора. 


входовые  транзисторные  вентили  НЕ — ИЛИ  и НЕ — И,  а также 
полусумматоры,  реализующие  сумму  по  модулю  2 (неравнознач- 
ность). С помощью  схем  на  ферритах  обычно  реализуются  отрица- 
ние, дизъюнкция,  конъюнкция,  штрих  Шеффера  и стрелка  Пирса. 
Один  из  пневмисторных  модулей,  наряду  с этими  функциями,  по- 
зволяет реализовать  также  импликацию  и отрицание  импликации. 

В связи  с этим  перед  разработчиком  возникает  задача  представ- 
ления и минимизации  функции  в различных  функционально  полных 
системах  элементов.  Известны  методы  получения  канонических 
форм  для  логических  функций  в любом  базисе  на  основе  табличного 
задания  или  преобразования  другого  базиса.  Что  же  касается 
проблемы  минимизации  в общем  виде,  то  она  остается  пока  открытой. 
Обычно  применяются  частные  методы  минимизации,  аналогичные 
разработанным  для  булевого  базиса.  Часто  минимальное  представ- 
ление в булевом  базисе  используется  как  исходное  и при  реализации 
в других  базисах,  соответствующее  выражение  функции  в которых 
получается  на  основе  тождественных  преобразований. 
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ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Определите  цены  с и с'  покрытий  булевой  функции,  показанных  на 
рис.  214. 

2.  Используя  метод  Квайна— Мак-Класки,  найдите  минимальную 
дизъюнктивную  форму  булевой  функции  у = і(хъ  х2>  х3,  х4),  заданной  таб- 
лицей соответствия 


X 

0000 

0000 

1111 

1111 

0000 

1111 

0000 

1111 

АЗ 

ООП 

ООП 

ООП 

сои 

*4 

0101 

010! 

0101 

0101 

У\ 

0101 

0101 

0101 

0001 

3.  Найдите  все  тупиковые  покрытия  и 
запишите  соответствующие  им  тупиковые 
формы  для  булевой  функции  из  задачи  2 с по- 
мощью алгебраического  метода  Петрика. 

4.  С помощью  метода  Блейка — Порецкого 
найдите  сокращенные  формы  следующих 
функций: 

а)  х1х2х3\/х1х3у_х1х2; 

б)  хгх2у  хххзУ  хгх3\ 

в)  х4х2\/ ХзУ хххз\ 


Х3 


1 

/ 

X 

1 

1 

! 

* 

/ 

! 

А* 

Рис.  233.  Карта  Карно  для 
функции  к задаче  7. 


г)  хххгх3у Х^зХзУ ххх2х3х4. 

5.  Представьте  процесс  получения  сокращенных  форм  функций  из  задачи 
4 в символической  записи  операций  склеивания  и поглощения  5-кубов. 

6.  На  основе  сокращенных  форм,  полученных  в задаче  4,  найдите  для 
каждой  функции  все  тупиковые  покрытия  и минимальную  форму.  Постройте 
логические  схемы,  реализующие  заданные  функции  в минимальных  формах. 


хз 


X- 

1 

1 

1 

1 

X 

1 

* 

X 

X 

1 

хч 


хз 


1 

X 

1 

і 

/ 

г 

1 

* 

/ 

X 

Рис.  234.  Карты  Карно  для  функций  к задаче  8. 


7.  Найдите  минимальную  дизъюнктивную  форму  функции,  представлен- 
ной на  карте  Карно  (рис.  233)  и постройте  соответствующую  ей  логическую 
схему. 

8.  Постройте  логическую  схему  с двумя  входами,  реализующую  выход- 
ные функции,  которые  заданы  картами  Карно  (рис.  234).  Найдите  минималь- 
ные покрытия  с помощью  метода  Квайна— Мак-Класки  и по  картам  Карно. 

9.  Постройте  логическую  схему,  реализующую  на  выходах  булевы  функ- 
ции: 

Уі  = х1  + х2  + *э  ■ Уч  = НЧ  V хіхз  Ѵ-Ѵз- 
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Решите  задачу  с помощью  операций  склеивания  и поглощения  кубов 
и на  картах  Карно. 

10.  Постройте  логическую  схему  _с  2ремя  выходами,  реализующую  функ- 
ции. у1  ==_х1х3Хі\/^с^х3хі\/^іхіхі  Ѵхіх2х4;  у2  = х1х2х3\/  хгхэх^  хіх4;  у3  — 

Х1Х2Х3  V Х2Х1  V хіХ2Х3\у  Х%Х$Х^. 

11.  Наидііте^ наиболее  экономичную  реализацию  частично  определенной 
функции  у = Х]Х3Хд\/ \] х\х3х3х^  для  которой  значения  конъюнкций 
*і-Ѵз*4>  хіх2х.і  и хі-Чх4  безразличны. 

12.  Постройте  логическую  схему  преобразователя  кода  прямого  заме- 
щения в циклический  код,  таблица  соответствия  для  четырех  выходов  кото- 
рого имеет  вид: 


Код  прямого 
замещения 

Х1 

Х2 

х3 

Х4 

0000  0000  1111  1111 
0000  1111  0000  1111 
ООП  ООП  ООП  ООП 
0101  0101  0101  0101 

У\ 

0000  0000  1111  1111 

Циклический 

Уі 

0000  1111  1111  0000 

код 

Уз 

ООП  1100  1111  1100 

Уі 

оно  оно  оно  оно 

6.  КОНЕЧНЫЕ  АВТОМАТЫ 

1.  Основные  определения.  В контактных  и логических  схемах 
значения  выходных  переменных  определяются  только  комбина- 
цией значений  переменных  на  входах  в данный  момент  времени. 
Поэтому  их  называют  комбинационными  схемами.  В более  общем 
случае  выходные  переменные  могут  зависеть  от  значений  входных 
переменных  не  только  в данный  момент,  но  и от  их  предыдущих 
значений.  Иначе  говоря,  значения  выходных  переменных  опреде- 
ляются последовательностью  значений  входных  переменных,  в связи 
с чем  схемы  с такими  свойствами  называют  последовательностными. 
Если  входные  и выходные  переменные  принимают  значения  из 
конечных  алфавитов,  то  оба  типа  схем  объединяются  под  названием 
конечные  автоматы. 

Пусть  Х{  алфавит  входной  переменной  хі,  а К,-  — алфавит 
выходной  переменной  уі.  Конечный  автомат  с п входами  и т выхо- 
дами характеризуется  входным  алфавитом  X = Хг  х Х2  X ...  X 
хХп  и выходным  алфавитом  У = Ѵ1  х Ѵч.  х ...  X Ут,  причем 
символами  входного  алфавита  служат  слова  л:  = (хъ  х[,  ....  хп) 
длины  п,  а символами  выходного  алфавита  — слова  у = (уи  у"2, 
■■■ > Ут ) длины  т,  где  Хс  € ХіИу{  б К,-.  Особого  внимания  заслу- 
живают конечные  автоматы  с двузначным  структурным  алфави- 
том, зависимости  между  входными  и выходными  переменными 
которых  выражаются  булевыми  функциями.  Их  значение  обуслов- 
лено тем,  что  любая  информация  может  быть  представлена  в двоич- 
ных кодах  (двоично-десятичные  коды  чисел,  телетайпный  код  в тех- 
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нике  связи  и т.  п.).  В то  же  время  при  технической  реализации 
автоматов  используются  преимущественно  двоичные  элементы 
и двузначная  логика. 

В реальных  условиях  сигналы  представляются  непрерывными 
функциями  времени,  поэтому  для  надежного  различения  сигналов 
требуется,  чтобы  новые  значения  на  входах  появлялись  после  окон- 
чания переходных  процессов,  связанных  с предыдущими  значениями. 
При  рассмотрении  логической  структуры  автоматов  обычно  отвле- 
каются от  существа  этих  процессов  и считают,  что  переменные  изме- 
няются не  непрерывно,  а мгновенно  в некоторые  моменты  времени, 
называемые  тактами.  Интервалы  между  тактами  могут  быть  раз- 
личными, но  без  потери  общности  их  можно  считать  равными  Д I. 
Предполагается,  что  тактовые  моменты  и+\  = и + АІ  определя- 
ются синхронизирующими  сигналами.  Таким  образом,  вводится  по- 
нятие дискретного  автоматного  времени  /Ѵ(ѵ  = 1,  2,  ...),  причем 
переменные  зависят  не  от  физического  времени,  а от  номера  такта 
ѵ,  т.  е.  вместо  непрерывных  функций  х(і)  рассматриваются  дискрет- 
ные значения  х(ѵ). 

2.  Состояния.  Кроме  входных  и выходных  переменных,  можно 
выделить  некоторую  совокупность  промежуточных  переменных, 
которые  связаны  с внутренней  структурой  автомата.  В комбина- 
ционных схемах  промежуточные  переменные  непосредственно  не 
участвуют  в соотношениях  вход  — выход.  Напротив,  выходные 
функции  последовательностных  схем  в качестве  своих  аргументов, 
кроме  входных  переменных,  обязательно  содержат  некоторую  сово- 
купность промежуточных  переменных  з2,  ...,  з*,,  характеризую- 
щих состояние  схемы.  Набор  всех  возможных  состояний,  которые 
присущи  данной  схеме,  называется  множеством  состояний.  Если 
$і.  $2>  ...,  5,г  — конечные  алфавиты  переменных  состояния  зг,  з2, 
...,5*,  то  множество  состояний  5 = х 32  х ...  X 5/г также  явля- 
ется конечным  множеством. 

Строгое  определение  понятия  состояния  связывается  с той  ролью, 
которое  оно  играет  при  описании  конечных  автоматов.  Во-первых,' 
значения  совокупности  выходных  переменных  на  ѵ-м  такте  у(\)  = 
= (Уі(ѵ)>  г/г(ѵ).  Ут(ѵ))  однозначно  определяется  значениями 
входных  переменных  а(ѵ)  = (хг(ѵ),  х2(ѵ),  ....  х;г(ѵ))  и состоянием 
5(ѵ)  = (^(ѵ),  з2(ѵ),  ...,5А(ѵ))натомжетакте,т.  е.у{ѵ)  = Цх(ѵ),з(ѵ)). 
Во-вторых,  состояние  з(ѵ  + 1)  в следующем  (ѵ  + 1)-м  такте  одно- 
значно определяется  входными  переменными  х(ѵ)  и состоянием 
з(ѵ)  в предыдущем  такте,  т.  е.  з(ѵ  + 1)  = 6(л:(ѵ),  з(ѵ)). 

Таким  образом,  состояние  конечного  автомата  в любой  тактовый 
момент  характеризуется  значениями  такой  совокупности  перемен- 
ных, которая  вместе  с заданными  значениями  входных  переменных 
позволяет  определить  выходные  переменные  в данный  тактовый 
момент  и состояние  в следующий  тактовый  момент. 
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Ясно,  что  последовательностные  схемы  должны  обладать  способ- 
ностью сохранять  предыдущее  состояние  до  следующего  такта, 
в связи  с чем  их  называют  также  автоматами  с памятью  или  по- 
следовательностными машинами.  В качестве  памяти  могут  исполь- 
зоваться элементы  задержки,  на  выходах  которых  повторяются 
входные  воздействия  со  сдвигом  во  времени  на  интервал  между 
тактами  Д і.  Широко  применяются  также  различные  запоминающие 
элементы,  например,  триггеры,  способные  сохранять  состояния  на 
выходах  до  тех  пор,  пока  оно  не  изменяется  в результате  воздей- 
ствия на  их  входы. 

3.  Типы  конечных  автоматов.  В технике  с понятием  автомата 
обычно  связывается  некоторое  устройство,  способное  выполнять 

определенные  функции  без  вмешательст- 
ва человека  или  с его  ограниченным 
участием.  Однако  такое  понимание  яв- 
ляется слишком  узким.  В широком 
смысле  конечный  автомат  — это  мате- 
матическая модель,  отображающая  фи- 
зические или  абстрактные  явления  самой 
разнообразной  природы.  Такая  модель 
успешно  используется  как  в технике 
(проектирование  электронных  вычисли- 
тельных машин,  систем  управления  и связи),  так  и в других  обла- 
стях— психологии  и физиологии  (исследование  деятельности  нерв- 
ной системы  человека  и простейших  видов  поведения  животных), 
лингвистике  (анализ  синтаксиса  русского,  английского  или  других 
языков,  расшифровка  древних  рукописей),  теории  и практике 
административного  управления  и т.  п.  Универсальность  теории 
автоматов  позволяет  рассматривать  с единой  точки  зрения  различ- 
ные объекты,  устанавливать  связи  и аналогии  между  ними,  пере- 
носить результаты  из  одной  области  в другую. 

Конечный  автомат  М определяется  как  система  с конечным  вход- 
ным алфавитом  X = |г,  ...,  конечным  выходным  алфави- 

том У = [ѵи  ѵг,  ...,  у?},  конечным  множеством  состояний  5 = 
= {(?!,  ста,  ...,  ог)  и двумя  характеристическими  функциями : 

5(ѵ  + 1)  = 8 <*■(*),  5(ѵ)); 

у(ч)  = X (-»<*),  8<ѵ)), 

называемыми  соответственно  функцией  переходов  и функцией  выходов. 
Общая  блок-схема  конечного  автомата  (рис.  235)  может  быть  пред- 
ставлена в виде  комбинационной  схемы,  реализующей  характерис- 
тические функции  б и X,  и памяти,  сохраняющей  на  один  такт  пре- 
дыдущее состояние  автомата. 

В определении  автомата  участвует  три  конечных  множества 
X,  К,  5 и две  функции  б и X,  задающие  некоторые  отношения  между 


Рис.  235.  Блок-схема  конеч- 
ного автомата. 


566 


элементами  этих  множеств.  Следовательно,  конечный  автомат  мож- 
но обозначить  упорядоченной  пятеркой  М — ( X , У,  8,  б,  К).  Мощ- 
ности множеств  X,  У,  8 равны  соответственно: 

п т к 

р = Пр<;  <7  = П яд  г=Г\Гі, 

і =і  і=і  г=і 

где  рі,  д і и Гі  — количество  символов  в алфавитах  входной  пере- 
менной Хі,  выходной  переменной  у,-  и переменной  состояния 
При  двоичном  структурном  алфавите  р = 2",  д = 2т  и г = 2к. 
Если  желают  подчеркнуть  мощности  множеств  X,  У и 5,  на  которых 
определен  конечный  автомат,  то  его  называют  (р,д,  г)-автоматом. 

Характеристические  функции  б и X можно  рассматривать  как 
некоторые  отображения  множества  X х 8 или  его  подмножества 
О с X X 5 соответственно  на  множества  5 и V.  Если  б : X х 
X 8 -+  8 и X : X х 8 У,  автомат  называется  полным-,  если 
только  б : X х 8 -*■  8,  автомат  называют  полным  по  переходам. 
В случае,  когда  функции  8 и л определены  не  для  всех  наборов  из 
множества  X X 8,  автомат  называют  неполным  или  частично  опре- 
деленным . 

Приведенное  в начале  этого  параграфа  определение  связывают 
обычно  с автоматом  первого  рода,  называемым  также  автоматом 
Мили.  Если  выходные  переменные  являются  функцией  только 
состояния,  то  имеем  автомат  второго  рода  или  автомат  Мура. 

Между  автоматами  этих  Двух  типов  имеется  взаимная  связь 
и один  из  них  может  быть  преобразован  в другой.  Положив  в харак- 
теристических функциях  автомата  Мили  $'(ѵ)  = (л:(ѵ),  з(ѵ)),  получим 
у(\)  = Х'(з'(ѵ))  и з'(ѵ  + 1)  = (х(у  4 1),  5(ѵ  4 1))  = (х(ѵ  4 1); 
б(х(ѵ),  з(ѵ)))  = Ь'(х(ѵ  4 1),  5'(ѵ)),  т.  е.  приходим  к автомату 
Мура.  Обратный  переход  осуществляется  подстановкой  з(ѵ)  = 
= 5'(ѵ  — 1),  в результате  чего  получаем  у(ѵ)  = Я,'(з'(ѵ))  = 
= Х'(б'  (л:(ѵ),5'(ѵ — 1)))  = Х(х(ѵ),  з(ѵ)),  а также  з(ѵ  4 1)  = з'(ѵ)=а 
= б'(х(ѵ),  з'(ѵ  — 1))  = б(х(ѵ),  5(ѵ)). 

Для  комбинационных  схем  функция  перехода  не  имеет  смысла, 
а функция  выходов  вырождается  к виду  у (ѵ)  = X (х  (ѵ)).  Их  назы- 
вают автоматами  без  памяти  или  тривиальными  автоматами. 

4.  Представления  конечных  автоматов.  Автомат  может  быть 
задан  различными  способами,  например,  путем  словесного  описания 
его  функционирования  или  перечислением  элементов  множеств  X, 
У,  8,  с указанием  отношений  между  ними.  При  анализе  и син- 
тезе конечных  автоматов  используются  стандартные  формы  пред- 
ставления: таблицы,  графы  и матрицы.  Элементы  множеств  X, 
У,  8 удобно  пронумеровать  порядковыми  числами,  начиная  с нуля, 
например:  X = {0,  1,  2,  3},  У = {0,  1}  и 5 = {0,  1,  2,  3}.  Тогда 
характеристические  функции  б и X можно  представить  двумя  таб- 
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лицами,  отроки  которых  соответствуют  состояниям,  а столбцы  — 
входам.  Первая  таблица,  называемая  таблицей  переходов,  соответ- 
ствует функции  5(ѵ  + 1)  = б(л-(ѵ),  5(ѵ)),  и ее  клетки  заполняются 
номерами  состояний  $(ѵ  + 1),  в которые  переходит  автомат  при 
воздействии  х(у),  и состоянии  $(ѵ)  в данный  тактовый  момент.  Вто- 
рая таблица,  называемая  таблицей  выходов,  соответствует  функции 
у(ѵ)  = А,(х(ѵ),  й(ѵ)),  и^  ее  клетки  заполняются  номерами  выходов 
УІУ)  в данный  тактовый  момент,  которые  соответствуют  воздействию 
,т(ѵ)  и состоянию  5(ѵ)  в тот  же  момент.  Например,  для  заданных 
множеств  X,  У , 8 такие  таблицы  могут  иметь  вид: 


Обе  таблицы  можно  объединить  в общую  таблицу  переходов, 
если  условиться  записывать  в клетках  пары  чисел  (номер  следую- 
щего состояния  в числителе  и номер  выхода  в знаменателе),  т.  е. 


Ч*( ѵ) 

ф)\ 

0 

1 

2 

3 

0 

3/0 

2/0 

1/0 

3/0 

1 

3/1 

2/0 

1/0 

3/1 

2 

3/1 

2/0 

2/1 

3/1 

3 

3/0 

0/0 

0/1 

1/1 

Граф  автомата  строится  таким  образом,  что  его  вершины  соот- 
ветствуют состояниям,  а направленные  дуги  обозначаются  как 
дизъюнкции  входов,  под  воздействием  которых  совершается  пере- 
ход из  одного  состояния  в другое  по  направлению  дуги.  В знамена- 
телях записываются  номера  выходов,  соответствующие  этим  пере- 
ходам. 

На  рис.  236  показан  граф,  построенный  в соответствии  с при- 
веденной выше  общей  таблицей  переходов.  Так  как  из  состояния 
О автомат  переходит  в состояния  1,  2 и 3,  то  из  вершины  О графа 
исходят  дуги  в вершины  1 , 2 и 3.  При  этом  переход  в состояние  1 со- 
вершается под  воздействием  2 и ему  соответствует  выход  0,  поэтому 
дуга  из  вершины  0 в 1 помечается  как  2/0.  Переход  в состояние 
2 совершается  под  воздействием  1 и ему  соответствует  выход  О, 


у 8)  = к ( X (ѵ),  х (ѵ)) 
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« 0»  + 1)  = 8 С*  (ѵ),  5 (ѵ)) 
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поэтому  дуга  из  вершины  0 в 2 помечается  как  НО.  Переходы  в со- 
стояние 3 совершаются  под  воздействиями  0 и 3 н им  обоим  соот- 
ветствует выход  0,  поэтому  дуга  из  вершины  0 в 3 помечается  как 
дизъюнкция  0/0  V 310.  Аналогично  определяются  и другие  дуги 
графа.  Петли  соответствуют  переходам,  при  которых  состояния 
не  изменяются.  Так,  рассматриваемый  автомат  переходит  из  состоя- 
ния 2 в 2 под  воздействиями  1 и 2,  ко- 
торым соответствуют  выходы  0 и 1. 

Следовательно,  петля  при  вершине  2 
помечается  как  дизъюнкция  1/0  у 2/1. 

Матрица  соединения  автомата  М 
(или  матрица  переходов)  представ- 
ляет собой  квадратную  таблицу  в ко- 
торой номера  строк  и столбцов  соот- 
ветствуют номерам  состояний.  Клетка 
матрицы  на  пересечении  г'-й  строки  и 
/-го  столбца  заполняется  дизъюнк- 
цией пар  «вход  — выход»,  которая 
приписана  дуге  графа  исходящей  из 
г-й  в /-ю  вершину.  При  отсутствии  та- 
кой ветви  клетка  заполняется  нулем 
или  остается  свободной.  Так  для  рассматриваемого  примера  имеем: 
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1 
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0 12  3 


2/0 

1/0 

0/01/3/0 

2/0 

1/0 

0/11/3/1 

1/01/2/1 

0/11/3/1 

1/0\/2/1 

3/1 

0/0 

5.  Анализ  конечных  автоматов.  Полное  описание  поведения  ав- 
томата заключается  в определении  последовательности  выходных 
сигналов  при  возбуждении  его  в тактовые  моменты  времени  неко- 
торой последовательностью  входных  сигналов.  Входная  и выходная 
последовательности  представляются  наборами  символов  (или  их 
номеров)  из  алфавитов  X и V одинаковой  длины  /.  Для  такого  опи- 
сания, кроме  характеристических  функций,  необходимо  определить 
или  задать  начальное  состояние  автомата. 

Наиболее  удобно  определять  реакцию  автомата  на  входную 
последовательность  по  его  графу.  Для  этого  достаточно  проследить 
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путь  в графе,  начиная  от  вершины  начального  состояния,  по  на- 
правлению дуг,  которые  отмечены  очередными  номерами  из  входной 
последовательности.  Выходная  последовательность  определяется 
номерами,  которыми  отмечены  дуги  в порядке  их  следования  по 
пройденному  пути,  а последовательность  состояний  автомата — 
номерами  вершин,  через  которые  проходит  этот  путь. 

Так,  из  графа  на  рис.  236  для  входной  последовательности 
(2,  0,  1,  1,  2,  3)  и начального  состояния  0 имеем  выходную  последо- 
вательность (0,  1,  0,  0,  1,  1)  и смену  состояний  автомата  (1,  3,  О, 
2,  2,  3).  При  начальном  состоянии  2 и той  же  входной  последова- 
тельности получаем  соответственно  (1,  1, 0,  0,  1,  1)  и (2,  3,0,  2,  2,3). 

С помощью  графа  автомата  легко  выделить  следующие  характер- 
ные типы  его  состояний: 

1)  преходящее  состояние,  из  которого  можно  перейти,  по  крайней 
мере,  в одно  другое  состояние,  но  после  этого  уже  нельзя  возвра- 
титься в него  ни  при  каком  воздействии  (соответствующая  верши- 
на не  имеет  заходящих  дуг,  но  имеет  хотя  бы  одну  исходящею 
дугу); 

2)  тупиковое  состояние,  в которое  можно  перейти,  по  крайней 
мере,  из  одного  другого  состояния,  но  после  этого  уже  нельзя 
выйти  из  него  ни  при  каком  воздействии  (соответствующая  вер- 
шина не  имеет  исходящих  дуг  в другие  вершины,  но  имеет  хотя  бы 
одну  входящую  дугу  из  другой  вершины); 

3)  изолированное  состояние,  из  которого  нельзя  перейти  ни 
в какое  другое  состояние  и в него  нельзя  попасть  ни  из  какого 
другого  состояния  (соответствующая  вершина  содержит  только 
петлю). 

Аналогичные  определения  можно  дать  для  некоторых  совокуп- 
ностей состояний,  рассматриваемых  как  подавтоматы.  Если  на- 
чальное состояние  автомата  М принадлежит  непустому  множеству 
5,  состояний,  которое  составляет  тупиковый  или  изолированный 
подавтомат,  то  М можно  упростить  исключением  всех  состояний, 
которые  не  принадлежат  множеству  5,-,  и всех  дуг,  начинающихся 
в этих  состояниях. 

Пусть  Ми  М2  и М3  — соответственно  преходящий,  тупиковый 
и изолированные  подавтоматы  автомата  М,  которые  характеризу- 
ются множествами  состояний  5Ь  $2  и 53.  Очевидно,  выделение  та- 
ких подавтоматов  соответствует  разбиению  множества  5 состояний 
автомата  М на  непересекающиеся  подмножества  51(  32  и 53,  пред- 
ставляющие собой  классы  эквивалентности  (5і  у 52|_|53  = 5 
и 5Х  П ^2  Г)  = 0).  Какследует  из  обобщенного  графа  (рис.  237), 
матрица  соединения  автомата  может  быть  представлена  в виде: 


М = 


Ріі  Рі2  0 

0 р22  о 

. 0 0 Рзз 
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где  рш  р22,  ц33  — матрицы  подавтоматов  Му,  /И2  и М3\  р]2 — мат- 
рица, характеризующая  переходы  от  состояний  преходящего  авто- 
мата Му  к состояниям  тупикового  автомата  М2.  Отсюда  следует, 
что  разбиение  автомата  М на  подавтоматы  Му,  М2  и М3  можно 
осуществить  преобразованием  его  матрицы  соединений  к стандарт- 
ному виду  путем  перестановки  соответствующих  строк  и столбцов. 
Например,  для  автомата,  граф  которого  изображен  на  рис.  238, 
имеем: 
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Отсюда  следует,  что  = {3,  6}  составляет  преходящий  под- 
автомат, 52  = {2,  4,  7}  — тупиковый  подавтомат  и53  = {1,  5}  — 
изолированный  подавтомат.  Если  начальное  состояние  принадлежит 
множеству  52,  то  можно  упростить  автомат,  исключив  состояния 
5і.  Ц|  53  = {3,  6,  1,  5),  а в случае  принадлежности  начального 
состояния  множеству  53  автомат 
упрощается  исключением  со- 
стояний 5і  У = {3,  6,  2,  4,  7). 


05Ьг<5ХЗ 


Рис.  237.  Обобщенный 
граф  конечного  автомата. 


Рис.  238.  Граф  конечного  автомата 
к примеру  разбиения  на  подав- 
томаты. 


6.  Синтез  конечных  автоматов.  Реализация  конечных  автоматов 
сводится  к синтезу  соответствующей  комбинационной  схемы,  пре- 
образующей входные  переменные  х{ѵ)  я з(ѵ)  в выходные  переменные 
у(ѵ)  и з(ѵ  + 1)  в соответствии  с заданными  характеристическими 
функциями  в(ѵ  + 1)  = 6(х(ѵ),  «(ѵ)1)  и у(ѵ)  = Цх(ѵ) , 5(ѵ)).'  Для 
сохранения  состояний  з(ѵ  + 1)  до  следующего  такта  в цепь  обрат- 
ной связи  вводится  необходимое  количество  элементов  памяти. 

При  реализации  автоматов  в двоичном  структурном  алфавите 
можно  использовать  рассмотренные  ранее  методы  синтеза  комбина- 
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ционных  схем.  Но  для  этого  необходимо  закодировать  состояния 
схемы  и представить  характеристические  функции  в виде  булевых 
функций  двоичных  переменных.  Такое  кодирование  можно  осу- 
ществить преобразованием  общей  таблицы  перехода  автомата  к таб- 
лице соответствия  в двоичном  структурном  алфавите.  Если  эле- 
менты множеств  X,  У и 5 пронумерованы  порядковыми  числами, 
начиная  с нуля,  то  им  соответствуют  коды,  представляющие  собой 
двоичные  эквиваленты  этих  чисел.  Например,  для  автомата,  задан- 
ного в (4),  таблицу  переходов  можно  преобразовать  к виду: 
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Заменяя  десятичные  числа  их  двоичными  эквивалентами,  читае- 
мыми сверху  вниз,  получаем  таблицу  соответствия,  в которой  зна- 
чения функций  5(ѵ  + 1)  и у(ѵ)  представлены  двоичными  кодами: 
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Отсюда  видно,  что  комбинационная  схема  должна  иметь  четыре 
входа,  соответствующие  входным  переменным  х^ѵ),  х2(ѵ)  и пере- 
менным состояния  з^ѵ),  52(ѵ),  а также 
три  выхода,  соответствующие  перемен- 
ным состояния  $і(ѵ  + 1),  52(ѵ  + 1)  и 
выходной  переменной  Уі(ѵ).  Синтезиро- 
вав комбинационную  схему,  соответст- 
вующую полученной  таблице  и введя  два 
элемента  задержки  Зі  и 32,  получим 
структурную  схему  автомата  (рис.  239). 

7.  Минимизация  автоматов.  С утили- 
тарной точки  зрения  интерес  представля- 
ет только  зависимость  между  входами  и 
выходами  автомата,  а роль  его  состоя- 
ний сводится  исключительно  к участию 
в формировании  этих  зависимостей  в качестве  промежуточных  пере- 
менных. Следовательно,  любая  совокупность  состояний,  обеспе- 
чивающая требуемые  зависимости  между  входом  и выходом,  может 
быть  выбрана  в качестве  множества  состояний  автомата.  В то  же 


Рис.  239.  Структурная  схема 
конечного  автомата 
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время  этот  выбор  естественно  подчинить  определенным  целям, 
например,  минимизации  числа  состояний  или  оптимизации  автомата 
в каком-либо  смысле.  Следует  иметь  в виду,  что  с уменьшением 
числа  состояний  уменьшается  и количество  требуемых  элементе  в 
памяти,  но  это  может  привести  к усложнению  комбинационней 
схемы  автомата.  Поэтому  синтез  наиболее  экономичного  автомата 
часто  требует  поиска  удачного  компромисса  между  сложностью 
его  комбинационной  и запоминающих  частей. 

Минимизация  числа  состояний  полных  автоматов  связана  с отно- 
шением эквивалентности.  Пусть  автоматы  Мг  и М2,  находящиеся 
соответственно  в начальных  состояниях  оу  и оу  (обозначенья 


Рис.  240  Граф  конечного  автомата  (а)  и его  сокращенная  форма  (б). 

Мі  и М2  могут  относиться  к одному  и тому  же  автомату),  под  воз- 
действием любой  входной  последовательности  выдают  одинаковые 
выходные  последовательности,  т.  е.  автоматы  Мх  и М2  в данных 
состояниях  оу  и о/  неразличимы  по  внешним  выходам.  Такое  отно- 
шение между  состояниями  одного  и того  же  или  двух  различных 
автоматов  обладает  свойствами  рефлексивности,  симметричности 
и транзитивности,  следовательно,  оно  является  отношением  экви- 
валентности состояний.  Если  состояния  не  эквивалентны,  то  их 
называют  различимыми.  Легко  доказать  справедливость  следующих 
положений: 

1)  состояния  а с и оу-  автомата  явно  различимы,  если  различа- 
ются соответствующие  им  строки  в таблице  выходов; 

2)  состояния  оу  и О/  автомата  явно  эквивалентны,  если  соответ- 
ствующие им  строки  в таблице  переходов  и таблице  выходов  оди- 
наковы или  становятся  одинаковыми  при  замене  каждого  номера 
О;  на  номер  а ; (или  наоборот). 

Например,  для  автомата,  граф  которого  изображен  на  рис. 
240,  а,  общая  таблица  переходов  имеет  вид: 
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\ Л(ѵ) 
5(Ѵ)\ 
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4/1 

1 
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1/1 

4/1 

2 

1/0 

1/1 

6/1 

3 

3/1 

2/0 

0/1 

4 

1/1 

4/0 

4/1 

5 

1/0 

5/1 

4/1 

о 

6/0 

5/1 

2/1 

Из  этой  таблицы  следует,  что  состояния  из  множества  {0,  3,  4} 
являются  явно  различимыми  с любым  состоянием  из  множества 
(1,  2,  5,  6}.  Поэтому  следует  искать  эквивалентные  состояния  толь- 
ко среди  элементов,  принадлежащих  одному  из  этих  множеств. 
Гак  как  строки  0 и 4 одинаковы,  а строки  1 и 5 становятся  одина ко- 
выми  при  замене  цифры  в числителе  ] на  5 (или  5 на  1),  то  явно 
эквивалентными  являются  пары  состояний  {0,  4}  и {1,5}.’ 

Объединяя^  эквивалентные  состояния  в автомате  Ми  получаем 
эквивалентный  автомат  Л43  с меньшим  числом  состояний,  который 
в любом  состоянии  нельзя  отличить  от  исходного,  наблюдая  сигналы 
па  выходах.  Очевидно,  автоматы  Л4Х  и М2  являются  эквива- 
лентными, если  каждому  состоянию  о,-  автомата  Л4г  соответствует, 
по  крайней  мере,  одно  эквивалентное  ему  состояние  автомата  М2’, 
и если  каждому  состоянию  а,-  автомата  М2  соответствует  хотя  бы 
одно  эквивалентное  ему  состояние  автомата  М1. 

Эквивалентные  состояния,  например,  ас  и о,-  удобно  объеди- 
нять по  общей  таблице  переходов,  вычеркивая  строку  о;-  и заменяя 
везде  в числителе  числа  а,-  на  о(.  После  объединения  пар  явно 
эквивалентных  состояний  может  оказаться  возможным  снова  обна- 
ружить такие  состояния,  которые  также  объединяются  с помощью 
аналогичной  процедуры.  В результате  последовательного  объеди- 
нения приходим  к сокращенной  таблице  переходов,  которой  соот- 
ветствует сокращенный  автомат,  эквивалентный  исходному,  но  име- 
ющий меньшее  число  состояний.  Так,  для  рассматриваемого  при- 
мера получаем  последовательно: 
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Первая  таблица  соответствует  объединению  пар  эквивалентных 
состояний  {0,4}  и {1,  5},  а вторая  — объединению  пары  (2,  6). 
Сокращенный  автомат  содержит  только  четыре  состояния  (рис. 
240,  б). 

8.  Эквивалентное  разбиение.  Если  известны  все  пары  эквива- 
лентных состояний  конечного  автомата,  то  тем  самым  на  множестве 
5 его  состояний  определено  отношение  эквивалентности,  которому 
соответствует  некоторое  разбиение  на  классы  эквивалентности 
5 = {50,  5Ь  ...,  5„}.  При  этом  состояние,  не  имеющее  эквивалент- 
ного ему  состояния,  составляет  класс  эквивалентности,  единствен- 
ным элементом  которого  является  это  состояние.  Обозначим  через 
о о,  ...,  о'ѵ  представители  классов  эквивалентности  и через  Ді'  — 
автомат,  множеством  состояний  которого  является  семейство  пред- 
ставителей 5'  = { Стц,  сг^,  ...,  а},}.  Можно  утверждать,  что  автоматы 
Л4  и М'  эквивалентны  {М  — Л4'),  причем  М'  имеет  минималь- 
ное число  состояний,  т.  е.  является  минимальной  формой  авто- 
мата. 

Объединение  эквивалентных  состояний  в классы  эквивалент- 
ности осуществляется  весьма  просто.  Если  о,-  — а,-и<Х/  — ак,  тона 
основе  свойства  транзитивности  следует,  что  оу  — ак,  и,  значит, 
пары  { , о,}  и {0/,  0Й}  входят  в общий  для  них  класс  эквива- 
лентности. Но  для  выявления  всех  пар  эквивалентных  состояний 
требуется  более  громоздкая  процедура,  так  как  множество  таких 
пар  не  исчерпывается  явно  эквивалентными  состояниями  и не 
всегда  может  быть  полностью  обнаружено  и объединено  способом, 
изложенным  в (7). 

Для  эквивалентного  разбиения  множества  5 состояний  автомата 
предложен  ряд  способов.  Один  из  них  основан  на  последовательном 
рассмотрении  всевозможных  пар  состояний  и исключении  тех  из  них, 
которые  не  являются  эквивалентными.  При  этом  пары  одинаковых 
состояний  (а,-,  о,},  являющиеся  в силу  свойства  рефлективности 
заведомо  эквивалентными  (вс — 0,),  не  рассматриваются.  Процедура 
эквивалентного  разбиения  осуществляется  по  таблице  пар  состоя- 
ний, которая  получается  на  основе  общей  таблицы  переходов  авто- 
мата. Так  как  явно  различимые  пары  состояний  (для  таких  состоя- 
ний строки  в таблице  выходов  различные)  не  могут  быть  эквива- 
лентными, то  они  в таблицу  пар  не  включаются.  Для  каждой  пары 
отводится  строка,  для  каждого  входа  — столбец,  а в клетках  на 
основании  таблицы  переходов  указывается  пара  состояний,  в кото- 
рые переходит  автомат  из  данной  пары  состояний  при  данном  вход- 
ном воздействии  (порядок  записи  состояний  в каждой  паре  без- 
различен). Исключаемые  пары  отмечаются  каким-либо  способом 
(набираются  жирным  шрифтом,  подчеркиваются  или  снабжаются 
меткой).  Ниже  приведены  общая  таблица  переходов  и полученная 
из  нее  таблица  пар  состояний  некоторого  автомата; 
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Так  как  одинаковые  строки  таблицы  выходов  соответствуют 
множествам  состояний  {0,  2,  4,  6,  7}  и {1,  3,  5,  8),  то  в первом 
столбце  таблицы  пар  указаны  только  попарные  комбинации  таких 
состояний,  которые  входят  в одно  и то  же  множество,  т.  е.  не  явля- 
ются явно  различимыми. 

Исключение  пар  основано  на  следующем  положении:  если  со- 
стояния Оі  и о,-  эквивалентны,  то  эквивалентными  являются  и со- 
стояния, в которые  автомат  переходит  под  любым  входным  воздей- 
ствием. Это  значит,  что  на  первом  шаге  необходимо  отметить  те  пары, 
которые  переходят  в пары,  состоящие  из  различных  состояний 
и отсутствующие  в первой  графе  таблицы.  Так  как  обозначенные 
пары  не  могут  быть  эквивалентными,  то  на  следующем  шаге  отме- 
чаются все  те  пары,  которые  переходят  в пары,  отмеченные  на  преды- 
дущем шаге  и т.  д.  Процесс  заканчивается  тогда,  когда  среди  неот- 
меченных пар  уже  нет  таких,  которые  можно  отметить  в соответ- 
ствии с изложенным  правилом.  После  этого  неотмеченные  пары 
и представляют  собой  попарно  эквивалентные  состояния. 

В приведенном  примере  на  первом  шаге  отмечаются  пары  {1,8}, 
(3,  8}  и {5,  8),  на  втором  — {1,5}  и {3,  5},  на  третьем  — {0,  4}, 
(О,  6},  {2,  4},  {2,  6},  {4,7}  и {6,  7}.  Эквивалентными  являются  неот- 
меченные пары  {0,2},  {0,7},  {1,3},  {2,7}  и {4,6},  образующие 
классы  эквивалентности  50  = {0,  2,  7},  = {1,  3}  и 5,  = (4,  6]. 

Кроме  того,  не  вошедшие  в эти  множества  состояния  5 и 8 образуют 
классы  эквивалентности  53  = {5}  и 5.)  =-  {8}.  Обозначив  предста- 
вителен полученных  пяти  классов  соответственно  числами  от  0 до 
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4,  получим  для  рассматриваемого  автомата  минимальную  форму 
с пятью  состояниями  и общей  таблицей  переходов: 
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Следует  отметить,  что  автомат,  все  состояния  которого  эквива- 
лентны, сводится  к автомату  с одним  состоянием,  т.  е.  представляет 
собой  по  существу  комбинационную  схему.  Автомат,  среди  состояний 


Рис.  241.  Граф  неполного  автомата  (а)  и его  минимальная  форма  (б). 

которого  нет  эквивалентных,  является  несократимым.  Если  ЛТ  — 
минимальная  форма  автомата  М,  то  она  единственна  и несократима. 

9.  Неполные  автоматы.  В практике  встречаются  случаи,  когда 
не  каждый  символ  из  входного  алфавита  может  быть  подан  на  ав- 
томат, находящийся  в определенном  состоянии  (ограничения  на 
входе),  или  его  выходы  при  некоторых  входных  воздействиях  не 
представляют  интереса  ( неопределенность  выходов).  Тогда  прихо- 
дится иметь  дело  с неполными  автоматами,  общая  таблица  пере- 
ходов которых  содержит  прочерки  вместо  состояний  и выходов 
для  запрещенных  входов,  а также  вместо  неопределенных  выходов. 
Например,  таблица  для  неполного  автомата,  граф  которой  изобра- 
жен на  рис.  241,  а,  имеет  вид: 
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Здесь  вход  0 в состояниях  1 и 5,  а также  вход  1 в состояниях 
О и 5 являются  запрещенными.  Кроме  того,  в состоянии  3 при  воз- 
действии 0 и в состоянии  4 при  воздействии  1 выходы  не  определены. 

Входная  последовательность  называется  допустимой  для  авто- 
мата в состоянии  о,-,  если  она  не  нарушает  ограничений  на  входе 
ни  в каком  состоянии  автомата  М и порождаемый  ею  выход  опре- 
делен на  заключительном  такте.  На  других  тактах  входной  последо- 
вательности выходы  могут  быть  и не  определены,  но  последователь- 
ность состояний  обязательно  должна  существовать.  Например,  для 
приведенного  выше  автомата  в состоянии  0 допустимая  входная 
последовательность  {0,  1,  0]  порождает  последовательность  со- 
стояний (1,  4,  5)  и заключительный  выход  0.  В то  же  время  после- 
довательность {0,  1,  1]  не  допустима,  так  как  заключительный 
выход  не  определен. 

Число  состояний  неполного  автомата  иногда  можно  сократить 
изложенными  в (7)  и (8)  методами,  произвольно  интерпретируя 
прочерки  в его  таблице  и рассматривая  его  как  полный  автомат. 
Однако  такой  путь  не  гарантирует  получения  минимальной  формы. 

Сокращенная  форма  неполного  автомата  М — это  такой  авто- 
мат М' , который  по  отношению  к допустимым  для  М входным  по- 
следовательностям ведет  себя  на  выходах  так  же,  как  и исходный 
автомат  М,  но  имеет  меньшее  число  состояний.  Говорят,  что  авто- 
мат М'  квазиэквивалентный  автомату  М.  Отношение  квазиэкви- 
валентности рефлексивно  и транзитивно,  но  не  симметрично,  т.  е 
обладает  всеми  свойствами  отношения  включения.  Поэтому  говорят 
также,  что  М'  включает  М и записывают  М сд  М' . При  этом  из 
М а М'  вовсе  не  следует  М'  с:  М,  что  иногда  выражают  словами: 
М'  делает  столько  же  и,  быть  может,  больше,  чем  М. 

10.  Минимизация  неполных  автоматов.  Эта  задача  сводится 
к поиску  квазиэквивалентного  автомата,  который  имеет  наимень- 
шее число  состояний,  и решается  следующим  образом. 

Сначала  на  множестве  состояний  5 = {0Ъ  о2 о,}  исходного 

автомата  определяется  отношение  совместимости.  Состояния  а( 
и 0/  называют  совместимыми,  если  любая  допустимая  для  этих 
состояний  входная  последовательность  не  порождает  различных 
заключительных  выходов  при  начальных  состояниях  0;  и 0,-  ав- 
томата. Отношение  совместимости  рефлексивно  и симметрично, 
однако  оно  не  обязательно  транзитивно.  Отсюда  следует,  что  сов- 
местимость является  отношением  толерантности.  Все  совмести- 
мые между  собой  состояния  объединяются  в классы  толерантности 
5',  8\,  ...,  5щ,  которые  образуют  некоторое  покрытие  множества 
состояний  ( У 5 ■ = 5 ) . 

Для  определения  совместимых  состояний  можно  воспользовать- 
ся методом,  аналогичным  изложенному  в (8).  Исходная  таблица 
содержит  пары  таких  состояний,  при  которых  для  любого  допусти- 
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мо го  входного  символа  отсутствуют  различные  выходы.  Клетки, 
соответствующие  запрещенным  входам  для  данной  пары  состоя- 
ний, заполняются  прочерком  и при  исключении  пар,  как  это  описа- 
но в (8),  не  учитываются.  Так,  для  автомата,  заданного  приведенной 
выше  таблицей  переходов,  имеем: 


*<») 

Пары 

0,1 

0,2 

1,3 

0,3 

1,5 

, 

0,4 

1,5 

і 

0,5 

, 

1,4 



4,5 

1,5 



2,3 

3,5 

1,5 

2,4 

3,5 

1,5 

2,5 



3,4 

5,5 

5,5 

3,5 

, 

4,5 

— 

— 

Отмеченная  на  первом  шаге  пара  (0,  2}  является  единственной 
несовместимой  парой  в таблице,  так  как  она  не  содержится  ни  в ка- 
ких других  строках.  Следовательно,  все  неотмеченные  пары  явля- 
ются несовместимыми.  Построив  матрицу  толерантности  для  сов- 
местимых пар  и переставив  в ней  строки  и столбцы,  имеем: 

1 0 4 5 3 2 

о 


1 


2 


3 


4 


5 


Отсюда  выделяем  классы  толерантности  8'0  = (0,  1,  4,  5}, 
5;  = (0,  3,  4,  5},  5^  = (2,  3,  4,  5},  объединяющие  совместимые  между 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 12  3 4 5 


19* 
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собой  состояния.  Здесь,  в частности,  можно  убедиться  в том,  что 
совместимость  не  обладает  свойством  транзитивности.  Например, 
пары  состояний  {0,  1}  и {0,  3}  совместимы,  но  состояния  1 и 3 не 
входят  в один  и тот  же  класс  толерантности  и,  следовательно,  они 
несовместимы. 

Из  определения  совместимости  и способа  получения  классов 
толерантности  следует,  что  при  воздействии  любого  незапрещен- 
ного  входного  символа  автомат  из  совместимых  состояний  переходит 
в одно  и то  же  или  в совместимые  состояния,  а выходы  (если  они 
определены)  при  этом  будут  одинаковы.  Так,  в нашем  примере  при 
воздействии  0 классы  5'0  и 5(  переходят  в (1 , 5),  а 5.)  — в (3,  5};  при 
воздействии  1 класс  5о  переходит  в (4,  5},  5(  — в (5)  и 5( — в (і  ,’5). 
Следовательно,  исходный  автомат  можно  представить  квазиэкви- 
валентным  ему  автоматом,  в котором  классам  толерантности  3|,, 
5|,  ...,  соответствуют  состояния  сг'0,  ст(,  ...,  ош.  Однако  такой  ав- 
томат не  всегда  будет  минимальным.  Для  получения  минимальной 
формы  автомата  необходимо  отобрать  наименьшее  число  таких 
классов  толерантности,  которые  образуют  покрытие  множества 
состояний  5 и в то  же  время  включают  множества  состояний,  сле- 
дующих за  состояниями  каждого  класса  при  всех  незапрещенных 
воздействиях.  Для  рассматриваемого  примера  этим  требованиям 
удовлетворяют  классы  5(,  и 3'2,  так  как  5),  11  5)  = 5,  и все  мно- 
жества последующих  состояний  (1,5),  (3,5),  (4,5)  и (5)  являются 
подмножествами  Зц  и 3'2.  Соответствующая  минимальная  форма 
показана  на  рис.  241,  б,  где  состояния  0 и 1 соответствуют  классам 
8'0  и 3'2. 

Дальнейшие  упрощения  относятся  не  к числу  состояний,  а к 
структуре  множеств,  образующих  минимальное  покрытие  5.  Если 
из  отобранных  классов  толерантности  можно  исключить  некоторые 
состояния  так,  что  полученные  подмножества  удовлетворяют 
приведенным  выше  требованиям,  то  эти  подмножества  также  опре- 
деляют другой  вариант  минимальной  формы  автомата.  Так,  из 
5о  или  из  3'2  можно  исключить  состояние  4,  поскольку  оно  входит 
только  в множество  последующих  состояний  (4,  5).  Тогда  получим 
еще  два  варианта  минимальных  покрытий:  (0,  1,  5),  (2,  3,  4,  5) 
и (0,  1,  4,  5),  (2,  3,  5).  Но  состояние  5 нельзя  исключить  ни  из  од- 
ного класса,  хотя  оно  и содержится  в каждом  из  них,  так  как  мно- 
жества последующих  состояний  (1,  5)  и (3,  5)  показывают,  что 
состояние  5 должно  содержаться  как  в 8'0,  так  и в 5). 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Накопительный  счетчик,  на  вход  которого  подаются  двоичные  цифры 
О и 1,  подсчитывает  по  модулю  3 общее  число  поступивших  на  вход  единиц. 

а)  Перечислите  входной  и выходной  алфавиты,  а также  определите  мно- 
жество состояний. 
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б)  Запишите  таблицу  переходов  соответствующего  конечного  автомата. 

в)  Постройте  граф  автомата  и запишите  матрицу  соединения. 

г)  Определите  тип  автомата. 

2.  Русский  текст,  составленный  из  32  букв  алфавита  и пропусков  между 
словами,  анализируется  с целью  подсчета  слов,  начинающихся  с буквы 
а и оканчивающихся  на  ия  (таких,  например,  как  ария,  анатомия  и т.  п.). 
Все  буквы,  кроме  а,  и,  я,  обозначим  через  а,  а пропуск  «—  через  р.  Входной 
алфавит  X , выходной  алфавит  V и множество  состояний  5 определяются  сле- 
дующим образом:  X = {а,  и,  я,  а,  Р} ; V = {считать,  не  считать);  5 = {но- 
вое слово,  появление  а...,  появление  а. ..и,  появление  а...ия,  ожидание  но- 
вого слова). 

а)  Охарактеризуйте  эту  систему  как  конечный  автомат,  запишите  таб- 
лицу переходов  и матрицу  соединения,  постройте  граф  автомата. 

б)  Определите  выходную  последовательность  и последовательность  со- 
стояний автомата,  если  на  вход  при  начальном  состоянии  «новое  слово»  по- 
даются слова:  армия,  арик,  анатомия. 

в)  Решите  задачу  при  условии,  что  анализ  текста  осуществляется  с целью 
подсчета  слов,  которые  окан- 
чиваются на  тор. 

3.  На  основании  графа 
(рис.  236)  определите  выход- 
ную последовательность  и сме- 
ну состояний  автомата  пщі 
начальном  состоянии  3 и вход- 
ной последовательности: 

а)  (0  1 2 3 3 0 1 2); 

б)  (2  0 1 3 2 0 0 2); 

в)  (3  1 0 0 2 3 0 2 1 1). 

4.  Постройте  таблицы  пе- 
реходов и матрицы  соединений  для  автоматов,  представленных  графами  на 
рис.  242. 

5.  Автомат  А задан  матрицей  соединений 


Рис.  242.  Графы  автоматов  к задаче  4. 


1 2 3 4 5 6 7 8 


0/1 V 1/0 

0/0 

і/і 

о/і\/і/і 

0/1 

1/0 

0/1 

і/і 

о/і ѵ і/о 

1/0 

о/і 

о/о\/і/і 

а)  Определите  множество  состояний  и перечислите  входной  и выходной 
алфавиты. 
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б)  Определите  преходящий,  изолированный  и тупиковый  подавтоматы 
автомата  А. 

6.  Постройте  комбинационную  схему  для  конечного  автомата  по  таб- 
лице соответствия,  приведенной  в (6). 

7.  Какие  из  автоматов,  представленные  графами  на  рис.  243,  являются 
эквивалентными? 


Рис.  243.  Графы  автоматов  к задаче  7. 


8.  На  входы  одноразрядного  последовательного  двоичного  сумматора 
подаются  разряды  двух  слагаемых  в двоичном  коде  (0  или  1),  а выходом  явля- 
ется соответствующий  разряд  суммы  по  модулю  2.  Сумматор  имеет  два  со- 
стояния, определяемые  значениями  переноса  (0  и 1). 

а)  Покажите,  что  такой  сумматор  можно  представить  как  автомат,  граф 
которого  показан  на  рис.  244. 


Рис.  244.  Преобразование  автомата  Мура  (а)  в автомат  Мили  (б). 


б)  Определите  выходную  последовательность  и смену  состояний  авто- 
мата при  суммировании  чисел  35  и 17. 

9.  Покажите,  что  автомат  Мура  (рис.  244,  а)  можно  преобразовать  в со- 
ответствующий ему  автомат  Мили  (рис.  244,  б). 


Рис.  245.  Граф  автомата  (а)  и его  минимальная  форма  (б) 
к задаче  12. 


10.  Постройте  конечный  автомат,  описывающий  действие  грузового 
лифта  в трехэтажном  магазине.  Три  состояния  лифта  соответствуют  его 
пребыванию  на  этажах.  Входами  являются  кнопки  на  этажах,  а также  сигнал 
о том,  что  ни  одна  из  кнопок  не  нажата.  Выходами  являются  сигналы,  опре- 
деляющие движение  вверх,  вниз  и остановку.  Предполагается, что  одновре- 
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менно  может  быть  нажата  только  одна  кнопка  и для  достижения  лифтом 
нужного  этажа  вход  не  меняется.  При  отсутствии  команд  лифт  должен  воз- 


вращаться на  первый  этаж. 

1 1 . Постройте  конечный  автомат  для 
лифта,  описанного  в предыдущей  задаче 
при  условии,  что  все  возможные  коман- 
ды (нажатия  кнопок)  должны  запоми- 
наться и последовательно  выполняться. 

12.  Покажите,  что  конечный  авто- 
мат (рис.  245,  а)  преобразуется  в мини- 
мальную форму  (рис.  245,  б). 

13.  Найдите  минимальную  форму 
автомата,  представленного  графом  на 
рис.  246. 

14.  Найдите  минимальную  форму  не- 
полного автомата,  заданного  таблицей: 


Рис.  246.  Граф  автомата  к задаче  13. 
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7.  МНОГОЗНАЧНАЯ  ЛОГИКА 

1.  Функции  многозначной  логики.  Естественным  обобщением 
двузначной  логики  является  к-значная  логика  при  6 > 2.  Она  рас- 
сматривает однородные  логические  функции,  определяемые  на 
множестве  {0,  1,  ...,к  — 1|,  состоящем  из  к элементов.  В силу  одно- 
родности сама  функция  й-значной  логики  от  п переменных  /(хъ 
х2,  ...,  х„)  принимает  значения  из  того  же  конечного  множества. 

Подобно  функциям  двузначной  логики,  /г-значные  логические 
функции  можно  задать  в виде  конечной  таблицы.  Как  уже  указы- 
валось в (1.  3),  количество  столбцов  в такой  таблице  равно  к'\ 
а количество  всевозможных  функций  выражается  числом  №к)П . Это 
число  сильно  возрастает  с ростом  к даже  для  небольших  значений 
п.  Так,  при  к = 10  будем  иметь  1010  функций  одной  переменной 
и 10100  функций  двух  переменных.  Поэтому  нечего  и думать  о том, 
чтобы  изучить  свойства  таких  функций  путем  их  перебора,  как  это 
делается  в двузначной  логике. 

Обобщение  двузначной  логики  на  /г-значный  случай  находится 
еще  в стадии  становления.  Обычно  ограничиваются  рассмотре- 
нием наиболее  важных  многозначных  функций  одной  и двух  пере- 


583 


менных.  По  аналогии  с двузначными  функциями  вводятся  понятия 
равенства  и суперпозиции  функций  й-значной  логики.  Проблема 
полноты  для  многозначной  логики  также  еще  далека  от  полного 
решения.  Полученные  результаты  в основном  сводятся  либо  к об- 
щим условиям  существования  полных  систем  функций,  либо  к рас- 
смотрению конкретных  базисов  и полных  систем,  которые  по  тем 
или  иным  соображениям  считаются  удобными  для  представления 
функций  многозначной  логики  и практического  применения  для 
синтеза  логических  схем. 

2.  Константы  и функции  одной  переменной.  В /г-значной  логике 
имеется  к констант  /о  — 0,  /у  = 1,  ...,  /й_]  — к — 1.  Среди  функ- 
ций одной  переменной  }(х)  наиболее  употребительны  следующие: 

1)  характеристические  функции  і- го  порядка,  число  которых 
равно  к (і  = 0,  1,  ....  к — 1) 


Уі 


при  X — і, 
При  X фі\ 


2)  функция  инверсии  х = к — 1 — х; 

3)  функция  циклического  отрицания  (цикл)  х =х  + 1(тос16). 
Ниже  приведена  таблица  этих  функций  при  к = 5: 


X 

0 
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ъ (•*) 
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0 

0 
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0 

Уі  (х) 

0 

0 

0 

0 

4 

X 

4 

3 

2 

1 

0 

X 

1 

2 

3 

4 

0 

Очевидно,  инверсия  характеристических  функций  выражается 
соотношением: 


Уі  (х) 


при  х = і; 
при  х ф і. 


В многозначной  логике  используются  также  функции  одной  пе- 
ременной более  общего  вида: 


ец  (х) 


| / при  х — і; 
(О  при  х ф і, 


584 


частным  случаем  которых  при  / = к — 1 являются  характеристи- 
ческие функции,  т.  е.  ъ (х)  е (х).  При  / = 1 получаем  другой 
тип  характеристических  функций 


І при  х = г; 
О при  л;  Ф і. 


В двузначном  случае  ср0(х),  х и х совпадают  с отрицанием,  а 
Чх(-ѵ)  = х. 

3.  Функции  двух  переменных.  Наиболее  важное  значение  имеют 
следующие  функции  двух  переменных: 

1)  к-значнал  дизъюнкция  хх  \/х2  = тах(Хі,  х2); 

2)  к-значная  конъюнкция  ххА х2  = шіп  (хъ  х2); 

3)  к-значная  функция  Шеффера— ВеббаххІх2=хх  \/х2  + 1 (шосі  к)\ 

4)  функция  сложения  по  модулю  к хх  + х2(то<і&); 

5)  функция  умножения  по  модулю  к ххх2  (той  к). 

Значения  этих  функций  при  к = 4 приведены  ниже 


Хі 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

х2 

0 

1 

2 

3 

0 

1 

2 

3 

0 

1 

2 

3 

0 

1 

2 

Хх  \/х2 

0 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

3 

Хі  А х2 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

2 

2 

0 

1 

2 

Хх/Х2 

1 

2 

3 

0 

2 

2 

3 

0 

3 

3 

3 

0 

0 

0 

0 ( 

хх  + х2(тос1/г) 

0 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

0 

2 

3 

0 

1 

3 

0 

1 

ххх2  (той  к) 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

3 

0 

2 

0 

2 

0 

3 

2 

При  к = 2 функции  хх\/х2  и ххАх2  совпадают  с соответствую- 
щими функциями  двузначной  логики  и между  ними  имеют  место 
аналогичные  зависимости:  хху  х2  = %Т\Т2\  ххАх2  = Іуу  *4. 

Как  и в двузначной  логике,  й-значные  дизъюнкция  и конъюнк- 
ция подчиняются  ассоциативному,  коммутативному  и обоим  ди- 
стрибутивным законам.  Поэтому  вместе  с инверсией  эти  операции 
превращают  множество  {0,  1,  ...,  к — 1]  в булеву  алгебру  (2.  10). 

4.  Нормальные  формы.  Воспользовавшись  понятием  характе- 
ристических функций  для  двузначного  случая  (к  — 2),  можно 
представить  совершенные  (дизъюнктивную  и конъюнктивную) 
нормальные  формы  булевой  функции  выражениями 

$ (и %п)  ~ V / (а1>  • • • > ап)  А (*і)Л  • • ' Л <рап  (Хп)  — 

— Л / (а!,  . . . , <Хп)  V сраі  (Х4)  V ■ ■ ■ V Уап  (Хп). 

Здесь  дизъюнкция  в первом  выражении  и конъюнкция  во  втором 
берутся  по  всем  двоичным  наборам  (аь  ...,  ап)  значений  аргумен- 
тов х1,  ...,  хп.  Ясно,  что  оба  выражения  равны  единице  только  на 
тех  наборах  (аъ  ...,  а,,),  на  которых  функция  принимает  единичные 
значения,  так  как  при  этом  /(ах,  ...,  ап)  = 1,  а также  по  определе- 
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нию  характеристических  функций  (2)  фа,-  (х,)  = 1 и фа,-  (х,)  — 0. 
На  тех  наборах  (аь  а„),  на  которых  функция  принимает  нуле- 
вые значения,  /(аь  ...,  ап)  = 0 и,  следовательно,  оба  выражения 
обращаются  в нуль. 

Таким  образом,  первое  выражение  представляет  собой  совер- 
шенную  дизъюнктивную  нормальную  форму.  Ее  члены  фа,  (х)Д  ...  Л 
Дфа„(х),  называемые  характеристическими  конъюнкциями,  иг- 
рают роль  конституент  единицы  (2.  5).  При  этом  в дизъюнкцию 
входят  только  те  из  них,  которые  соответствуют  /(оу,  ...,  ап)  — 1. 
Второе  выражение  представляет  собой  совершенную  конъюнктивную 
нормальную  форму.  Его  члены  фа,(х)  V---  V ф ,.„(*)>  называемые 
характеристическими  дизъюнкциями,  играют  роль  конституент 
нуля.  При  этом  в конъюнкцию  входят  только  те  из  них,  которые 
соответствуют  /(оу,  ...,  а„)  = 0. 

Приведенные  выражения  распространяются  на  случай  к > 2 
и рассматриваются  как  к-значные  совершенные  нормальные  формы. 
Возможность  такого  обобщения  следует  из  того,  что  по  определению 
характеристические  конъюнкции  равны  к — Іи  характеристичес- 
кие дизъюнкции  равны  нулю  только  при  условии  х,-  = оу  для  всех 
і = 1,  2,  3,  Из  определений  й-значных  дизъюнкций  и конъ- 

юнкций (3)  ясно,  что  совершенная  дизъюнктивная  нормальная 
форма  содержит  только  члены,  соответствующие  /( оу,  ....  оу)  Ф 0, 
а конъюнктивная  — только  члены,  соответствующие  /(оу,  ...,)  Ф 
Ф к — 1.  Кроме  того,  для  упрощения  можно  не  вписывать  зна- 
чение /( оу,  ...,  ап)  = к — 1 в первом  случае  и значение  /(оу,  .... 
оу)  = 0 — во  втором  случае. 

В качестве  примера  рассмотрим  четырехзначную  функцию 
переменных,  заданную  таблицей: 


ха  0000  1111  2222  3333 

х2  0123  0123  0123  0123 


/4*1.  *2) 


2 0 3 0 


0 3 1 2 3 10  0 


3 2 0 3 


В соответствии  с изложенными  правилами  имеем:  /(хъ  х2)  = 
= (2 Л ?о  ( *і ) Л <?о  (*г))  V (<Ро  (*і)  А У о (*а))  V (уі  (*і)  Л ?і(*2))  V ( 1 А <?і(*і)  А 
Л У г (*г))  Ѵ(2Л  (*і)Л  <Рз  (*«))  Ѵ(?2  (*і/ А ’ф’о  (-'-г))  Ѵ(1  Л <Ра(Хі)  Л ®і(х2))  V 

V (?з  (*і ) Л Уо  (х2))  V (2  Л Ъ (*і)  А Уі  (х2))  Ѵ(сРз(Хі)Л  срз(х2))  = (2  V 9о(Х])  V 

V Уо  (х2))  Л(?о  (Хі)  ѵ Уі  (Ха))  Л (<Ро  (хх)  V <р3  (Х2))  Д (у1  (хх)  у Уо  (х2))  Д ( 1 V 

V Уі  (X] ) V у 2 (*г))  Л (2\Лрі  (Хх)  V уз(х2))  Д (1  V у2  (*і)  V сРі(хг))  Л (у2(Хі)  у 

V ср2(х"2))Л  (о2  (хх)  V срз  (х2))Д  (2  у срз  (хх)  V ^Рі(х2))  А (®з  (хх)  у ср2  (х2/|). 

5.  Функционально  полные  системы.  Возможность  представ- 
ления любой  многозначной  функции  в совершенной  дизъюнктив- 
ной нормальной  форме  служит  доказательством  полноты  системы, 
включающей  дизъюнкцию,  конъюнкцию,  характеристические  функ- 
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ции  и константы  ( система  Россера  и Тьюкетта).  Предложено 
также  много  других  функционально  полных  систем  в й-значной 
логике.  Например,  полную  систему  образуют  дизъюнкция  и цикли- 
ческое отрицание  (система  Поста).  Система,  состоящая  из  един- 
ственной функции  хх/х2  (система  Вебба),  также  является  полной. 

Для  доказательства  полноты  системы  Поста  достаточно  выразить 
константы,  характеристические  функции  и конъюнкцию  через  дизъюнк- 

к— 1 

цию  и циклическое  отрицание.  Так  как  \/(х  і)  = к — 1 (здесь  и далее 

1=0 

сложение  по  модулю  к),  то  все  константы  можно  получить  с помощью 
функции  циклического  отрицания  и дизъюнкции.  Можно  также  по- 
казать, что  <р/  (х)  = Ѵ(*  +«)  + 1,  где  0<5<&  — 1 и 5 ф к — 1 — і. 

8 

Действительно,  если  х = і,  то  і + 5 Ф к — Іи  шах(х  +5 ) — к — 2, 
т.  е.  ср(-  (х)  = к — 1.  При  х ф і имеем  « = к — 1 — хи  тах  (х  + 5)  = 
= к — 1,  т.  е.  ср;  (х)  = 0.  Конъюнкция  выражается  через  дизъюнкцию 

_ _ к- 1 

и инверсию  х1  А х2  — хх  \/х2.  В свою  очередь,  х = V Оі,  к -і—і  (х)  и 

1=0 

ец  (х)  = [9;  (х)  у (к  — 1 — /)]+/+ К в чем  можно  убедиться, 
полагая  х — і\\хф  і.  Приведенная  цепочка  зависимостей  и служит 
доказательством  полноты  системы  Поста. 

Циклическое  отрицание  и дизъюнкция  выражаются  через  функ- 
цию Шеффера — Вебба  следующим  образом:  х+1=х\/*+1  = 
= х/х  и хх  V *2  — (хі  V + 1)  + (к  — 1)  = ху/хо  + (к  — 1). 
Поэтому  из  полноты  системы  Поста  следует  и полнота  системы 
Вебба. 

6.  Полиномиальные  представления.  Подобно  каноническим  мно- 
гочленам в алгебре  Жегалкина  (2.  6),  рассматривается  вопрос  о по- 
линомиальных представлениях  и в ^-значной  логике.  При  решении 
этого  вопроса  будем  исходить  из  возможности  выражения  любой 
функции  в так  называемой  21 — П ( сигма-пи ) форме : 

I (X] , . . . , хп)  = 2 /(аі>  • • • » (*і)  • • ■ еап\  (хп), 

где  суммирование  ведется  по  всем  наборам  значений  переменных 
и используются  операции  сложения  и умножения  по  модулю  к. 
Действительно,  поскольку  еаі\  (хі)  = 1 при  хі  = а,-  и еа{і  (хі)  = 0 при 
хі  ф а,-,  то  произведение  еаі\  (х)  • • • еап\  (х)  отлично  от  нуля 
только  на  наборе  (ах,  ...  , ап)  и равно  1.  Поэтому  на  каждом 
наборе  единственный  ненулевой  член  суммы  всегда  равен  /(ах,  ...  , а„), 
т.  е.  значению  функции  на  данном  наборе.  Теперь  необходимо 
найти  полиноминальные  представления  функций  еаі\  (хі). 

В соответствии  с известной  теоремой  Ферма  хк  = х(шос \к). 
Если  к — простое  число,  то  множество  классов  вычетов  по  модулю 
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к образует  поле  (2.8.7)  и при  х Ф 0 обе  части  этого  выражения  можно 
разделить  на  х.  Тогда  хк~х  = 1(тос1/г),  что  после  умножения  на 
к — 1 и прибавления  1 дает  1 + (к  — 1)  хк~'  — О(тосІА’).  Получен- 
ное выражение  справедливо  при  х ф 0,  а при  х = 0 его  левая  часть 
равна  1 т.  е.  для  всех  значений  х = О,  1,  ...,  к — 1 совпадает 
с функцией  <?01(х).  Обобщая  этот  результат,  можно  записать 

ені  (хі)  =1  + (к  — 1)  (х,  — сц)*-1,  оч  = 0,  1 к — 1. 


Подставляя  эти  значения  в 2 — П форму  и произведя  умножения 
по  модулю  к,  получаем  искомый  многочлен,  представляющий  дан- 
ную функцию.  Все  коэффициенты  этого  многочлена  выражаются 
целыми  числами,  заключенными  между  Іи  к — 1,  а степени  входя- 
щих в него  переменных  не  превышают  к — і.  Рассмотрим,  напри- 
мер, трехзначную  функцию  двух  переменных: 


И 

А' 2 

[ (лу , х2) 


0 0 0 
0 1 2 
2 0 0 


1 1 1 

0 1 2 
1 2 0 


2 2 2 
0 1 2 
0 1 0 


Представляем  функцию  в 2 — П форме:  /(лу,  хг)  — 2(1  + 2лу)  х 
X (1  +2x1) + Ц +2(х,- 1)4(1  +2x1)  +2[1  +2(Хі~  1)*][1  + 
+ 2(а'2  — I)2]  +[1  + 2 (х1  — 2)2]  [ 1 + 2(х2 — I)2],  откуда  после  вы- 
полнения арифметических  операций  по  модулю  3 получаем  / (лу,  х2)= 
= 2 — лу  + хі  + ххх2  — дулу. 

Из  изложенного  ясно,  что  система  функций  /г-значной  логики, 
состоящая  из  операций  суммы  и произведения  по  модулю  к и кон- 
стант, является  полной,  если  к — простое  число.  В случае  состав- 
ного к эта  система  не  полна,  что  ограничивает  область  ее  применения. 

7.  Минимизация  многозначных  функций.  Процесс  минимиза- 
ции многозначных  функций  зависит  от  выбранной  полной  системы 
функций  и значительно  сложнее,  чем  в двузначной  логике.  Для 
этой  цели  можно  использовать  тождественные  преобразования 
логических  формул,  стремясь  получить  выражение,  содержащее 
по  возможности  наименьшее  число  входящих  в него  характеристи- 
ческих функций  и аргументов.  Развиты  также  общие  методы  приве- 
дения канонических  форм  представления  функций  к минимальным 
формам. 

Рассмотрим,  например,  систему  Россера — Тьюкетта.  Тождествен- 
ные преобразования  в этой  системе  основаны  на  соотношениях  (для 
упрощения  знак  конъюнкции  заменим  точкой):  х\х  — х-х  = х 
(идемпотентность)-,  ху0  = х;  ху(к—  \)  = к — 1;  х • 0 =в  0; 
х(к — 1)  = х ( свойства  констант)-,  срДлу  . ср,- (х)  = 0 при  і Ф /; 
?<>(*)  Ѵ=рі  (х)  V • • • Ѵ<Р*-і  (х)  — к 1 ; 1 • ф1(а)  Ѵ2-сра(х)  V • • • \/(к— 
— 1)  <р&— і (х)  — х ( свойства  характеристических  функций). 
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С помощью  этих  тождеств  можно  упрощать  выражения  много- 
значных функций,  а также  приводить  их  к совершенной  нормальной 
форме.  Пусть,  например, 'трехзначная  функция  двух  переменных  задана 
в виде:  [(хѵ  х2)  = 1 -?0(хі)  V 1 -фі  (*2)  V 1 ,ср2  (*2)  Ѵ?2  (*х)-<р2  (.ѵ2).  Беря 
конъюнкцию  членов  этого  выражения  с ср0  (х)  Ѵ<рі  (х)  Ѵ<р2  (х)  и заме- 
щая  х той  переменной,  которая  отсутствует  в данном  члене, 
получаем  / (хх,  х2)  = 1 .<р0  (хх).  [ср0  (*8)  Ѵ«Рі  (*8)  Ѵ<Ра  (*2)1  V 1 *Ті  (*2)  Л 
А М*і)  V «Рі  (*і)  V <Ря(*і)1  V 1 • «Ра  (*я)  ■ І«Ро  (*і)  V ?і(*і)  V <р2(*і)]  V «?2  (*х) Л 
А «р2  (-«г).  что  после  упрощения  преобразуется  к совершенной  дизъюнк- 
тивной нормальной  форме:  / (хх,  х2)  = 1 • <р0  (хх)  • с0  (х2)  V 1 • ?о  (*і)  А 
Л срі  (х2)  V 1 ■ ?о  (-И)  • «?2  (х2)  V 1 * '-рі  (*г)  • <Ра  (-*-а)  V 1 • <Рі(*і)  • ф2(л-;2)ѴІ  Л 
Л <р2(*і)-«Рі(*?)  Ѵ<Р2(*і)-?2(*2)- 

Упростим  полученное  выражение.  Воспользовавшись  свойствами 
характеристических  функций,  имеем:  /(хх,  х2)  = 1 •ср0(х1)-[«р0(л:2)  V 
Ѵ«Рі(*2)Ѵ«?2(*2)]ѴІ  • Ы*2М'Ро(*і)Ѵ'Рі(*і)Ѵ'Р2(*і)]  V «р2  (*г)  - П А 
Л «рх  (*х)  V <Рг  (-»і)1  — 1 -То  (*х)  V Ь «рі  (Хг)  Ѵ*і  • 9г  (*г) • Это  выражение 
проще  исходного,  но  нет  уверенности,  что  оно  представляет  мини- 
мальную форму  (на  самом  деле  оно  не  является  минимальным). 

Получение  минимальной  формы  основано  на  выделении  простых 
импликант,  образующих  сокращенную  форму  и минимизации  по- 


следней с помощью  методов,  аналогичных  развитым  в двузначной 
логике.  Однако  сложность  этих  методов  сильно  возрастает  с уве- 
личением как  величины  6,  так  и числа  аргументов  функции. 

8.  Сведение  к двузначным  функциям.  Сложность  минимизации 
в многозначной  логике  заставляет  искать  такие  представления 
6-значных  функций,  которые  обслуживались  бы  хорошо  разрабо- 
танным аппаратом  двузначной  логики.  Для  этого  элементы  мно- 
жества значений  6-значной  логики  объединяются  попарно  в пере- 
секающиеся подмножества.  В соответствии  с одним  из  способов 
общим  элементом  всех  подмножеств  принимается  0,  а остальные 
элементы  1,  2,  ...,  к — 1 области  значений  6-значной  логики  вхо- 
дят по  одному  в каждое  подмножество.  В результате  получаем 
6 — 1 двухэлементных  множеств  {0,  1},  {0,  2},  ...,  (О,  6 — 1). 

Для  представления  6-значных  функций  можно  использовать 
характеристические  функции  вц  (х)  при  фиксированных  ] = 1,  2, 
....  6 — 1,  т.  е.  6 — 1 функций  вида: 

(2,  х = і;  (6  — 1,  х = і\ 

\0,  ‘ " 


*»<*-{*:  х+% 


X Ф і , 


еі,  к- 1 


О, 


X ф і. 


По  существу  эти  функции  являются  неоднородными  двузнач- 
ными функциями,  так  как  они  принимают  значения  из  двухэлемент- 
ных множеств,  а их  областью  определения  служит  множество 
{О,  1,  ...,  6-  1). 

Характеристическая  конъюнкция,  соответствующая  некоторому 
набору  (ах,  ...  , ал),  на  котором  функция  /(хх,  х2 х„)  прини- 
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мает  значение  /,  имеет  вид  еаіі (хг)  • еа,/ (х2)  ...  е„п,(х„)  и играет 
роль  конституенты  /.  Очевидно,  любая  6-значная  функция  может 
быть  представлена  в дизъюнктивной  нормальной  форме 

к- 1 

/(*!,  . . . , Хп)  = V /=■/, 

/'=  1 

где  Р / — дизъюнкция  всех  конституент  / данной  функции.  Каждая 
дизъюнкция  Д представляет  функцию  на  тех  наборах,  на  которых 
она  принимает  значение  / и отличается  от  совершенной  дизъюнктив- 
ной нормальной  формы  двузначной  логики  только  тем,  что  вместо 
аргументов  и их  отрицании  в элементарные  конъюнкции  входят 
характеристические  функции. 

Минимальная  форма  для  6-значной  функции  совпадает  с дизъюнк- 
цией минимальных  форм  двузначных  логических  функций  р-„ 
принимающих  значения  на  двухэлементных  множествах. 

В качестве  примера  запишем  в рассмотренной  форме  функцию, 
таблица  которой  приведена  в (4):  [ (хг,  х2)  = [еи  (хг)  еп  (х2)  у 

Ѵе21  (*,)  • е1г  (х2)\  V [еп  (х^-ею  (х2)  у е12  (хг)  ■ еЯ2  (х2)  у е.  2 (хг)  -е12(х2)]  у 
ѴІ^оз(^х)  • е2з  (хг)  Ѵс1:і  (хх)  ■ е13  (х2)  у е23  (лу)  • е03  (х2)  у езя  (лу)  • е03  (х2)  V 
V е33  (х1)-е33(х2)]. 

9.  Многозначные  элементы.  Многозначные  функции  можно  реа- 
лизовать логическими  схемами  с двузначными  элементами  путем 
кодирования  в двоичном  структурном  алфавите.  Для  непосред- 
ственной реализации  многозначной  функции  требуются  элементы 
с многими  устойчивыми  состояниями. 

По  аналогии  с потенциальными  двоичными  элементами  естест- 
венно представить  многозначные  элементы  в виде  некоторых  схем, 
состояния  которых  различаются  уровнями  электрического  напря- 
жения или  тока.  Однако  такие  схемы  были  реализованы  только  для 
трех  состоянии,  так  как  при  увеличении  числа  уровней  снижается 
их  надежность.  Более  перспективными  являются  динамические 
многозначные  элементы,  признаками  состояний  которых  служат 
параметры  (амплитуда,  частота,  фаза)  периодической  последова- 
тельности импульсов  (импульсные  элементы)  или  гармонических 
колебаний  (гармонические  элементы ). 

Наибольшее  распространение  получили  фазоимпульсные  много- 
значные элементы.  (ФИМЭ).  Общая  блок-схема  таких  элементов 
показана  на  рис.  247,  а,  а иллюстрирующие  его  работу  временные 
диаграммы  для  6 = 5 — на  рис.  247,  б.  Синхронизирующие  им- 
пульсы (СИ)  с периодом  т поступают  на  вход  формирователя  (Ф) 
и дискретно  изменяют  уровень  накопителя  (УН).  Накопитель  (Я) 
можно  выполнить  на  электрических  конденсаторах,  магнитных 
элементах,  криотронах  и,  вообще,  любых  элементах,  способных 
накапливать  энергию.  При  достижении  уровня  компарации  (УК) 


590 


компаратор  (К)  по  цепи  сброса  приводит  накопитель  в первоначаль- 
ное состояние  и одновременно  выдает  импульс.  В результате  на  дина- 
мическом выходе  (ДВ)  появляется  периодическая  последователь- 
ность импульсов  с периодом  Т = кт,  где  к — число  устойчивых 
состояний. 

Один  из  таких  элементов  вырабатывает  опорную  последователь- 
ность импульсов  И0,  которая  отождествляется  с состоянием  0.  На 
все  другие  элементы  данной 
системы  также  подаются  син- 
хронизирующие импульсы. 

Перевод  элемента  в следую- 
щее состояние  осуществля- 
ется подачей  импульса  на 
вход  пересчетного  управления  си  ( 

(ПУ),  причем  формирователь 
обеспечивает  сдвиг  этого  им- 
пульса так,  чтобы  он  занимал 


си 

ПУ 


■ДВ 

-СВ 


I о в 


промежуточное 

положение  и [_ 

і 

между  соседними 

синхрони- 

Тж5т 

зирующими  импульсами.  Тог- 
да накопитель  достигает  уров- 
ня компарации  быстрее  на 
время  т,  в результате  чего 
выходная  последовательность 
И 1 сдвигается  относительно 
опорной  Я0  на  один  такт  СИ. 
Воздействие  каждого  из  по- 
следующих импульсов,  пода- 
ваемых на  вход  ПУ,  аналогич- 
но. В результате  на  ДВ  эле-  Сб ; 
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Рис.  247.  Фазоимпульсный  многозначный 
элемент: 

а — общая  блок-схема;  б — временные  диаграм- 
мы (при  к = б). 


мента  появляются  последова- 
тельности  И 2,  И3,  Я4.  Пятый 
импульс  переводит  элемент  в 
исходное  состояние,  и про- 
цесс периодически  повторя- 
ется. 

Последовательность  импульсов  Иі,  сдвинутая  по  фазе  относи- 
тельно опорной  последовательности  на  время  іт,  является  динами- 
ческим признаком  г-го  состояния  (і  = 0,  1,  ...,  к — 1).  Статичес- 
кими признаками  состояний  служат  уровни  на  выходе  СВ  в мо- 
менты времени,  определяемые  опорной  последовательностью  //0 
(состоянию  0 соответствует  высокий  уровень,  а состоянию  к — 1 — 
наиболее  низкий). 

Для  перевода  элемента  в любое  состояние  к информационному 
входу  ( ИУ ) кратковременно  прилагается  последовательность 


591 


импульсов,  соответствующих  данному  состоянию,  или  одиночный 
импульс  этой  последовательности.  Управляющий  импульс  Иу 
вызывает  срабатывание  цепи  сброса  и переводит  накопитель  в на- 
чальное состояние,  благодаря  чему  происходит  соответствующий 
сдвиг  фазы  выходной  последовательности  импульсов. 

Фазоимпульсные  многозначные  элементы  нашли  практическое 
применение  в цифровой  измерительной  технике  и автоматике.  На 
их  основе  разработан  и серийно  выпускается  отечественной  про- 
мышленностью ряд  приборов  (счетчики,  частотомеры  и т.  п.). 

Разработаны  также  методы  ис- 


% 

Чш 

Рис.  243.  Многозначный  элемент  на 
основе  нелинейного  звена  с характе- 
ристикой гребенчатого  типа: 
а - общая  блок-схема;  б — амплитудная 
характеристика. 


пользования  таких  элементов  в 
вычислительной  технике. 

Другой  перспективный  способ 
реализации  многозначных  элемен- 
тов основан  на  использовании 
нелинейного  звена  с характери- 
стикой і/вых  = <р  ( V вх)  гребенча- 
того типа,  охваченного  обратной 
связью  Нвх  = рі/вых  (рис.  248,  н). 
Устойчивым  состояниям  соот- 
ветствуют отмеченные  на  рис. 
248,  б пересечения  характеристик, 
каждое  из  которых  характеризу-. 
ется  соответствующим  ему  на- 
пряжением ивх.  Нелинейный  че- 
тырехполюсник образуется  це- 
почкой преобразований  ІІВЫХ  = 

= ?і  (*і);  'Рг(-^г);  ■ • • ; 

^п— 1=  (Нвх)>  где  У] , 


Хп—і ' величины  различной  физической  природы.  Для  получения  гре- 
бенчатой характеристики  НВЫх  = <р  (Нвх)  достаточно,  чтобы  хотя  бы 
одно  из  преобразовании  обладало  такой  характеристикой.  Например, 
при  использовании  преобразований  У„ЬІХ  = ?1  (ш)  (гребенчатый  фильтр) 
и «>  = ?.(*/  Вх)  (электрически  управляемый  генератор)  получим  тре- 
буемую гребенчатую  характеристику.  При  этом  состояния  построен- 
ного на  ее  основе  многозначного  элемента  характеризуются  часто- 
той ш гармонических  колебаний  ( частотно-гармонический  элемент ). 
По  аналогичному  принципу  разработаны  также  широтно-импульс- 
ные элементы,  признаками  состояний  которых  служат  дискретные 
длительности  периодической  последовательности  импульсов. 

Важная  особенность  изложенных  принципов  реализации  много- 
значных элементов  состоит  в том,  что  число  их  состояний  слабо 
влияет  на  сложность  схемы.  Кроме  того,  наличие  динамического 
и статического  признаков  состояний  открывает  дополнительные 
возможности  при  проектировании  конкретных  устройств. 
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10.  Другие  логики.  Новые  технические  идеи  реализации  логичес- 
• ких  функций,  моделирование  нервной  деятельности  живых  орга- 
низмов, исследование  реальных  явлений  и ситуаций  привели  к раз- 
работке специальных  разделов  математической  логики. 

I Іороговая  логика.  С помощью  различных  технических  средств 
(магнитные  элементы,  транзисторно-резистивные  схемы,  туннель- 
ные диоды,  параметроны  и т.  д.)  можно  построить  устройства  с п 
двоичными  входами  хъ  ...,  хп  и одним  выходом  у , функционирование 
которых  описывается  соотношениями: 


= 1 при  2 Ь&і  > V У — 0 при  2 Ь&і  < т|. 


і=і 


і=і 


Рис.  249.  Пороговый  элемент.  Рис.  250.  Формальный  нейрон. 


где  вес  і-го  входа  & и порог  ті  выражаются  конечными  веществен- 
ными числами.  Такие  устройства,  условное  обозначение  которых 
показано  на  рис.  249,  называют  пороговыми  элементами. 

Произвольному  набору  весов  и порога  і],  как  и любому  поро- 
говому элементу,  всегда  можно  сопоставить  некоторую  логическую 
функцию,  называемую  пороговой  функцией.  Однако  не  всякая 
логическая  функция  может  быть  реализована  одним  пороговым 
элементом.  Поэтому  первой  задачей  пороговой  логики  является  выде- 
ление множества  пороговых  функций  и определение  структуры  поро- 
гового элемента,  реализующего  пороговую  функцию  (синтез  порого- 
вого элемента ).  Если  такая  реализация  невозможна  или  нецеле- 
сообразна, то  возникает  вторая  задача  — синтез  схемы  из  пороговых 
элементов. 

Мажоритарная  логика.  В частном  случае,  когда  пороговый 
элемент  имеет  нечетное  число  п входов  с единичными  весами  (е;  = 1) 
и порогом  = (п  + 1)/2,  он  работает  по  принципу  большинства 
и называется  мажоритарным  элементом.  Действительно,  у = 1, 
если  взвешенная  сумма  больше  (п  + 1)/2,  т.  е.  когда  больше  поло- 
вины общего  числа  входных  переменных  принимает  значение  1, 
и у = 0 при  условии,  что  большинство  переменных  принимает  зна- 
чение 0 (аналогичная  ситуация  имеет  место  при  голосовании  прос- 
тым большинством).  Показано,  что  любая  логическая  функция 
может  быть  реализована  схемой,  состоящей  из  мажоритарных 
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логики™8'  Синте3  ТаКИХ  Схем  и является  предметом  мажоритарной 

Нейронная  логика.  В качестве  модели,  отражающей  функциони- 

КпеТ0К  ЖИВЬІХ  0Рганизмов,  предложен  формальный 
нейрон  (рис.  250).  Входы  нейрона  воздействуют  на  его  тело  посред- 
ством волокон  двух  типов:  возбуждающих  с весом  1 и тормозящих 
с весом  — 1.  Место  контакта  волокна  с телом  нейрона  называют 
синапсом  (синапсы  возбуждающих  волокон  обозначаются  жирными 
точками).  Выход  располагается  непосредственно  на  теле  нейрона. 
Кроме  того,  допускаются  запрещающие  волокна , оканчивающиеся 
на  запрещаемом  волокне,  по  которому  предотвращается  поступ- 
ление сигнала  при  возбужденном  запрещающем  входе  (на  рис  250 
запрет  воздействует  на  волокно  входа  х3  при  хг  = 1).  Как  и поро- 
говый элемент  нейрон  характеризуется  порогом  тц  причем  он 
возбуждается  (у  — 1),  если  весовая  функция,  соответствующая 
данному  набору  значений  входных  переменных,  не  меньше  порога 
/«’  изображенный  на  рис  250  нейрон  будет  возбужден  на  набо- 
рах (0,  1,  0),  (1,  0,  0),  (1,  0,  1),  (1,  1,  0)  и (1,  1,  1). 

В отличие  от  пороговых  элементов,  на  одном  формальном  ней- 
роне можно  реализовать  любую  логическую  функцию.  Для  синтеза 
нейронов  и нейронных  схем  успешно  используются  диаграммы 
ъенна  (2.  1.  а)  и различные  их  модификации.  При  этом  стремятся 
получать  схемы,  в которых  общее  число  волокон  минимально 
(в  этом  смысле  реализация  нейронной  схемой  может  оказаться  пред- 
почтительнее одного  нейрона).  В последние  годы  формальный  ней- 
рон приобретает  черты  универсальной  модели  в кибернетике  и неко- 
торых отраслях  техники.  В более  полной  модели  абстрактного  ней- 
рона вводятся  временные  соотношения:  прохождение  сигналов  через 
синапсы  происходит  с задержкой  на  временной  такт,  а значение 
порога  является  функцией  дискретного  времени. 

Логика  потенциально-импульсных  схем.  В потенциально-им- 
пульсных схемах  двоичные  переменные  представляются  сигналами 
двух  типов:  уровнями  электрических  напряжений  (потенциалов) 
и импульсами.  Например,  для  входных  переменных  положитель- 
ный потенциал  соответствует  1,  а отрицательный  — 0,  а для  выход- 
ных переменных  наличие  импульса  соответствует  1,  а его  отсут- 
ствие 0,  причем  выходные  импульсы  могут  появляться  только 
при  изменении  значений  входных  переменных  (рис.  251). 

Для  представления  потенциально-импульсных  функций  вво- 
дится оператор  йхс,  при  изменении  значения  х{  с 1 на  0 и йЪ  при 
изменении  значения  хс  с 0 на  1.  Роль  конституент  единицы  в дизъ- 
юнктивной нормальной  форме  играют  конъюнкции  хх  ...  х{_{х[+ 1 
...хпахь  где  х ,■  входная  переменная,  при  изменении  которой 
выходная  переменная  принимает  значение  1 .Так,  для  приведенной 
на  рис.  251  выходной  функции  у = Хіх3сІх2  V хгх3дхг  у *і*2Дс3Ѵ 
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V х^хгАхх.  Такое  представление  положено  в основу  методов  анализа 
и синтеза  потенциально-импульсных  схем. 

Фазоимпульсная  логика.  При  фазоимпульсном  кодировании  дво- 
ичных переменных  их  значения  различаются  сдвинутыми  по  времени 
импульсами.  Синхронизация  осуществляется  двумя  последова- 
тельностями импульсов  і0  и іи  играющими  роль  констант  0 и 1 
(рис.  252,  а).  Фазоимпульсное  представление  логической  функ- 
ции можно  получить  на  основании  таблицы  соответствия  как  дизъ- 
юнкцию двух  выражений.  Первое  из  них  является  дизъюнкциен 
всех  конституент  нуля,  умноженной  на  /0>  а второе^ — дизъюнк- 
цией всех  конституент  единицы,  умноженной  на  і±.  Минимизируя 
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Рис.  251.  Временные  диаграммы  Рис.  252.  Фазоимпульсное  кодирование; 
ВХОДОВ  Х±,  Хг,  Х3  И выхода  у ПО-  а — временные  диаграммы;  б — логическая  схема 
тенциально-импульсной  схемы.  Для  конъюнкции  х%х,- 

каждое  из  этих  выражений  и используя  обычные  методы  синтеза 
логических  схем,  получаем  схему,  реализующую  данную  функцию. 
Например,  для  конъюнкции  двух  переменных  имеем:  хххг  = 
= (х±х%  V хук 2 V х 1-Г.,) і о V х1хгі1  = (хі  V х%)1  $ V х^х^і^.  Соответ- 
ствующая схема  показана  на  рис.  252,  б.  Аналогичная  методика 
может  быть  использована  и для  многозначных  функций.  Усложне- 
ние схем  при  фазоимпульсном  кодировании  компенсируется  их  боль- 
шей надежностью  и помехозащищенностью.  Разумеется,  схемы 
можно  существенно  упростить  при  использовании  специальных 
элементов,  приспособленных  для  фазоимпульсной  логики  (например, 
многозначных  фазоимпульсных  элементов). 

ЗАДАЧИ  II  УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Запишите  совершенные  нормальные  формы  (дизъюнктивную  и конъ- 
юнктивную) трехзначной  функции  трех  переменных,  заданную  следующей 
таблицей  соответствия; 


Х1 

000 

000 

000 

111 
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222 
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012 
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2.  Определите  значения  пятизначной  функции  трех  переменных 


9 (*і> 


'**)  ~ ^і)ЛТ4  (^2)  Л =Ро  (.Ѵз))Ѵ(1А<Рз  (-*і)А<Рі  (х2)  Л <р2  (*3))Ѵ 
Ѵ(?0  (*і)Л?0  (**)Л<Ра  (*з))Ѵ(1Л?4  (*і)Л?2  (*2)Л?4  (*8))Ѵ 
Ѵ(2Л<Рі  (*і)Л?2  (*2)Л?о(*з)) 


т 


на  наборах:  (2,  0,  4),  (3,  1,  2),  (0,  0,  3),  (4,  4,  2).  Сколько  членов  будет  еодеп- 
ГесТяЬтьКОчНлЪеновТёеНаЯ  НОрМальная  форма  данной  Функции?  Запишите  первые 
3.  Покажите,  что  система  Поста  является  базисом  в многозначной  ло- 

1 И Кс  . 

х/хА-^КХ,ЖГ%  система  состоящая  из  одной  многозначной  функции 
хх/х2  — V хч  -г  I (система  Вебба),  является  полной. 

5.  С какой  полной  системой 
функций  многозначной  логики 
связано  представление  функций 
в совершенных  нормальных  фор- 
мах? В чем  существенное  отличие 
от  двузначного  случая? 

6.  Представьте  полиномом 
(в  2 — П форме)  трехзначную 
функцию  из  задачи  1.  Существу- 
ет ли  такое  представление  для 
всех  функций  6-значной  логики 
при  6 — 4,  5,  6,  7 (если  нет,  то 
почему?). 

А С какой  полной  системой 
6-значной  логики  (6 — простое  чис- 
ло) связано  полиноминальное 
представление? 

8.  Путем  тождественных  пре- 
образований упростите  приведен- 

3 "К  Г)°№31Й7  -вершенным  но7мал1ГмТфРоерХм3аНмаГЫе  ФУНКЦИИ> 

а)  <Рі  (*і)Ѵ1  То  ШѴ}  То  Ш То  (х2)Ѵ?п  (хя); 

б)  ЬТі  (*і)  Та  (*2)ѴТо  (*і)  Ті  (*з)  V 1 ■ Ч>0  (Хі). 

У.  Представьте  функцию  из  предыдущей  задачи  через  двузначные  Функ- 
ции и найдите  их  минимальные  формы)  Р двузпачнь,е  ФУНК’ 

импульсной  »ѵпп^Ые  ФуНКЦИИ  В стандаР™ой  формедля  потенциально- 

грамУмами  на  рис  253  * “ ВЫХ°ДЫ  К°Т°Р°Й  ^ставлены  временными  диа- 

ныѵ  I,1' _^аите„ФазоимпУЛЬСІЮе  представление  для  дизъюнкции  двух  перемен- 
ных и построите  соответствующую  логическую  схему.  У Р 
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-А АЛ  Л 


У- 


АЛ 


Рис.  253.  Временные  диаграммы  потенци' 
ально-импульсной  схемы  к задаче  10. 


8.  ЛОГИКА  ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

1.  Закон  исключения  третьего.  Рассматривая  высказывания  как 
двоичные  переменные  (1.  5.  8),  обычно  считают,  что  они  удовлетво- 
ряют закону  исключения  третьего : каждое  высказывание  может 
быть  истинным  или  ложным  (третьего  не  дано).  При  этом  выска- 
зывание не  может  быть  одновременно  и истинным  и ложным  (за- 
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кон  противоречия) . Значения  «истина»  и «ложь»,  соответствующие 
1 и 0 в двузначной  логике,  в логике  высказываний  обозначаются 
через  «И»  и «Л». 

Истинность  данного  высказывания  в повседневной  жизни  уста- 
навливается на  основе  анализа  его  смысла.  Например,  высказывание 
«Киев  — столица  УССР»  — истинно,  а «100  < 10»  — ложно.  Однако 
даже  в таких  категоричных  случаях  их  истинность  относительна. 
Первое  предложение  перестает  быть  истинным,  если  речь  идет 
о периоде,  когда  столицей  УССР  был  Харьков.  Второе  предложение 
становится  истинным,  если  считать,  что  число  100  записано  в дво- 
ичной системе  счисления,  а 10  — в десятичной  («8  < 10»), 

Таким  образом,  высказывание  может  быть  либо  истинным,  либо 
ложным  в зависимости  от  обстоятельств, которыми  руководствуются 
при  его  истолковании.  Обычно  эти  обстоятельства  не  фигурируют 
явно  в простом  высказывании.  Например,  истинность  таких  выска- 
зываний, как  «Хорошая  погода»,  «Сегодня  — 16  января»,  «Резуль- 
тат измерений  диаметра  цилиндра  равен  52  мм»  зависит  соответ- 
ственно от  вкусов  или  критерия  оценки  погоды,  сегодняшней  даты, 
требуемой  точности  измерения.  Логика  высказываний  отвлекается 
от  конкретного  смысла  предложений,  и ответственность  за  их 
истолкование  возлагает  на  лиц,  компетентных  в соответствую- 
щей области.  Она  дает  лишь  общие  методы  анализа  сложных 
высказываний  и принципы  логический  рассуждений  и доказа- 
тельств. 

Принятие  закона  исключения  третьего  позволяет  полностью 
использовать  в логике  высказываний  аппарат  двузначной  логики. 
Дальнейшее  развитие  логики  высказываний  основано  на  допущении 
нескольких  значений  истинности  (например,  кроме  значений 
«истина»  и «ложь»  допускается  третье  значение  — «неопределен- 
ность»). В подобных  случаях  используется  аппарат  многозначной 
логики.  Если  истинность  предложений  определяется  с некоторой 
вероятностью,  то  логика  высказываний  превращается  в вероят- 
ностную логику.  В этой  главе  рассматривается  только  двузначная 
логика  высказываний,  причем  для  обозначения  значения  «истина» 
будем  применять  1,  а значения  «ложь»  — 0. 

2,  Сентенциональные  связки.  Так  называют  слова  «не»,  «и», 
«или»,  «если...,  то»  и «если  и только  если»,  с помощью  которых 
в обычном  языке  из  простых  предложений  образуются  сложные 
предложения.  Как  указывалось  в (1.  5.  8)  каждой  из  этих  связок 
соответствует  своя  логическая  операция:  отрицание,  конъюнкция, 
дизъюнкция,  импликация  и эквиваленция.  Обычно  высказывания 
обозначают  прописными  буквами,  а для  операций  используются 
те  же  символы,  что  и в алгебре  логики.  Таблицы  соответствия  в ло- 
гике высказываний  называют  истинностными  таблицами.  Для  ука- 
занных пяти  связок  они  имеют  вид: 
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Сентенциональные  связки  в разговорном  языке  допускают  раз- 
личные варианты.  Поэтому  при  записи  сложного  предложения 
в виде  формулы  алгебры  логики  важно  выяснить  характер  логичес- 
кой связи  между  предложениями,  не  вдаваясь  в смысл  самих  пред- 
ложений. _ у 

Истолкование  отрицания  Р,  конъюнкции  РС ) и дизъюнкции 
Р V 0.  обычно  не  вызывает  трудностей.  Импликации  Р ->  О в обыч- 
ной речи  соответствует  условное  предложение  «если  Р,  то  О»,  при- 
чем Р называется  посылкой  (антецедентом) , а ()'—  следствием 
(консеквентом) . Могут  встретиться  и другие  выражения,  имеющие 
тот  же  тип  логической  связи,  например:  «Р  влечет  (ф>  «Р  только 
тогда,  когда  <2»,  «Ре  сть  достаточное  условие  для  ф,  «<?  при  условии 
что  Р»,  «<Э  есть  необходимое  условие  для  Р»  и т.  п.  Эквиваленты 
Р ~ $ определяет  логическую  связь  в так  называемых  биусловных 
предложениях  типа  «Р,  если  и только  если  0»  или  в других  грамма- 
тических формах:  «Р  тогда  и только  тогда,  когда  ф,  «если  Р ' то 

ѵ и обратно,  если  Э,  то  Р»,  «Э  есть  необходимое  и достаточное  усло- 
вие для  Р». 

3.  Формулы  и подстановки.  Всякое  сложное  предложение 
которое  состоит  из  простых  предложений,  связанных  сентенциональ- 
ными  связками,  можно  представить  в символической  форме  В ре- 
зультате получаем  высказывательную  формулу.  На  каждом  наборе 
значений  истинности  букв  (переменных)  формула  принимает  неко- 
торое значение.  Следовательно,  всякую  формулу  логики  высказыва- 
нии можно  рассматривать  как  истинностную  функцию. 

Рассмотрим,  например,  сложное  высказывание:  « Если  применить 
стальные  конструкции  (Р),  то  масса  снижается  (ф)  и стоимость 
увеличивается  (/?).  Стальные  конструкции  не  применяются  (Р),  а 
масса  снижается  (О)».  Соответствующая  формула  (Р  -ѵ  ОР)РО 
представляется  следующей  таблицей  истинности; 
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Отсюда  видно,  что  ^ложное  предложение  истинно  на  двух  наборах 
значении  аргументов  Р,  ф,  Я,  а именно:  (0,  1,0)  и (0,  1,  1),а  на  осталь- 
ных наборах  оно  ложно. 

В логике  высказываний  дается  следующее  определение  фор- 
мулы: 1)  переменные  высказывания  суть  формулы^  2)  если  А и В — 
формулы,  то  (Л В),  (А  V В),  ( А ->  В),  {А  ~ В)  и Л также  формулы. 
Это  определение  имеет  рекурсивный  характер  в том  смысле,  что 
первая  его  часть  определяет  элементарные  формулы,  а вторая 
позволяет  из  любых  формул  образовать  новые  формулы.  При  за- 
писи формул  используются  обычные  упрощения,  указанные  в 
(1.5.  6).  Пусть,  например,  требуется  получить  формулу  (А  А В)  -* 

((С  V В)  -»-  А В).  Выбираем  необходимое  множество  элементар- 
ных формул  А,  В,  С,  П.  Затем  последовательно  получаем  формулы 
АВ,  А ->  АВ,  (С  V О)  АВ,  (Л  ->  ЛВ)((С  V О)  ->  ЛВ).  Как 
видно,  процесс  образования  формулы  происходит  путем  расшире- 
ния их  множества  до  тех  пор,  пока  это  множество  не  будет  содер- 
жать требуемую  формулу.  Все  формулы,  построенные  в указанном 
процессе,  называются  частями  результирующей  формулы. 

Если  имеется  некоторая  высказывательная  формула,  то  можно 
построить  соответствующее  сложное  предложение,  заменяя  буквы 
простыми  предложениями  (одинаковые  вхождения  букв  замеща- 
ются одним  и тем  же  предложением).  Полученное  таким  путем 
предложение  называется  подстановкой  в данную  формулу . Так, 
полагая  Р — «идет  снег»,  С}  — «2  X 2 = 4»  и В — «слоны  зеленые», 
по  формуле  Р ->■  (дР  получаем  подстановку:  «Если  идет  снег,  то 
2x2  = 4 и слоны  зеленые».  Истинность  этого  высказывания 
определяется  только  приведенной  выше  таблицей  и никоим  образом 
не  связана  с конкретным  содержанием  как  простых  предложений, 
так  и полученного  в результате  их  объединения  сложного  предло- 
жения. Как  видно  из  таблицы,  истинностная  функция  истинна  на 
всех  наборах  значений  аргументов,  кроме  наборов  (1,0,0),  (1,0,  1) 
и (1,  1,0).  Например,  при  Р = 0,  <2  = 0и  /?  = 1,  получим  истинное 
высказывание:  «Если  не  идет  снег,  то  2 X 2 Ф 4 и слоны  зеленые». 

4.  Сложные  высказывания  и «здравый  смысл».  При  первом  зна- 
комстве с логикой  высказываний  трудно  без  чувства  юмора  при- 
нять подобные  предложения.  Наш  опыт  подсказывает,  что  подвер- 
гать сомнению  истину  «2x2  = 4»  так  же  нелепо,  как  и утверж- 
дать, что  «слоны  зеленые».  Кроме  того,  между  посылкой  «идет 
снег»  и ее  следствием  нет  причинной  связи.  Поэтому  с точки  зре- 
ния «здравого  смысла»  такие  высказывания  кажутся  несуразными 
и возможность  их  появления  в логике  высказываний  следовало 
бы  исключить. 

Однако  необходимо  преодолеть  психологический  барьер  и понять, 
что  ограничения,  основанные  на  «здравом  смысле»  и причинной 
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свяэи  в логике  высказываний  не  только  невозможны,  но  и нежела- 
е ЬНЫ-  В М уже  Указывалось  на  относительность  истинности  или 
ложности  того  или  иного  высказывания.  Если  бы  множество  допѵс- 
тішььх  высказывании  было  подвергнуто  испытанию  «здравыа/смыс- 
ом>,  го  возникли  бы  непреодолимые  трудности  из-за  отсутствия 

кп?оп°Г“°  определения>  4X0  следует  под  этим  понимать.  Человеку 
который  никогда  не  видел  снега  и не  слышал  о нем  фраза  «идет 
снег»  покажется  бессмысленной,  а высказывание  «слоны  зеленые» 
может  иметь  вполне  определенный  смысл,  если  речь  идет  например 
о выборе  цвета  для  игрушечных  слонов.  Аналогичные  соображе- 
ння  можно  привести  и в пользу  допущения  логической  связи  между 
ними™"  Предложениями  без  учета  причинной  зависимости  между 

Поэтому  логика  высказываний,  отвлекаясь  от  конкретного  со- 
держания высказываний,  по  существу  занимается  лишь  анализом 
и синтезом  высказывательных  формул  и изучением  отношений 
между  высказываниями.  Что  же  касается  «здравого  смысла»  то' он 
должен  проявляться  при  использовании  законов  логики  высказы- 
вании в ее  конкретных  приложениях. 

5.  Тавтологии.  Тождественно  истинная  фомула,  т е такая  сЬоп 
мула,  которая  принимает  значения  1 при  любых  значениях  ее  2- 
онентов,  называется  тавтологией.  Тождественно  ложная  формула 
на  всех  наборах  ее  компонентов  принимает  значение  0 и называется 
противоречием.  Если  в технических  приложениях  логические  функ- 

“:і!І’!?аЖаеМЫе  тавт0Л0ГИЯМІ1  или  противоречиями,  практически 
не  представляют  интереса,  то  в логике  высказываний  они  играют 
первостепенную  роль.  играют 

Примером  тавтологии  может  служить  высказывание:  «Если 
^еДПпТЬ  Новую  технологию  (Р),  то  качество  продукции  улучшится 
Качества  продукции  (О),  ее  сбыт  увеличивает- 
ся (Р).  Новая  технология  внедрена  (Р).  Следовательно,  сбыт  про- 

->Кр)Р  УВ^ИЧИЛСЯ  ^>к  0но  выРажается  формулой  (Р 

Чтобы  выяснить,  является  ли  данная  формула  тавтологией 
можно  составить  для  нее  истинностную  таблицу.  Так,  для  приведен- 
ной выше  формулы  имеем:  приведен 
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Можно  также  воспользоваться  зависимостями  (1.7)  хх->-х2  = 
= х-і  V х2;  хх  ~ х2  — ххх2  V хус2  = (И  V *г)  (М  V *2)  и преобразовать 
высказывательную  формулу  к нормальной  форме.  Если  хотя  бы 
один  член  дизъюнктивной  нормальной  формы  окажется  равным  1, 
то  соответствующая  ей  формула  является  тавтологией.  Если  хотя  бы 
один  член  конъюнктивной  нормальной  формы  окажется  равным  О, 
то  соответствующая  ей  формула  является  противоречием.  Так,  для 
нашего  примера  имеем:  (Р  -»-  С})  (С}-+  Р)  Р->Р  = (Р  у Ф)  ((2  У Р)  Р-^Р= 
= (Р$уРРу(2Р)Р-+Р  = Р(2Р-+Р>='РОРуР>  = РуЪуРуР=: 

= рѵёѵ(Рѵ  /?)  = РѴ0ѴІ  = 1. 

Очевидно,  формула  не  является  тавтологией,  если  она  прини- 
мает значение  0 хотя  бы  на  одном  наборе  значений  переменных. 
Этим  обстоятельством  можно  воспользоваться  для  распознавания 
тавтологий  сокращенным  методом  «обратного  рассуждения»,  за- 
ключающемся в поиске  таких  переменных,  при  которых  формула 
оказывается  ложной.  Так,  приведенная  выше  формула  может  при- 
нять значение  0,  если  и только  если  Р ложно,  а (Р  0)(<2  Р)Р 
истинно.  При  этом  должны  быть  ИСТИННЫ  Р ->  0,  (2  р И Р.  При 
истинном  Р формула  Р->-  ф истинна  только  при  истинном  (2.  В свою 
очередь,  при  истинном  (2  формула  истинна  только  при  ис- 

тинном Р.  Таким  образом,  анализируемая  формула  может  быть 
ложной,  если  и только  если  Р одновременно  и истинно  и ложно,  что 
невозможно  в силу  закона  противоречия.  Следовательно,  она  явля- 
ется тавтологией. 

Для  указания  на  то,  что  данная  формула  является  тавтологией, 
используется  знак  |=,  который  помещается  перед  формулой,  напри- 
мер: ир  ->  сж<г  - р)р  - р. 

6.  Законы  логики  высказываний.  Различные  подстановки  в тав- 
тологию, независимо  от  их  конкретного  содержания,  всегда  явля- 
ются истинными  предложениями  в силу  одной  только  своей  логичес- 
кой структуры.  Иначе  говоря,  тавтологии  можно  рассматривать 
как  некоторые  логически  истинные  схемы  рассуждений  или  утвержде- 
ний. Поэтому  они  играют  роль  законов  ( теорем ) логики  высказы- 
ваний, претендующих  на  установление  методов  построения  правиль- 
ных умозаключений. 

Существует  бесконечное  множество  тавтологий,  а значит,  и 
законов  логики  высказываний.  Наиболее  часто  используемые  из  них 
следующие:  Р -»-  Р (закон  тождества ),  Ру  Р (закон  исключения 
третьего ),  РР  (закон  противоречия),  Р — Р ( закон  двойного  отри- 
цания), Р ->  (<2  ->  Р)  (добавление  антецедента  или  ѵегит  ех  цио- 
йИЬеІ  — истина  из  чего  угодно),  Р (Р 0)  (ех  / аізо  циосІІіЬеі  — 
из  ложного  что  угодно),  (Р  ->  СІ)  Р ->  (2  (закон  отделения  или  тойиз 
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ропепз),  (Р  ->  <2)  <2  р (тоЛиз  _(о11епз),  (Р  <2)  (С?  -ѵ  Р)  (Р  р) 
(закон  силлогизма ;,  (Р  -►  ф)  ->  (<2  -*  р)  (закон  контрапозиции). 

Каждый  из  законов  логики  высказываний  отображает  в симво- 
лической форме  некоторую  схему  доказательства.  Например,  в соот- 
ветствии с законом  отделения,  если  истинно,  что  некоторое  выска- 
зывание Р имплицирует  высказывание  <2  и,  кроме  того,  Р истинно, 
то  истинно  и (2.  Мосіиз  Ыіепз  применяется  при  доказательстве  от 
противного:  желая  доказать  утверждение  Р,  предполагается,  что 
Р ложно,  и показывается,  что  Р имплицирует  некоторое  высказы- 
вание <2,  о котором  известно,  что  оно  ложно  (<2  истинно).  Отсюда 
заключается,  что  Р истинно. 

7.  Равносильность.  Две  формулы  называются  равносильными , 
если  на  всех  наборах  значений  входящих  в них  переменных  эти 
формулы  принимают  одинаковые  значения.  Для  обозначения 
этого  отношения  часто  употребляют  символ так  что  равносиль- 
ность формул  А и В символически  записывается  как  А +*■  В.  Легко 
видеть,  что  равносильность  — это  отношение  эквивалентности: 
оно  рефлексивно  (А  **■  А),  симметрично  (если  А **  В,  то  В *■*-  А) 
и транзитивно  (из  А В и В **  С следует,  что  А **  С).  Поэтому 
равносильность  называют  также  логической  эквивалентностью. 

Равносильность  формул  логики  высказываний  вытекает  из  тож- 
дественности соответствующих  формул  алгебры  логики.  Так,  в со- 
ответствии с (1.5.4)  и (1.5.5)  получаем  следующие  равносильности: 

А**  А;  А у А **-А;  АА  •«=*■  А;  А у В **  В \/  А;  АВ  **  ВА\  А у (В  у С)  *=>• 
-*( АуВ)уС-  А (ВС)  ~ (АВ)  С;  А (В  у С)  **  АВ  у АС;  Ау  ВС  ~ 
~(Л  у В)  (А  усу,  АуВ^АВ]  АВ  **  Ау  В;  Ау  АВ  Л;  А(Ау  В)~ 
**  Л;  Л У АВ  Ау  В и т.  д.  Кроме  того,  с помощью  отношения 
равносильности  выражаются  различные  связки  между  формулами: 

Л ->-  В++  Ау  В\  А ~ В**АВу  АВ**(Ау  Ъ)(А  УВ)\  А У В**  А-*-  В: 
АВ^А-^В;  А~  В**(А-+  В)(В-+  А). 

Эти  и подобные  им  равносильные  соотношения  можно  исполь- 
зовать для  преобразования  и упрощения  структуры  сложного  вы- 
сказывания. Так,  для  примера  из  (3)  имеем:  (Р  ->  С>Р)РС1<=>-(Ру 
У С? К)  Я<2  ~ Р<2  V Р(}Р  <=*  р<2. 

Между  отношением  равносильности  и эквиваленцией  формул 
существует  следующая  связь:  если  Л и В — равносильны,  то  Л ~ 
~ В — тавтология,  и обратно,  если  Л — В — тавтология,  то  Л и В— 
равносильны.  Это  сокращенно  записывается  так:  |=Л  — В,  если  и 
только  если  А **  В.  Справедливость  этого  утверждения  следует 
непосредственно  из  определения  равносильности  и таблицы 
истинности  для  эквиваленции.  Действительно,  если  Л -м-  В,  то  Л 
может  принимать  только  то  значение,  что  и В и,  следовательно,  их 
эквиваленция  Л — В всегда  истинна  и является  тавтологией.  Если 
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А ~ В — тавтология,  то  Л и В могут  иметь  только  одинаковые 
значения  (0  или  1)  и,  следовательно,  А **  В. 

Из  изложенного  ясно,  что  тавтологии  можно  получить  из  равно- 
сильности заменой  знака  -*=>-  на  — . Так,  из  равносильности  А уЛВ-м-Л 
получаем  тавтологию  |=(Л\МВ) — А.  Доказательство  тавтологий, 
например  | = (Л  В)  (Л->С)  ~ (Л  ->•  ВС)  можно  выполнить  с^помощыо 
преобразований:  (Л  В)  (Л  ->  С)  **  (Л  V В)  (Л  V С)-*-*  А V ЛВ  \/ 

\/АСуВС^АуВС^А-^ВС. 

8.  Логическое  следствие.  Говорят,  что  формула  В является 
логическим  следствием  формулы  Л и пишут  Л =^-В,  если  В истинно 
на  всех  наборах  значений  переменных,  для  которых  Л истинно. 
Легко  убедиться,  что  Л =*•  В,  если  и только  если  |=Л  ->  В.  Действи- 
тельно, в соответствии  с определением  импликации  Л ->  В ложно 
только  при  истинном  Л и ложном  В и,  следовательно,  если  Л В — 
тавтология,  то  из  истинности  Л всегда  следует  истинность  В,  т.  е. 
Л =ф  В.  Обратно,  если  Л =4-  В,  то  исключается  случай,  когда 
Л истинно  и В ложно,  а значит  Л -»-  В истинно  на  всех  наборах 
значений  переменных,  т.  е.  | = Л ->  В. 

Логическое  следствие  Л =►  В означает,  что  из  истинности  Л 
следует  истинность  В,  но  если  Л ложно,  то  относительно  В ничего 
утверждать  нельзя.  Это  отношение  обобщается  на  совокупность 
высказываний:  В есть  логическое  следствие  высказываний  Ль 
Л 2,  ...,  Лт,  если  из  истинности  всех  Л,  (г  = 1,2,  ...,  т)  следует 
истинность  В.  Из  определения  конъюнкции  можно  заключить,  что 
это  сводится  к соотношению  А1  Ла  ...  Ат  =»■  В,  необходимым 
и достаточным  условием  которого  является  тавтология  |=ЛхХ 
X Л2  ...  Лт  — >•  В. 

Пусть,  например,  даны  высказывания  (Л  ->  В)(С  В),  ВВ  -> 

Е,  Е и необходимо  установить,  является  ли  высказывание 
Л V С логическим  следствием.  Это  сводится  к доказательству 
тавтологии  |=((Л  ->  В)  (С  В))  (ВВ  ->  В)В  ->  (Л  V В).  Вос- 
пользовавшись методом  «обратного  рассуждения»,  положим,  что 
следствие  Л V В ложно  (Л  и В истинны)  при  истинном  значении 
всех  посылок.  Тогда,  как  следует  из  первой  посылки,  В и В долж- 
ны быть  истинны,  а из  истинности  ВВ  и второй  посылки  следует 
истинность  Е.  Но  это  противоречит  третьей  посылке  В,  что  и дока- 
зывает данную  тавтологию. 

Между  логическим  следствием  и логической  эквивалентностью 
имеется  связь,  которая  вытекает  из  соотношения  Л~В  -<=*-  (Л->В)  Д 
А (В->Л),  приведенного  в (7).  Оно  означает:  Л — В,  если  и только 
если  Л-і-В  и В->Л.  Пусть  Л — В — тавтология,  тогда  Л -+■  В 
и В -ѵ  Л — также  тавтологии,  т.  е.  |=Л  — В,  если  и только  если 
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в. 


А В и I— В ->  А.  А это  равносильно  утверждению-  А 

если  и только  если  А =*•  В и В =ф  Л 

следствие  есть  отношение  порядка;  так,  оно  рефлек- 
сивно (А  =ф  Л),  транзитивно  (если  А =*  В и В =*■  С,  то  А =>  П и ан- 
тисимметрично (из  А =*■  В и 6=4.  Л следует  Л «.  В). 

9.  Правила  вывода.  Формальная  теория  вывода  ставит  своей 
главной  задачей  образование  из  некоторой  совокупности  исходных 
тавтологии  новых  формул,  которые  также  являются  тавтологиями 
Ла  задача  решается  с помощью  правил  вывода : 

1)  если  Л — тавтология,  то,  заменяя  в ней  букву  X всюду 
где  она  входит,  произвольной  формулой  В,  получаем  также  тавтоло- 
гию ( правило  подстановки ); 

2)  если  Л и Л ->  В суть  тавтологии,  то  В — также  тавтология 
(правило  заключения). 

Первое  из  этих  правил  почти  очевидно,  а второе  непосредственно 
следует  из  закона  тоііиз  ропет  (6). 

Формула  называется  выводимой  в исчислении  высказываний 
если  она  может  быть  получена  из  конечной  совокупности  исходных 
формул  путем  конечного  числа  шагов  применения  правил  вывода 
ьоооще  говоря,  не  все  тождественно  истинные  формулы  могут  быть 
выведены  из  произвольного  множества  тавтологий.  В то  же  время 
строго  доказано,  что  можно  выбрать  такую  конечную  совокупность 
исходных  тавтологий  (аксиом  исчисления  высказываний) , из  которой 
выводимы  все  тождественно  истинные  формулы.  Это  важное  поло- 
жение решает  проблему  полноты  исчисления  высказываний. 

Предложено  много  различных  систем  аксиом  исчисления  выска- 
зывании. Одна  из  них  включает  следующие  тавтологии:  1)  Л (В^А  і 

? В1  к?  31 (Л  С)  (Л  -ѵ  С));  4)  ЛВ-Л 

5)  ЛВ-ѵВ;  6)  (Л  В)  ((Л  С)  -у  (Л  ВС))-  7)  А-±(А\/В) 

8 ^ пУ  9)  С)  (ів  С)  ->  ((Л  V В)  С)));  1 0)  ( Л~В) 

- (Л  ->  В);  11)  (Л  В)  ->  (В  Л)л  12)  (Л^  В)  У ((В  У Л)  У (Л~В)); 

13)  (А В) (В А);  14)  Л Л;  15)  Л->-Л. 

Выведем,  например,  тавтологию  ЛВ  В А.  Подстановка  в аксио- 
му(Ь)  вместо  Л формулы  Л В дает  |=(ЛВ  ->  В)  ->  ((Л  В ->  С)  -* 

і ЛЛ(ГЙ9У  410  после  подстановки  Л вместо  С приводится 
к I --(А®  В)  ->  ((Л В ->  Л)  (ЛВ  ВЛ)).  Посылка  в этой  фор- 
муле  есть  аксиома  (5)  поэтому  на  основе  правила  заключения 
I—  (ЛѴ-+  Л)->  (Л  В ->  В А).  Так  как  посылка  в полученной  тавтоло- 
і ии  является  аксиомой  (4),  то,  применяя  еще  раз  правило  заключе- 
ния получаем  |=ЛВ  ->■  ВЛ,  что  и требовалось  доказать. 

Формализация  процесса  вывода  имеет  большое  теоретическое 
значение  и позволяет  построить  схему  доказательства,  которая  может 
оыть  реализована  на  вычислительных  машинах.  Однако  сложность 
аксиоматического  подхода  к выводу  тавтологий  заставляет  искать 
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и применять  специальные  правила,  которые  сокращают  многократ- 
ное применение  основных  правил  вывода. 

10.  Дедуктивный  метод.  Более  краткий  и простой  способ  вывода 
основан  на  теореме  дедукции:  если  формула  В является  логическим 
следствием  формул  Ах,  А2,  ....  Ат,  т.  е.  Аъ  А2,  ...  , Ат=>В, 
то  |=  Лх->  (Л2  ->(...  (Ат->  В)  . . .)).  При  этом  говорят,  что 

формула  В выводима  из  формул  Ах,  Л2,  . . . , Ат. 

Дадим  алгебраическое  доказательство  теоремы  дедукции,  рас- 
сматривая в соответствии  с (8)  логическое  следствие  Аъ  Л2,  ...  , Ат=*В 
как  АХА2  ...  Ат=>В.  Преобразуем  по  формулам  из  (7)  тавтологию 
АгА2  ...  Ат-+В~АхАг  ...  Ату  В ~\уАгу  • ’ • ѵАту  В ~Аху 

У А2  V • • • (Ап  ->  В)  ~ (Ах  ->  (Л2  ->  ( >-(Ат->  В)  . ..  ))).  Так  как 

исходная  формула  — тавтология,  то  полученная  логически  эквива- 
лентная ей  формула  также  является  тавтологией,  что  и требова- 
лось доказать. 

Значение  теоремы  дедукции  состоит  в том,  что  логическое 

следствие  В из  совокупности  посылок  АІУ  А2 Ат  представимо 

в виде  тавтологий  типа  |=  АХА2  ...  Ар  ->  (Лр+І  ->  • • • ( Ат  ->  В) ...). 
Справедливо  и обратное  утверждение:  если  имеется  тавтология, 
содержащая  цепочку  импликаций  типа  (Лх  (Л2  ->  • • • (Лр  ->■  (Лр+1^- 
• (Лт->  В)  . . .)))),  то  она  может  быть  представлена  эквивалент- 
ной формулой  |=  АхА2  ...  Лр->  (Лр+1  • (Лш->  В)  . . .),  которой 

соответствует  соотношение  А1А2  . . . Лр=#-(Лр+1->  . . . (Л„,  В)  . . .). 
Из  теоремы  дедукции  и определения  логического  следствия  выте- 
кают следующие  положения: 

1)  Лъ ' Л2,  ...,  Ат  =*•  Л,  (і  = 1,  2,  ...,  т),  т.  е.  любая  из 
совокупности  посылок  является  логическим  следствием  этой  сово- 
купности: 

2)  если  Л1(  Л2,  • • • , Лт  =*  В,  (/  =1,  2 п)  и Въ  В2,  ...  , 

то  Лх,  Л2,  ....  Л„,=ф/?. 

С помощью  этих  правил  можно  представить  доказательство 
того,  что  формула  В есть  логическое  следствие  формул  А1г  Л2, 
....  Ат  в виде  цепочки  формул,  последней  из  которых  является  В. 
Промежуточные  формулы  Въ  В2,  ...,  Вп  получаются  на  основании 
известных  логических  законов,  аксиом  и эквивалентностей.  На  ос- 
нове теоремы  дедукции  используемые  тавтологии  и результирующее 
соотношение  преобразуются  к требуемой  форме. 

В качестве  примера  докажем,  что  ( Ау  В) С , С->(ОуЕ), 
Е ->  Е,  БЁ  =>  Л.  Из  первой  пары  посылок  на  основе  закона  силло- 
гизма получаем  (АуВ)  -+■  (ОуЕ).  Из  последней  посылки  _следуе2 
Г)  и Е.  Из  посылки  Е -*■  Р и Е выводим  (тосіиз  іоііепз)  Е.  Из  О 
н Е получаем  Ё)Ё**ОуЕ,  что  совместно  с (Л  V В)  -»-  (Е>  У Е)  _в 
соответствии  с тосіиз  Іоііепз  дает  Л уВ-^АВ,  откуда  выводим  Л. 
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Наглядно  этот  процесс  вывода  изображается  диаграммой,  показан- 
ной на  рис.  254. 

Если  в качестве  логического  следствия  выводится  конъюнкция 
некоторого  высказывания  и его  отрицания  А Д А,  то  это  евидетечь- 
ствует  о противоречивости  посылок  (из  нее  выводится  произвольное 
высказывание,  как  истинное,  так  и ложное). 


Рис.  254.  Диаграмма  вывода  А из  посылок  (Ау  В)  С,  С -*■  (Эу  Е)  Е-+Р 

ш. 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


в (6) 


1.  Докажите  законы  логики  высказываний  (тавтологии), 


приведенные 


2.  Запишите  формулами  следующие  высказывания: 
а если  мощность  Двигателя  увеличивается,  то  надежность  повышается; 
б)  если  мощность  двигателя  не  увеличивается,  то  надежность  не  повы- 
шается или  технические  условия  изменяются;  Ь 6 П0ВЫ 

чиваетсяеХНПЧеСКИе  уСЛОВНЯ  изменяются  или  мощность  двигателя  не  увели- 

ных  Г?ыскР^Тя™йададЧИ  1!СП0Льзуйте  следующие  обозначения  для  элементар- 
ных высказывании.  А — «мощность  двигателя  увеличивается»  В — «на- 
дежность повышается»,  С - «технические  условия  изменяются».’ 

•Ъ  Упростите  систему  высказываний  из  предыдущей  задачи  для  чего 

ную"фопмулуЪЛКЦИЮ  соответствУюЩ«Д  им  формул  и преобразуйте  получен- 
може?быть  ппепгт,  про"ому  ВИДУ-  Покажите,  что  упрощенная  система 
может  быть  представлена  формулами  А В и В -*  С.  Сформѵлиоѵйте  соот- 
ветствующие им  высказывания  формулируйте  соот- 

те  лопщеРскоеВг1Ь!,СКаЗЫВаН!ІЯ  качестве  посылок,  найди- 

ким  законом  “ выРазнте  ег°  в словесной  форме.  Каким  логичес- 

в этом  случае?  воспользоваться  для  получения  логического  следствия 

5.  Докажите  логическое  следствие 


(Р  - (?)  (Я  - 5)  (5(2  -+  Т)  Т =Ф  Р V /? 

а)  через  соответствующую  тавтологию; 

б)  с помощью  правил  вывода; 

в)  дедуктивным  способом. 
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6.  Дано  высказывание:  «Для  того  чтобы  матрица  имела  обратную,  необ- 
ходимо, чтобы  ее  определитель  был  отличен  от  нуля».  Какие  из  приведенных 
ниже  высказываний  логически  следуют  из  данного? 

а)  Для  того,  чтобы  матрица  имела  обратную,  достаточно,  чтобы  ее  опреде- 
литель был  равен  нулю. 

б)  Для  того,  чтобы  определитель  матрицы  был  отличен  от  нуля,  доста- 
точно, чтобы  эта  матрица  имела  обратную. 

в)  Для  того,  чтобы  определитель  матрицы  был  равен  нулю,  необходимо, 
чтобы  эта  матрица  не  имела  обратной. 

г)  Матрица  имеет  обратную  тогда  и только  тогда,  когда  определитель  ее 
не  равен  нулю. 

д)  Определитель  матрицы  равен  нулю  тогда  и только  тогда,  когда  эта 
матрица  не  имеет  обратной. 

При  решении  задачи  представьте  все  высказывания  формулами  и вос- 
пользуйтесь каким-либо  способом  доказательства  логического  следования.^ 

7.  Докажите  равносильность  высказываний  X-*-  (ХУ  у 2)  и X у У У. 
Представьте  эту  равносильность  в виде  логических  следствий. 

8.  Упростите  следующую  систему  высказываний:  А -*  (В  у С);  В -*• 
-»  АС;  С (А  у В);  А -*■  (В  у С);  АС  В;  АВ  -*■  С.  Приняв  для  А,  В, 
С некоторые  высказывания,  сформулируйте  сложные  высказывания  исход- 
ной и упрощенной  систем. 

9.  Покажите,  что  система  высказываний  {Л'1,  Х2,  ...,  Хп }: 

а)  непротиворечива,  если  конъюнкция  ХгХ2  ...  Хп  истинна  (принимает 
значение  1)  хотя  бы  для  одной  комбинации  значений,  приписываемых  простым 
высказываниям: 

б)  противоречива,  если  конъюнкция  Х1Х2...Хп  ложна  (имеет  значения 
0)  для  всех  комбинаций  значений,  приписываемых  простым  высказываниям. 

10.  Покажите,  что  система  высказываний  (Х1}  Х2,  ...,  Хп } противо- 
речива, если  из  нее  можно  вывести  в качестве  логического  следствия  проти- 
воречие, т.е.  тождественно  ложную  формулу,  которая  всегда  принимает  зна- 
чение 0 (например,  А Д А). 

11.  Исследуйте  каждую  из  приведенных  ниже  систем  высказываний  на 
противоречивость: 

а)  А -*  ВС;  ( йуЕ ) - Р;  Р - ОуН ; СЕР; 

б)  ( АуВ ) - СП;  йуЕ  -*  Р;  Аур; 

в)  (А  - В)  (С  - П);  (В  -*  П)  (С  -*  Л);  (Е  - Р)  (Р  - О);  Е ->  Е; 

г)  (А  - ВС)  (О  ч-  ВЕ)\  (Р  - А)  С - Н;  (О -*  Н)  -*  РО;  С-+Е. 

Задачу  решите  двумя  способами:  путем  приписывания  значений  простым 
высказываниям  (буквам)  и с помощью  логического  вывода. 

12.  Запишите  в символической  фор  ме  и установите  логичность  следую- 
щих рассуждений: 

а)  Если  заменить  лампу  (А),  телевизор  будет  работать  (В)  при  условии, 
что  напряжение  подключено  (С).  Лампа  заменена,  а напряжение  не  подклю- 
чено. Следовательно,  телевизор  не  будет  работать. 

б)  Если  поднять  давление  (А)  или  увеличить  температуру  (В),  то  реакция 
произойдет  быстрее  (С),  но  опасность  повысится  (О).  Если  опасность  повысит- 
ся, то  необходимо  принять  меры  защиты  ( Е ).  Меры  защиты  не  приняты.  Следо- 
вательно, давление  поднимать  нельзя. 

в)  Если  упростить  схему  (А),  стоимость  снизится  (В),  а если  применить 
новые  элементы  (С),  надежность  увеличится  (й).  Можно  или  упростить  схему, 
или  применить  новые  элементы.  Однако  если  упростить  схему,  то  надежность 
не  увеличивается,  а если  применить  новые  элементы,  то  стоимость  не  сни- 
зится. Итак,  надежность  увеличится  тогда  и только  тогда,  когда  стоимость 
не  снижается. 
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9.  ЛОГИКА  ПРЕДИКАТОВ 


высказывания  и предикаты.  В то  время  как  логика  высказы- 
вании проявляет  интерес  только  к логической  связи  между  пред- 
ложениями,^ логика  предикатов  проникает  и в структуру  самих 
предложений  в смысле  связи  того,  о ком  или  о чем  идет  речь  (сцбъ- 
скт)  с тем,  что  говорится  о данном  предмете  (предикат).  Поэтому 
язык  логики  предикатов  лучше  приспособлен  для  выражения 
логических  связей  между  различными  понятиями  и утвержде- 
ниями. 1 

Как  указывалось  в (1.10),  п-местный  предикат  Р(х,  х9 
хп)  является  неоднородной  двузначной  логической  функцией.  Аргу- 
менты хъ  х2,  ....  хп  представляют  собой  объекты  из  множеств  их 


определения  Хи  X 


■ “2>  •••>  “лі  *•  >-•  лх  с лх,  х2  е а2,  ....  х„  ѳ А 

и называются  предметными  переменными.  Конкретные  значения 
аргументов  называют  предметными  постоянными.  Предметные 
переменные  и предметные  постоянные  образуют  класс  логических 
понятии,  называемых  термами. 

При  замещении  аргумента  хк  (предметной  переменной)  некото- 
рым его  значением  а (предметной  постоянной)  «-местный  предикат 
(Дх,  А'з,  ...,  хп)  превращается  в ( п — 1)-местный  предикат  Р (хг, 
Д.-’  Хк~1'  а’  хк+и  > хп)  и от  переменной  хк  он  уже  не  зависит' 
1 Іриписав  значения  всем  переменным  хг,  х2,  ...,  хп  из  соответствую- 
щих ооластеи  определения,  мы  получим  высказывание,  которое 
можно  рассматривать  как  0-местный  предикат. 

Например,  трехместный  предикат  Р (хъ  х2,  х3)  = «л.-,  есть 
сумма  х2  и Аз»  при  подстановке  хг  = 5 переходит  в двуместный  пре- 
дикат /'(о,  х2,х3)  — «5  есть  сумма  х2  и х3у>,  а при  дальнейшей  подста- 
новке х2  ~ 2 — - в одноместный  предикат  Р (5,  2,  а-3)  = «5  есть 
сумма  2 и А'з».  Очевидно,  при  а3  = 3 он  становится  истинным  выска- 
зыванием,  а при  всех  х3  Ф 3 ложным  высказыванием. 

2.  Кванторы.  В логике  предикатов  большое  значение  имеют 
две  операции,  называемые  кванторами,  с помощью  которых  выра- 
жают отношения  общности  и существования.  Пусть  Р(х)  — предикат 
определенный  на  множестве  М.  Утверждение,  что  все  а € М обла- 
дают свойством  Р(х),  записывают  с помощью  квантора  общности 
ухввидеухР(х),  что  читается  «для  всех  а,  Рот  а».  Утверждение 
что  существует  хотя  бы  один  объект  а из  М,  обладающий  свойством 
.о/  записывают  с помощью  квантора  существования  та  в виде 
3 хнус) , что  читается  «существует  такое  а,  что  Р от  а». 

Хотя  в выражениях  у хР(х)  и з хР(х)  и встречается  буква  а, 
но  они  не  зависят  от  значений  этой  переменной.  Кванторы  у а и з а 
связывают  переменную  х,  превращая  одноместный  предикат  в выска- 
зывание. Очевидно,  у хР(х)  истинно  только  при  условии,  что  Р(х) 
тождественно  истинный  предикат,  а во  всех  остальных  случаях 


X п,  т,  е.  Ах  € Хи  Хо  € X 


т 


это  высказывание  ложно.  Высказывание  д хР(х)  всегда  истинно, 
кроме  единственного  случая,  когда  Р(х)  — тождественно  ложный 
предикат. 

Рассмотрим,  например,  предикат  Р(х)  = «х — простое  число», 
определенный  на  множестве  натуральных  чисел.  Подставляя  вместо 
х числа  натурального  ряда,  получаем  счетное  множество  высказыва- 
ний. Некоторые  из  них,  например  Р (1),  Р (2),  Р (3),  Р (5)  ит.д., 
являются  истинными.  Высказывание  у хР(х)  — «все  натуральные 
числа  простые» — ложно,  а д хР(х)  — «некоторые  из  натуральных 
чисел  — простые»  — истинно. 

Между  кванторами  ух  и дх  имеют  место  соотношения,  обоб- 
щающие законы  де  Моргана:  у хР  (х)  = дх  Р(х)\  дх  Р (х)  = ух  Р(х). 

3.  Связанные  и свободные  переменные.  Применение  квантора  к 
«-местному  предикату  превращает  его  в (« — 1)-местный  предикат. 
Кванторы  можно  также  применять  к нескольким  различным  пе- 
ременным (по  одному  квантору  какого-либо  типа  к каждой  пере- 
менной). Если  к «-местному  предикату  применяется  к кванторов,  то 
он  превращается  в («  — 6)-местный  предикат,  а при  « = к — в вы- 
сказывание. Переменные,  к которым  применяются  кванторы,  назы- 
ваются связанными,  а остальные  переменные  — свободными.  На- 
пример, из  двухместного  предиката  Р(х,  у)  с помощью  кванторов 
получаем  одноместные  предикаты  у хР(х,  у);  д хР(х,  у)\  у уР(х,  у) 
и д уР(х,  у),  а также  высказывания  уху  уР(х,  у);  ухд  уР(х,  у); 
дхд уР(х,  у)  и т.  п. 

Порядок  следования  одноименных  кванторов  не  имеет  значения, 
но  разноименные  кванторы  переставлять  нельзя.  Так,  уху  уР(х,  у) 
эквивалентно  ууухР(х,  у),  но  высказывания  ухд уР(х,  у)  и 
д г/у  хР(х,  у),  вообще  говоря,  различны.  В этом  можно  убедиться 
на  примере  предиката  Р(х,  у)  = «х  делит  у»,  который  в первом  слу- 
чае превращается  в высказывание  «для  всякого  х существует  такое 
у,  что  х делит  у»  (истинно),  а во  втором  — «существует  такое  у, 
что  любое  х делит  у»  (ложно). 

Квантор  связывает  переменную  в области  своего  действия.  Эта 
область  обычно  заключается  в скобки,  если  она  содержит  не  один 
предикат,  а совокупность  предикатов,  связанных  символами  логичес- 
ких операций.  Выражения,  которые  можно  образовать  применением 
к предикатам  сентенциональных  связок  и кванторов,  представляют 
собой  формулы  логики  предикатов.  Переменная  свободна  в формуле, 
если  хотя  бы  на  одно  ее  вхождение  не  распространяется  действие 
квантора.  Переменная  связана  в формуле,  если  она  связана  по  мень- 
шей мере  одним  квантором.  Например,  в формуле  д у у х(Р(х,  у) 

-ѵ  у гСЦг))  вхождение  каждой  из  переменных  связано,  а в формуле 
V х{Р(х,  у)  V 3 УЯІУ))  V к(х)  переменная  х одновременно  и свобод- 
ная и связанная. 


20  5-165 
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4.  Категорические  высказывания.  Перевод  предложений  с рус- 
ского или  какого-либо  другого  языка  на  символический  язык  логики 
предикатов  вызывает  определенные  трудности  из-за  отсутствия 
механических  правил.  Он  основан  не  столько  на  форме  обычных 
предложении,  сколько  на  выявлении  их  смысловой  связи. 

В традиционной  логике  большое  внимание  уделяется  четырем 
типам  категорических  высказываний,  которые  обычно  обозначаются 
заглавными  латинскими  буквами  А,  Е,  I , О: 

А — общеутвердительное  высказывание  «Всякое  5 суть  Я»- 
Ѵх(5(х)  ->  Я(а)),  что  означает:  «Для  всех  х,  если  х обладает  свой- 
ством о , то  А'  обладает  и свойством  Я»; 

Е общеотрицательное  высказывание  «Никакое  5 не  есть  Я»- 

V х(8(х)  ->  Я( а)),  что  означает  «Для  всех  а,  если  а обладает  свой- 
ством о,  то  он  не  обладает  свойством  Я»; 

р / _ частноутвердительное  высказывание  «Некоторые  5 суть 
Я»:  за(5(а)  Л Я(а)),  что  означает  «Существует  такой  объект  а 
обладающий  свойством  5,  который  также  обладает  свойством 


О частноотрицательное  высказывание  «Некоторые  5 не  суть 
Я»:  3 а(5(а)  А Я(а)),  что  означает  «Существует  такой  объект  а 
который  обладает  свойством  5 и не  обладает  свойством  Ру>. 

Пусть  например,  $(х)  = «а  — селедка»  (свойство  «быть  селед- 
кой») и Я (а)  = «а  — рыба»  (свойство  «быть  рыбой»).  Тогда  четырем 
типам  категорических  высказываний  соответствуют  следующие 
утверждения:  А = «Всякая  селедка  — рыба»;  Е = «Никакая  селед- 
ка не  является  рыбой»;  / = «Некоторые  селедки  — рыбы»-  О = 
= «Некоторые  селедки  не  являются  рыбами». 

На  основе  правил  преобразования  высказываний  (8.7)  и зависи- 
мостеи  между  кванторами  (2)  можно  записать:  ух(8(х)-*-Р(х))** 

•<=>-ЗА(5(а)  Ѵ/5(х))^за(5(а)ДЯ(а)).  Аналогично  преобразуются  и 
другие  типы  высказываний,  в результате  чего  получаем  зависи- 
мости: 


V*  (5  (х)  ->  Я (а))  ~зх  (5  (а)  Л Я (а)); 
ух  (8  (а)  /Да))  ~ за  (5  (а)  Л Я (а)); 

ух  (8  (а)  ->  Я (а))  ^ за  (5  (а)  А Я (а)); 
ух  (8  (а)  ->  Я (а))  за  (5  (а)  А Я (а)). 

Как  видно  из  приведенных  равносильностей,  высказывания 
л и с»,  а также  Ь и / являются  отрицаниями  друг  от  друга  (если 
одно  из  них  истинно,  то  другое  ложно  и обратно)  и называются 
противоположными.  Из  коммутативности  операции  конъюнкции 
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следует,  что  суждения  Е и / допускают  перестановку  предикатов 
3(х)  и Р(х),  т.  е. 


3х  (5  (х)  Л Р (х))  ~ эх  (Р  (х)  Д 5 (ж)); 
3*  (5  (х)Л  Р {х))  за:  (Р  (л:)Д  5 (*)). 


5.  Непосредственные  заключения.  Приняв  одно  из  категоричес- 
ких высказываний  в качестве  посылки,  а другое  — в качестве  след- 
ствия, можно  построить  так  называемые  непосредственные  заключе- 
ния. Истинность  или  ложность  заключения  зависит  только  от  его 
формы  или,  как  говорят,  от  его  модуса. 


8ПР=  0 


8ПР  = 0 


5еР 


8оР 


Рис.  255.  Логический  квадрат. 


Обычно  категорические  высказывания  сокращенно  обозначают 
совокупностью  трех  букв  8аР,  8еР , 8іР,  8оР,  где  а,  е,  і,  о ука- 
зывают на  тип  высказывания  (А,  Е,  I,  О);  8 и Р — термины,  озна- 
чающие свойства  (в  таком  порядке,  в каком  они  входят  в выска- 
зывание). Например,  непосредственное  заключение  \х  (5  (х)  -ѵ  Р (*))->• 
->За(Р(а)Д5(а))  в принятых  обозначениях  запишется  как  ЗаР 

8ІР. 

Простой  анализ  показывает,  что  8іР  является  логическим  след- 
ствием ЗаР,  а 8оР  — логическим  следствием  8еР.  Высказывания 
8аР  и 8еР  могут  одновременно  быть  ложными,  но  не  истинными 
и поэтому  называются  противоречивыми.  Высказывания  ЗіР  и ЗоР 
могут  быть  одновременно  истинными,  но  не  ложными  и поэтому 
называются  антипротиворечивыми. 

Традиционная  схема  отношений  между  категорическими  выска- 
зываниями, называемая  логическим  квадратом,  показана  на  рис.  255. 


20" 
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Там  же  приведены  диаграммы  Венна  для  каждого  из  четырех  ти- 
пов высказываний.  Они  непосредственно  вытекают  из  правых  час- 
тей выражений  в (4)  и теоретико-множественной  интерпретации 
логических  операций  над  предикатами  (1.  10),  причем  заштрихован- 
ные области  соответствуют  пустым  множествам,  а отмеченные  звез- 
дочкой (*)  — непустым  множествам.  Так  как  5 [)  Р = 0,  если 
и только  если  5 сд  Р,  то  высказывание  ЗаР  соответствует  отноше- 
нию включения  множеств  5сР.  В случае  высказывания  8сР 
множества  5 и Р являются  непересекающимися,  а в случае  выска- 
зывания 8іР  множества  5 и Р должны  иметь  непустую  общую  часть. 
Наконец,  высказывание  8оР  в силу  тождества  5 (")  Р = 5\Р  соот- 
ветствует дополнению  5 до  Р. 

Поскольку  каждый  из  четырех  типов  высказываний  может  быть 
как  посылкой,  так  и следствием,  то  всего  можно  образовать  4 • 4 = 
= 16  модусов  непосредственных  заключений  с одинаковым  поло- 
жением терминов  5 и Р в посылках  и следствиях.  Изменив  порядок 
следования  терминов  в следствиях  (ЗР  на  РЗ),  получим  еще  16 
модусов.  Итак,  имеется  всего  32  существенно  различных  модусов 
непосредственных  заключений.  Анализ  (например,  с помощью 
диаграмм  Венна)  показывает,  что  только  10  из  них  являются  тавто- 
логиями, т.  е.  правильными  модусами.  Кроме  четырех  модусов, 
в которых  посылки  и следствия  являются  одинаковыми  высказыва- 
ниями, и двух  модусов,  допускающих  перестановку  терминов 
(8еР  =ф  РеЗ,  5 іР  =*-  РіЗ),  правильными  являются  модусы  ЗаР  =► 
=*  8іР\  ЗеР  =ф  ЗоР;  ЗаР  =*  Рі8\  ЗеР  =*  РоЗ. 

К таким  выводам  приходим,  если,  следуя  традиционной  фор- 
мальной логике,  считать,  что  термины  5 и Р всегда  соответствуют 
непустым  множествам,  т.  е.  предикаты  5(лг)  и Р(х)  не  могут  быть 
тождественно  ложными.  Если  же,  например,  8(х) — тождественно 
ложно  (5  = 0),  то  высказывания  ЗаР  и ЗеР  всегда  истинны,  а ЗіР 
и ЗоР  — ложные  (это  хорошо  видно  из  рис.  255).  Тем  самым  нару- 
шается правильность  ряда  модусов  традиционной  логики. 

Пусть,  например,  8(х)  = «х  — летающие  черепахи»,  а Р(х) 
означает  «жить  в зоопарке».  Тогда  категорические  высказывания 
четырех  типов  суть  следующие:  ЗаР  = «Все  летающие  черепахи 
живут  в зоопарке»,  ЗеР  = «Никакие  летающие  черепахи  не  живут 
в зоопарке»,  ЗіР  = «Некоторые  летающие  черепахи  живут  в зоопар- 
ке», ЗоР  «Некоторые  летающие  черепахи  не  живут  в зоопарке». 
Первые  два  высказывания  истинны,  что  ясно  из  их  эквивалентного 
представления:  ЗаР  = «Не  существует  такого  объекта  х,  который 
был  бы  летающей  черепахой  и не  жил  в зоопарке»  и ЗеР  — 
= «Не  существует  такого  объекта  л;,  который  был  бы  летающей 
черепахой  и жил  в зоопарке».  Истинность  этих  высказываний  сле- 
дует уже  из  того,  что  действительно  «не  существует  такого  объекта, 
который  был  бы  летающей  черепахой»,  т.  е.  в силу  тождественной 
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ложности  предиката  8(х).  По  этой  же'  причине  ложными  являются 
два  других  высказывания  8іР  и 8оР. 

Ясно,  что  при  тождественно  ложном  8(х)  высказывание  / не  явля- 
ется следствием  А и высказывание  О не  является  следствием  Е, 
т.  е.  модусы  8аР  =*■  8іР ; 8еР  =ф  8оР\  8аР=*  Рі8 ; 8еР  =>  Ро8 
перестают  быть  правильными.  Теряют  смысл  и некоторые  отноше- 
ния между  высказываниями,  изображенные  на  логическом  квад- 
рате. Традиционная  логика  находит  выход  из  этого  положения, 
не  допуская  тождественно  ложных  предикатов,  а значит,  и пустых 
множеств.  Но  современная  логика  предикатов  не  может  встать  на 
такую  точку  зрения,  которая  сильно  сузила  бы  область  ее  приме- 
нения. О целесообразности  допущения  пустых  множеств  уже  гово- 
рилось в (1 . 2.  2).  Рассматривая  пустое  множество  как  подмножество 
любого  множества,  мы  не  нарушаем  теоретико-множественных 
соотношений  для  различных  типов  категорических  высказываний 
(рис.  255). 

6.  Категорические  силлогизмы.  Так  называют  суждения  типа 
XV  -у  2,  где  X,  V и 2 — категорические  высказывания.  Из  истин- 
ности конъюнкции  XV  (она  истинна  только  при  истинных  X и К) 
на  основании  тосіиз  ропепз  можно  выводить  истинность  высказы- 
вания 2.  Если  \=ХѴ  -у  2,  то  XV  2 — правильный  силлогизм. 

Во  всяком  силлогизме  X — большая  посылка,  содержащая  тер- 
мины М и Р\Ѵ  — малаяпосылка,  содержащая  термины  М и 5,  и 2 — 
заключение,  в котором  5 играет  роль  подлежащего  и Р — сказуемого. 
Таким  образом,  в силлогизме  участвуют  три  термина,  называемые: 
5 — малый  термин,  М — средний  термин  и Р — большой  термин, 
причем  некоторое  суждение  от  5 и Р выводится  из  двух  высказы- 
ваний — посылок,  в которых  участвует  средний  термин  М,  отсут- 
ствующий в заключении.  Например,  МаР  • 8аМ  -у  8аР  означает: 
«Если  все  М суть  Р и все  5 суть  М,  то  все  5 суть  Р»,  что  принято 
записывать  в виде: 

Все  М суть  Р 
Все  5 суть  М 
Все  5 суть  Р 

В зависимости  от  порядка  следования  терминов  в посылках 
совокупность  силлогизмов  распадается  на  четыре  группы,  называе- 
мые фигурами  силлогизмов: 


МР 

РМ 

МР 

РМ 

■ 

8М  . 

М8  ■ 

М8 

8Р  ' 

8Р  ’ 

8Р  ’ 

8Р 

В данной  фигуре  каждое  из  высказываний  может  относиться 
к одному  из  четырех  типов  А,  Е,  I,  О,  поэтому  из  нее  можно 
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образовать  43  = 64  модуса,  'а  общее  количество  модусов  для  всех 
четырех  фигур  равно  64  ■ 4 = 256.  Основная  задача  теории  силло- 
гизмов состоит  в выделении  множества  правильных  модусов,  т.  е. 
таких,  которые  при  любых  конкретных  терминах  позволяют  из 
истинных  посылок  делать  истинные  заключения.  Можно  доказать, 
что  из  256  модусов  правильными  являются  только  15.  Для  наиме- 
нования правильных  модусов  применяются  слова,  содержащие  три 
из  четырех  букв  і,  о,  которые  указывают  последовательно  на 
типы  высказывании  посылок  и заключения.  Они  выглядят  (по  фигу- 
рам) следующим  образом: 


ВагЬага 

Сеіагепі 

ОагН 

Регіо 

1)  МаР 

МеР 

МаР 

МеР 

5 аМ 

8аМ 

8ІМ 

8ІМ 

8а  Р 

8еР 

8іР 

8оР 

Сегаге 

Сашезігез 

Резііпо 

Вагосо 

2)  РеМ 

РаМ 

РеМ 

РаМ 

8а  М 

8:М 

8Ш 

8оМ 

8еР 

8еР 

8оР 

8оР 

Оаіізі 

Регізо 

Оізатіз 

Восагсіо 

3)  МаР 

МеР 

МіР 

МоР 

Мі8 

Мі8 

Ма8 

Ма8 

8ІР 

8оР 

8іР 

8оР 

Саіетез 

Ргезізоп 

Пішаііз 

4)  РаМ 

РеМ 

РіМ 

Мс8 

Мі8 

Ма8 

8гР 

8оР 

8іР 

Традиционная  логика  признавала  правильными  еще  девять  модусов, 
которые  имеют  место  при  условии,  что  терминам  соответствуют 
непустые  множества  объектов.  Правильность  модусов  доказывается 
на  основе  законов  логики  высказываний.  Так,  для  модуса  Сеіагепі 
имеем:  ух  (Щх)  ->  рЩ)  ух  (5 (х)  ->М(х))~  ух  (($(*)  ->■  М (х))  А 
Л ( М (х)  Р (х))).  Согласно  закону  силлогизма  ((А  ->■  В)  (В->  С))  =* 

•=»  {А  С),  если  для  всякого  х выражение  (5  (х)  ->  М (х))  (М  (х)  -> 
Р (х))  истинно,  то  истинно  и выражение  5(х)-»РД).  Таким 
образом,  в сокращенной  записи  имеем  МеР  ■ 8аМ  =ф  ЗеР,  что  и 
представляет  собой  силлогизм  Сеіагепі.  Аналогично  доказываются 
и другие  правильные  силлогизмы.  Придавая  терминам  5,  М,  Р 
конкретное  содержание,  из  истинных  посылок  всегда  будем  полу- 
чать истинные  заключения.  Например,  в соответствии  с модусом 
Резііпо  имеем: 
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Никакие  черепахи  не  летают 
Некоторые  животные  летают 
Некоторые  животные  — не  черепахи 

В то  время  как  правильность  модуса  требует  строгого  доказа- 
тельства, для  установления  неправильности  какого-либо  модуса 
достаточно  привести  опровергающий  его  контрпример.  Так,  модус 
МаР  • МіЗ  ->  ЗаР  опровергается  ложным  суждением: 

Всякое  четное  число  делится  на  2 
Некоторые  четные  числа  — простые 
Всякое  простое  число  делится  на  2 

Правильный  вывод  из  приведенных  посылок  «Некоторые  прос- 
тые числа  делятся  на  2»  (множество  таких  простых  чисел  содержит 
единственный  элемент  2)  следует  в соответствии  с модусом  Оаіізі. 

7.  Символизация  языка.  Современная  логика  предикатов  рас- 
полагает более  общими  и универсальными  методами  обоснования 
правильных  выводов,  чем  традиционная  формальная  логика.  Пер- 
вым этапом  построения  какого-либо  доказательства  или  теории 
является  символизация  исходных  положений,  подвергающихся 
логическому  анализу  или  принимаемых  в качестве  аксиом  данной 
теории.  Этот  процесс  обычно  сводится  к переводу  некоторых  выска- 
зываний на  символический  язык  логики  предикатов.  Приведем  не- 
которые примеры. 

Рассмотрим  сложное  высказывание,  выраженное  на  обычном 
языке:  «Некоторые  студенты  выполнили  все  задания.  Ни  один  сту- 
дент не  выполнял  графиков.  Следовательно,  ни  одно  задание  не  яв- 
лялось графиком».  В первом  предложении  участвуют  одноместные 
предикаты  — свойства  Р(х)  = «х  — студент»,  С}{у)  = « у — зада- 
ние» и двуместный  предикат  Р(х,  у)  = «х  — выполнил  у ».  Так  как 
в нем  говорится  о «некоторых  студентах»,  то  соответствующая  форма 
будет  з х(Р(х)  А А(х)),  где  А(х)  — сложное  высказывание,  харак- 
теризующее предикат  Р(х),  а именно:  «выполнили  все  задания». 
Поскольку  речь  идет  о «всех  заданиях»,  то  переменная  у связы- 
вается квантором  общности  и высказывание  А(х)  представляется 
формулой  V У(Я(У)  Ж*.  У ))>  которая  дословно  переводится  «для 
всякого  у,  если  у — задание,  то  х выполнили  у »,  смысл  которого 
соответствует  фразе  «выполнили  все  задания».  Итак,  символичес- 
кая запись  первого  предложения  имеет  вид:  д х(Р(х)  А у У(0.(У)  -+■ 

Р(х,  у))).  Аналогично  записывается  и второе  предложение 
ѵ х(Р(х)  -ѵ  V у(3(у)  ->  Ж*.  У))),  где  8(у)  = « У — график».  Заклю- 
чение «Ни  одно  задание  не  являлось  графиком»  представляет  собой 
категорическое  высказывание  типа  С}е 3.  Таким  образом,  получаем 
окончательно:  д х(Р(х)  Д у у{(2(у)  Р(х,  у)))  А у х(Р(х)  -*• 
->  ѴУ{3(у)  ->  К(х,  у)))  ->  у х@(х)  ->■  5(х)). 
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^*?С<^0ТРИМ  пРпмеРы  символической  записи  свойств  и опреде- 
лении. Пусть  Р(х,  у)  бинарное  отношение,  определенное  на  неко- 
тором множестве  М.  Рассматривая  его  как  двуместный  предикат 
записываем  основные  свойства  отношений  (2.2.9):  у жР(ж  х)  — песЬ- 
лексивность,  у л:  у У)~*-р  (У.  х))—  симметричность,  у жу  ууг  х 
л (р(х’У\АР<;У’г)  р(х’  *))—  транзитивность,  ужу  у (Р(х,у)/\ 
/\  и (у,  х)  -+■  (х  = у))  — антисимметричность  ит.д.  С помощью 
этих  и подобных  им  выражений  определяются  любые  типы  бинарных 
отношений,  обладающих  некоторой  совокупностью  свойств.  Так 
отношение  эквивалентности  определяется  как  двуместный  предикат 
удовлетворяющий  формуле:  у х Р (х,  ж)  А у ж у у (Р  (ж,  у)  -I 
-*■  рп  (У>  х))  А У х ѵ У у г(Р(х,  у)  л Р(У,  г)  -ѵ  Р(х,  г)). 

Символический  язык  логики  предикатов  широко  используется 
в современной  научно-технической  литературе.  Поэтому  необхо- 
димо научиться  уверенно  расшифровывать  формулы,  записанные 
на  этом  языке.  Пусть,  например,  у х(Р(х)  э уЩу)  Л Р(х,  у))), 
де  Р(х)  «х  простое  число»,  О(х)  = «х  ~ четное  число», 
Р(х,  у)  - «/У  Делится  на  х».  Это  общеутвердительное  высказывание 
в котором  Р(х)  играет  роль  подлежащего,  а д у (С1(у)  /\  р(х  у))  — 
сказуемого.  В свою  очередь,  сказуемое  является  частноутверди- 
тельным высказыванием  относительно  переменной  у (х~  свободная 
переменная)  и означает:  «Существует  такое  четное  число  у,  которое 
делится  на  ж».  Тогда  исходная  формула  расшифровывается  следую- 
щим образом:  «Для  всех  ж,  если  ж — простое  число,  существует 
такое  четное  число  у,  которое  делится  на  ж»  или  проще:  «Для  вся- 
кого простого  числа  можно  подыскать  такое  четное  число  которое 
делится  на  это  простое  число».  ’ 

8.  Оценочная  процедура.  Истинное  значение  формулы  в логике 
предикатов  можно  установить  с помощью  оценочной  процедит 
Она  сводится  к определению  значений  входящих  в данную  формулу 
предикатов  при  замещении  свободных  переменных  элементами  из 
множества  их  определения.  При  этом  последовательно  использу- 
ются общие  свойства  сентенциональных  связок  и кванторов.  Исход- 
ными данными  являются  неоднородные  функции,  представляющие 
предикаты,  и конкретные  значения  высказываний  и свободных  пере- 
менных, для  которых  требуется  найти  значение  формулы 

Проиллюстрируем  рассматриваемую  процедуру  ' на  примере 

^ГУЛЫ  х^(х'  У’  г)  ^ 3 У0.(х,  у))  V (Нх,  у)3,  где  предикаты 
заданы  на  двухэлементном  множестве  \а,  Ъ)  таблицами  соответствия: 

<?  (ж,  у) 


р 

(х. 

У.  г) 

У 

а 

а 

ь 

ь 

г 

а 

Ь 

а 

ь 

х ! а 

0 

1 

1 

0 

х [ ь 

0 

1 

0 

1 

ХІ  а 
Х\  Ь 


а 

ь 

0 

0 

0 

1 
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Пусть  5 = 0;  х = Ь\  у = а;  г — а.  Подставляя  эти  значения 
в формулу,  получаем  у х(Р(х,  а,  а)  -»•  д уСЦх,  у))  V ЯФ,  а)  ■ \. 
Так  как  <2(6,  а)  — 0,  то  формула  упрощается  к виду  у х(Р(х,  а,  а)  -> 
д уСЦх,  у)).  Это  выражение  представляет  собой  высказывание, 
для  установления  значения  которого  необходимо  выяснить,  явля- 
ется ли  одноместный  предикат  в скобках  истинным  для  всех  значе- 
ний х.  Соответствующая  таблица  имеет  вид: 


X 

Р (х,  а, 

а)  -*■  ду  <?  (х,  у) 

а 

0 

1 0 

Ь 

0 

1 1 

Здесь  значения  Р(х,  а,  а)  взяты  из  первого  столбца  таблицы  для 
Р(х,  у,  г).  Значения  д уСЦх,  у)  получены  на  основе  таблицы  для 
С1(х,  у).  Так  как  первая  ее  строка  содержит1  только  нули,  то  д у<2(х, 
у)  при  х = а получает  значение  0.  Во  второй  строке  имеется  еди- 
ница, откуда  заключаем,  что  д у(2(х,  у)  при  х = Ъ имеет  значение  1. 
Истинностные  значения  выражения  Р(х,  а,  а)  -*■  д уС}(х,  у)  поме- 
щены в таблице  под  знаком  импликации  (так  часто  поступают  для 
сокращения  места). 

Как  видим,  это  выражение  тождественно  истинно  относительно 
переменной  х,  следовательно,  у х(Р(х,  а,  а)  -*■  д у(}(х,  у))  также 
истинно,  т.  е.  исследуемая  формула  имеет  значение  1.  Аналогично 
можно  определить  истинностные  значения  формулы  и при  других 
значениях  переменных  х,  у,  г и высказывания  5.  Рассмотренная 
процедура  трудоемка  даже  для  сравнительно  простых  формул, 
особенно,  если  требуется  найти  истинностные  значения  на  все- 
возможных наборах  (при  этом  необходимо  выполнить  эту  процедуру 
для  всех  функций  Р(х,  у,  г)  и 0_(х,  у)). 

9.  Общезначимость.  Особый  интерес  представляют  общезна- 
чимые формулы,  которые  истинны  (принимают  значения  1)  при  каж- 
дом приписывании  значений  входящих  в них  свободных  перемен- 
ных и предикатов.  Если  А — общезначимая  формула,  то  она,  как 
и тавтологии,  обозначается  I — А. 

Для  доказательства  общезначимости  формул  используется  ап- 
парат логики  высказываний,  дополненный  теоремами  для  выраже- 
ний, содержащих  кванторы.  Приведем  некоторые  из  них. 

1)  Пусть  С?(х)  — формула,  свободная  для  у;  тогда:  а)  |=  ухСЦх)  -> 

-*■  <2(у)і  б)  | = <2(г/)  + д *(?(*); 

2)  Пусть  Я — формула,  не  содержащая  свободных  вхождений 
переменной  х,  и С?(х)  — какая-либо  формула;  тогда:  а)  если  \ = Я -> 
->  <2(л:),  то  | = у х<2(х);  б)  если  | = ф(лс)  Я,  то  д хС?(х)  ->  Я. 

3)  | = ф(*),  если  и только  если  1=  у хС1(х)  (следствие  из  теорем 
1 и 2). 

На  основе  этих  теорем  строятся  правила  вывода,  которые,  наря- 
ду с правилами  исчисления  высказываний^ (правила  подстановки 
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и заключения,  теорема  дедукции  и др.),  используются  для  дока- 
зательства логических  следствий. 

Правило  универсальной  конкретизации  (УК):  из  у хО(х)  кото- 
рая свободна  для  у,  выводится  С)(у)  подстановкой  в О(х)  вместо 
х переменной  у (теорема  1 а). 


Правило  универсального  обобщения  (УО):  если  <2(.ѵ)  — следствие 
посылок,  ни  одна  из  которых  не  имеет  свободных  вхождений  х то 
из  нее  выводится  у хС&х)  (теорема  2 а). 

Кроте  того,  можно  использовать  еще  два  правила,  представляю- 
щие собой  аналоги  приведенных  выше  правил  для  квантора  суще- 
ствования. р * 

Правило  экзистенциальной  конкретизации  (ЭК)  позволяет 
перейти  от  3 хР(х)  к Р( а),  где  а — неизвестный,  но  вполне  опре- 
деленный элемент  такой,  что,  если  3 хР(х)  истинно,  то  Ріа)  также 
истинно.  ѵ ' 
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Правило  экзистенциального  обобщения  (ЭО)  позволяет  перейти 
от  Р(а)  к з хР(х),  т.  е.,  если  существует  такое  а,  что  Р{а)  истинно, 
то  истинно  и ^хР(х). 

В логику  предикатов  полностью  переносятся  все  тавтологии, 
в частности  соотношения:  а)  | — А ~ В,  если  и только  если  А «=*-  В; 
б)  \ = А В,  если  и только  если  Л =*  В. 

10.  Доказательство  логического  следствия.  Исходя  из  понятия 
общезначимости,  можно  дать  следующее  определение  логического 
следствия  в логике  предикатов:  формула  В есть  логическое  следствие 
формул  Аъ  Л2,  ...,  Ат,  т.  е.  Лх,  Л2,  ...,  Ат=*  В,  если  для  каждого 
множества  определения  и для  каждого  приписывания  формулам 
Л,  (г  = 1,  2 т)  в этом  множестве  формула  В истинна  при  усло- 

вии, что  все  Л,  истинны.  При  этом  для  всех  свободных  вхождений 
некоторой  переменной  х в какие-нибудь  А(  выбирается  одно  и то  же 
значение  х из  множества  определения,  т.  е.  такое  х по  существу 
рассматривают  как  постоянную. 

Следуя  общей  схеме  рассуждений,  изложенной  в (8.  10),  а также 
дополнительным  правилам  вывода  (9),  рассмотрим  пример  из 
(7),  где  з х(Р(х)  А у УЮІУ)  -*■  Щх,  у)))  и у х (Р(х)  ->  у у {8 (у)  -> 

Р(х,у)))  — посылки  и у *(<?(*)  8(х))  — заключение.  Процесс 

доказательства  представляется  диаграммой,  показанной  на  рис.  256. 
Применение  правил  вывода,  специфических  для  логики  предикатов, 
указано  здесь  их  сокращенными  обозначениями.  Остальные  пра- 
вила заимствованы  из  логики  высказываний. 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  На  множестве  натуральных  чисел  определены  предикаты:  Р(х)  = 
= «число  х делится  на  8»  и С?(х)  = «х  — четное  число».  Прочитайте  следую- 
щие высказывания  и выясните,  какие  из  них  истинны: 

а)  цхР  (х):  д)  ухС?  (х): 

б)  з хР  (х);  е)  ух  (Я  (х)  -*  0 (х))\ 

в)  ухф  (х);  ж)  у*  (<Э  (х)  -*■  Р (х)У, 

г)  д*<2  (х):  з)  зх  (С?  (х)  ->-  Р (х)). 

2.  Пусть  х — множество  прямых  на  плоскости.  На  этом  множестве 
определены  предикаты:  Я(х,  у)  = «прямая  х пересекается  с прямой  у», 
8 (х,  у ) — «прямая  х параллельна  прямой  у »,  причем  х,  у $ X.  Прочитайте 
следующие  высказывания  и определите  их  истинность: 

а)  у*з уР  (х,  у): 

б)  Н*3 уЗ  С*.  У)’  

в)  ухуу  (К  (х,  у)  -*  8 (х,  у)): 

г)  ухуу  (Р  (х,  у)\/8  (х,  у)). 

3.  На  множестве  натуральных  чисел  определены  предикаты:  Р(х)  = «х  — 
простое  число»,  С?(х)  — «х  — четное  число»,  Р(х,  у)  = «х  не  равно  г/».  Пере- 
ведите на  русский  язык  формулу 

Зх  (Р  (х)ДС?  (х))Дзх  (Я  (х)  ДС?  (х)Аэ У (Я  (*>  У)ЛР(У)№  (</)))• 
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4.  Запишите  формулы  логики  предикатов  для  приведенных  ниже  утвер- 
ждений. 

а)  Каждый  студент  изучает  или  английский,  или  немецкий,  или  фран- 
цузский язык. 

б)  Некоторые  устройства  укомплектованы  осциллографами. 

в)  Не  все  телевизоры  работают  хорошо. 

г)  Ни  один  прибор  не  оказался  забракованным. 

д)  Все  рабочие,  которые  выполнили  задание,  получили  премии. 

5 Граф  О = (У,  Е)  определяется  заданием  непустого  множества  вер- 
шин V,  множества  ребер  Е и трехместного  предиката  Р(х,  е,  у)  = «ребро  е сое- 
диняет вершины  х и у»,  который  определен  на  всех  упорядоченных  тройках 
(х,  е,  у),  причем  х,  у $ V и е ^ Е (для  орграфа  х считается  начальной,  а 
У конечной  вершинами  дуги  е).  Запишите  предикаты,  задающие 

а)  подмножество  дуг  орграфа,  исходящих  из  вершин  а; 

б)  подмножество  дуг  орграфа,  входящих  в вершину  Ь ; 

в)  подмножество  ребер  графа,  инцидентных  вершине  а ; 

г)  подмножество  ребер  графа,  соединяющих  вершины  а и Ь. 

6.  В соответствии  с определением  графа  из  задачи  5 расшифруйте  сле- 
дующие высказывания: 

а)  3-ѵ.  У (х  Ф у АР  (х,  е,  у)[\Р  (у,  е,  х))\ 

б)  дхЯ  (х,  е,  х); 

в)  зх,  у(хфуАР(х,  е,  у) АР  (У,  г,  х)). 

Покажите,  что  для  каждого  е $ Е истинно  одно  и только  одно  из  них 
и назовите  подмножества  множества  Е,  которые  соответствуют  этим  выска- 
зываниям. 

7.  Пусть  определены  одноместные  предикаты:  5(х)  — «х  — прибор» 
и Р(х)  — «х  прошел  испытание». 

а)  Сформулируйте  категорические  высказывания  всех  четырех  типов; 

б)  Переведите  все  высказывания  к такой  форме,  в которой  используются 
только  кванторы  одного  типа. 

в)  Переставьте  предикаты  в высказываниях  и укажите  случаи  когда 

такие  перестановки  допустимы.  * 

„8-  Рассматривая  одноместные  предикаты  5(х)  и Р(х)  как  определяющие 
свойства  подмножеств  8 и Р некоторого  универсума,  укажите  все  категори- 
ческие высказьшания’  К0Т0Рые  соответствуют  каждому  из  следующих  слу- 

а)  5 — подмножество  Р (8  сд  Р); 

б)  8 и Р совпадают  (5  ==  Я); 

в)  Р — подмножество  5 (Р  сд  5); 

г)  5 и Р пересекаются  ($[]Я  Ф 0); 

Д)  5 и Р не  пересекаются  (5  П Р — 0). 

9.  Запишите  все  32  модуса  непосредственных  заключений  и приведите 
примеры,  опровергающие  неправильные  модусы. 

10.  Выпишите  большую  и малую  посылки,  заключение,  малый,  средний 
и большой  термины  в следующих  категорических  силлогизмах: 

а)  Если  некоторые  транзисторы  негодные  и все  транзисторы  проверяются 
то  среди  проверенных  транзисторов  найдутся  негодные. 

б)  Никто  из  спортсменов  не  изучает  иностранных  языков,  если  все 
инженеры  изучают  иностранный  язык  и некоторые  из  них  • — спортсмены. 

Установите  типы  модусов  приведенных  силлогизмов  и их  правильность. 

П.  Пользуясь  правилами  логического  вывода,  докажите- 

а)  ух  (Р  (х)  -+  С}  (х)АР  (х));  Ях  (Я  (х)Д5  (х))=^дх  (Я  (х)Д5  (*)): 

б)  дх  (Я  (Х)АѴУ  (ОМ.  - Я (х,  у)))-  ух  (Я  (х)  - у у (8  (у)  ->  р(х.у) ))  =► 
=Фух  (0  (х)  -*■  8 (х )) . 

Придумайте  словесное  истолкование  для  этих  соотношений. 
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10.  АЛГОРИТМЫ 


1.  Что  такое  алгоритм?  С давних  времен  в математике  сложи- 
лось интуитивное  представление  об  алгоритме  как  формальном 
предписании,  которое  определяет  совокупность  операций  и порядок 
их  выполнения  для  решения  всех  задач  какого-либо  типа. 

Каждый  встречается  с алгоритмами  со  школьной  скамьи.  Пра- 
вила, по  которым  выполняются  арифметические  действия  явля- 
ются простейшими  примерами  алгоритмов.  Сам  термин  «алгоритм» 
происходит  от  имени  средневекового  узбекского  математика  Аль- 
Хорезми,  который  еще  в IX  в.  сформулировал  такие  правила.  В 
своем  развитии  математика  накопила  огромное  количество  раз- 
личных алгоритмов.  Получая  соответствующую  интерпретацию 
в конкретных  приложениях,  они  составляют  значительную  и наи- 
более существенную  часть  математического  аппарата,  использу- 
емого в технике. 

В наше  время  понятие  алгоритма  подверглось  глубокому  изу- 
чению и уточнению,  главным  образом,  в связи  с проблемой  алго- 
ритмической неразрешимости.  Дело  в том,  что  попытки  решить  ряд 
задач  натолкнулись  на  трудности,  которые  не  удалось  преодолеть, 
несмотря  на  долгие  и упорные  усилия  многих  крупных  математи- 
ков. Например,  до  сих  пор  не  найдено  алгоритма  для  решения 
диофантовых  уравнений,  осталась  нерешенной  проблема  четырех 
красок  в теории  графов  и т.  д.  В связи  с этим  возникло  предположе- 
ние, что  далеко  не  для  всякого  класса  задач  возможно  построение 
разрешающего  алгоритма. 

Если  доказательством  существования  алгоритма  служит  само 
описание  разрешающего  процесса,  то  для  доказательства  его  отсут- 
ствия уже  недостаточно  интуитивного  понятия  алгоритма.  Нужно 
точно  знать,  что  такое  алгоритм  и располагать  методами  строгого 
доказательства  алгоритмической  неразрешимости.  Эти  задачи  стали 
одними  из  центральных  проблем  современной  математики. 

2.  Численные  алгоритмы.  Алгоритмы,  которые  сводят  решение 
поставленной  задачи  к арифметическим  действиям  над  числами, 
называются  численными  алгоритмами.  Традиционным  примером 
является  известный  алгоритм  Евклида  для  нахождения  наибольшего 
общего  делителя  двух  заданных  целых  положительных  чисел 
а и Ь. 

Алгоритм  Евклида  состоит  из  следующей  системы  последова- 
тельных указаний:  1)  обозревай  а и Ь и переходи  к следующему; 
2)  сравни  обозреваемые  числа  (а  = Ь,  или  а < Ь,  или  а > Ь)  и пере- 
ходи к следующему;  3)  если  обозреваемые  числа  равны,  то  каждое 
из  них  дает  искомый  результат,  если  нет  — переходи  к следую- 
щему; 4)  если  первое  обозреваемое  число  меньше  второго,  переставь 
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их  местами  и переходи  к следующему;  5)  вычитай  второе  число  из 
первого  и обозревай  два  числа  — вычитаемое  и остаток-  переходи 
к указанию  2.  -им 

Как  видно,  после  пятого  указания  следует  каждый  раз  возвра- 
щаться ко  второму  до  тех  пор,  пока  не  будет  выполнено  третье 
указание.  Хотя  заранее  и неизвестно,  сколько  потребуется  таких 
циклических  переходов,  но  ясно,  что  для  любых  двух  чисел  цель 
будет  достигнута  за  конечное  число  шагов. 

Численные  алгоритмы  получили  широкое  распространение  бла- 
годаря тому,  что  к ним  сводится  решение  многих  задач  (вычисле- 
ние корней  алгебраических  уравнений,  решение  систем  уравнений, 
численное  дифференцирование  и интегрирование  и т.  п.). 


3.  Логические  алгоритмы.  Существует  другой  тип  алгоритмов, 
которые  содержат  предписания,  относящиеся  не  к цифрам,  а к объек- 
там любой  природы.  Типичным  примером  логических  алгоритмов 
может  служить  алгоритм  поиска  пути  в конечном  лабиринте. 

Лабиринт  удобно  изображать  в виде  графа,  вершины  которого 
соответствуют  площадкам,  а дуги  — коридорам  (рис.  257).  Пусть 
требуется  выяснить,  достижима  ли  площадка  / из  площадки  а,  и если 
да,  то  найти  путь  из  а в /,  а если  нет  — вернуться  в а.  Конечно, 
предполагается,  что  заранее  ничего  не  известно  об  устройстве  дан- 
ного лабиринта. 

Лицо,  ищущее  путь  в лабиринте,  располагает  нитью,  конец 
которой  закреплен  на  площадке  а,  и,  двигаясь  по  лабиринту,  может 
разматывать  клубок  (Я)  или  наоборот  наматывать  на  него  нить  (Я). 
Можно  делать  отметки  на  проходимых  коридорах  и различать  затем 
коридоры,  еще  ни  разу  не  пройденные  (зеленые  — 3),  пройденные 
один  раз  (желтые  — Ж)  и пройденные  дважды  (красные  — К). 
Метод  поиска  может  быть  задан  следующей  схемой:  1)  площадка 
/ остановка  ^(цель  достигнута);  2)  петля  ( П ) — наматывание 
нити  (от  данной  площадки  расходятся,  по  крайней  мере,  два  жел- 
тых коридора);  3)  зеленая  улица  (ЗУ)  — разматывание  нити  (от 
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данной  площадки  отходит  хотя  бы  один  зеленый  коридор);  4)  пло- 
щадка а — остановка  (исходный  пункт);  5)  отсутствие  всех  преды- 
дущих признаков  (ОП)  — наматывание  нити.  Попав  на  какую- 
нибудь  площадку,  свериться  со  схемой  признаков  в указанном 
порядке  и делать  очередной  ход  в соответствии  с первым  же  обнару- 
женным признаком,  не  проверяя  остальных  признаков.  Такие  ходы 
делаются  до  тех  пор,  пока  не  наступит  остановка. 

Один  из  возможных  вариантов  поиска  содержит  следующие 
ходы  (в  сокращенных  обозначениях  указаны  номер  хода,  признак, 
ход,  пройденный  коридор,  цвет  коридора  после  его  прохождения): 
\)  ЗУ  — Р — аЪ  — Ж\  2)  ЗУ  — Р — Ъо  — Ж\  3)  ЗУ  — Р — ей— 

— Ж;  4)  ЗУ  — Р — йё  — Ж;  5)  ЗУ  — Р — §к  — Ж;  6)  ОП  - Н - 

— — К\  7)  ОП  — Н — §й  — К;  8)  ЗУ  — Р - йЬ  — Ж;  9 ) П - 

— Н — Ьй  — - К\  Ю)  ЗУ  — Р — й[  — Ж;  1 1)  площадка  / — оста- 
новка. В данном  случае  площадка  \ оказалась  достижимой  (недо- 
стижимыми являются  площадки  і,  к,  /,  т).  Выделив  коридоры,  кото- 
рые остались  желтыми  ( аЪ , Ьс,  ей,  й[),  получим  путь  от  а к / ( аЬсй[ , 
указанный  на  рис.  257  жирными  дугами). 

4.  Общие  свойства  алгоритмов.  Богатый  опыт  разработки  и при- 
менения алгоритмов  подсказывает  ряд  общих  свойств,  которые  дета- 
лизируют приведенное  выше  описание. 

Дискретность  алгоритма.  Любой  алгоритм  можно  рассматри- 
вать как  процесс  последовательного  построения  величин,  идущий 
в дискретном  времени  по  определенному  предписанию,  называе- 
мому программой.  В начальный  момент  задается  конечная  совокуп- 
ность величин  (исходные  данные),  а в каждый  следующий  момент 
совокупность  величин  получается  по  программе  из  совокупности, 
имевшейся  в предыдущий  момент. 

Детерминированность  алгоритма.  Совокупность  величин,  по- 
лучаемых в какой-то  (не  начальный)  момент  времени,  однозначно 
определяется  совокупностью  величин,  полученных  в предшествую- 
щие моменты  времени.  Например,  алгоритм  поиска  пути  в лабиринте 
допускает  произвол  в выборе  коридора  при  наличии  нескольких 
зеленых  коридоров,  отходящих  от  данной  площадки.  Чтобы  сделать 
его  строго  детерминированным,  необходимо  добавить  предписание 
о выборе  зеленого  коридора  (например,  первый  по  часовой  стрелке). 

Направленность  алгоритма.  Если  способ  получения  последую- 
щей величины  из  какой-нибудь  заданной  не  приводит  к результату, 
то  должно  быть  указание,  что  надо  считать  результатом  алгоритма. 
Иначе  говоря,  алгоритм  через  конечное  число  тактов  времени 
(шагов)  должен  привести  к остановке,  которая  свидетельствует 
о достижении  требуемого  результата.  Так,  при  поиске  пути  в лаби- 
ринте остановка  наступает  либо  на  достижимой  площадке,  либо 
при  возвращении  на  исходную  площадку,  если  указанная  цель 
недостижима. 
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Массовость  алгоритма.  Алгоритм  служит  для  решения  целого 
класса  задач,  причем  начальная  совокупность  величин  может 
выбираться  из  некоторого  множества.  Например,  в алгоритме 
Евклида  числа  а и Ь выбираются  из  бесконечного  (счетного)  мно- 
жества целых  чисел,  а в алгоритме  поиска  пути  в лабиринте  нача  ль- 
ная  и конечная  площадки  выбираются  из  конечного  множества  пло- 
щадок лабиринта.  В математике  проблема  считается  решенной 
если  для  нее  найден  общий  алгоритм. 

Элементарность  шагов  алгоритма.  Предписание  о получении 
последующей  совокупности  величин  из  предшествующей  должно 
быть  простым  П локальным.  Это  означает,  что  соответствующая 
операция  должна  быть  элементарной  для  исполнителя  алгоритма 
(человека  или  машины).  Например,  встречающиеся  в алгоритме 
Евклида  операции  сравнения,  вычитания  и перестановки  чисел 
можно  было  бы  расчленить  на  более  простые  операции,  если  бы  они 
не  считались  достаточно  стандартными  и привычными.  В то  же 
время  сам  алгоритм  Евклида  может  фигурировать  в качестве  эле- 
ментарной операции  более  сложного  алгоритма 

5.  Ассоциативное  исчисление.  Дальнейшее  обобщение  понятия 
алгоритма  связано  с ассоциативным  исчислением,  которое  строится 
на  множестве  всех  слов  в данном  алфавите. 

' Напомним,  что  алфавит  представляет  собой  любую  конечную 
систему  различных  символов,  называемых  буквами.  Любая  конеч- 
ная последовательность  п букв  некоторого  алфавита  является 
словом  длины  п в этом  алфавите.  Например,  в алфавите  из  трех 
букв  {а,  Ь,  с)  словами  будут  последовательности  Ь,  ас,  Ьас  аЬЬса 
сЬсссасаЬса  и т.  д.  Пустое  слово,  не  содержащее  ни  одной’ буквы’ 
обычно  обозначается  через  Д . Если  слово  Ь является  частью  слова 

^шн,ГАВОрЯТ  0 вхожденин  слова  1 в слово  м.  Например,  в слове 
аЪсЪсЬаЪ  имеются  два  вхождения  слова  ЬсЪ  и одно  вхождение  слова 

В качестве  операций  ассоциативного  исчисления  определяется 
система  допустимых  подстановок,  с помощью  которых  одни  слова 
преобразуются  в другие.  Подстановка  вида  Ь—М,  где  і и М—  слова 
в том^  же  алфавите,  означает  замену  вхождения  левой  части 
правой,  равно  как  и замену  правой  части  левой.  Иначе  говоря  если 
в некотором  слове  7?  имеется  одно  или  несколько  вхожденіи"!  слова 
, то  каждое  из  этих  вхождений  может  заменяться  словом  М и нао- 
борот, если  имеется  вхождение  слова  М,  то  его  можно  заменить 
словом  Ь.  Например  подстановка  аЪ— ЬсЪ  применима  четырьмя 
способами  к слову  аЬсЪсЪаЪ.  Замена  каждого  из  двух  вхождений 
Ь°Ь„ Да^т  слова  ааЬсЪаЬ  и аЪсаЬаЬ,  а замена  каждого  из  двух  вхожде- 
нии аЪ  дает  слова  ЪсЪсЪсЪаЬ,  аЪсЬсЬЪсЪ.  В то  же  время  к слову  *асЬ 
эта  подсіановка  не  применима.  Подстановка  вида  Р — д означает 
что  из  преобразуемого  слова  выбрасывается  вхождение  слова  Р, 
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а также  что  между  двумя  какими-либо  буквами  преобразуемого 
слова  или  впереди  него,  или  за  ним  вставляется  слово  Р. 

Итак,  ассоциативное  исчисление  — это  множество  всех  слов 
в некотором  алфавите  вместе  с какой-нибудь  конечной  системой 
допустимых  подстановок.  Очевидно,  чтобы  задать  ассоциативное 
исчисление,  достаточно  определить  алфавит  и систему  допустимых 
подстановок  (например,  алфавит  {а,  Ь,  с,  й,  е } и система  подстано- 
вок ас — са,  ай — йа,  Ьс — сЬ,  Ьй — йЬ,  аЬас — аЬасс,  еса — ае,  ейЬ — Ье). 

6.  Эквивалентность  слов.  Два  слова  называются  эквивалент- 
ными, если  одно  из  них  можно  получить  из  другого  последова- 
тельным применением  допустимых  подстановок.  Так,  в приведен- 
ном выше  (5)  исчислении  эквивалентными  являются,  например, 
слова  аЬсйе  и сайейЬ,  что  видно  из  следующих  последовательных 
преобразований:  аЬсйе,  асЪйе,  саЬйе,  сайде,  сайейЬ.  Последователь- 
ность слов  Д2,  ...,  Яп  , когда  каждое  следующее  слово  является 
результатом  однократного  применения  допустимой  подстановки 
к предыдущему  слову,  образует  дедуктивную  цепочку,  причем  со- 
седние слова  в этой  цепочке  называют  смежными.  Очевидно,  любые 
два  слова  в дедуктивной  цепочке  являются  эквивалентными. 

Эквивалентность  слов  і и М обозначается  (~Ми  обладает 
всеми  свойствами  отношения  эквивалентности  (рефлексивность, 
симметричность  и транзитивность).  Если  Ь ~ М,  то  при  наличии 
в каком-либо  слове  Я вхождения  Ь в результате  подстановки 
Ь — М получается  слово,  эквивалентное  Я.  Например,  воспользо- 
вавшись эквивалентностью  аЬсйе~сайЬе,  из  слова  ЪЬадсйес  полу- 
чаем эквивалентное  ему  слово  ЪЪсайдес. 

В каждом  ассоциативном  исчислении  возникает  своя  специаль- 
ная проблема  слов,  заключающаяся  в следующем:  для  любых  двух 
слов  в данном  исчислении  требуется  узнать,  эквивалентны  они 
или  нет.  Решение  этой  проблемы  аналогично  поиску  пути  в лаби- 
ринте, площадки  которого  соответствуют  смежным  словам.  Оче- 
видно, эквивалентность  двух  слов  означает,  что  соответствующие 
им  площадки  связаны  некоторым  путем,  который  представляет 
собой  дедуктивную  цепочку  от  одного  слова  к другому.  Однако 
проблема  слов  является  далеко  идущим  обобщением  задачи  поиска 
пути  в конечном  лабиринте.  Так  как  в любом  ассоциативном  исчис- 
лении содержится  бесконечное  множество  различных  слов,  то  соот- 
ветствующий лабиринт  имеет  бесконечное  число  площадок,  и,  сле- 
довательно, решение  вопроса  об  эквивалентности  любых  двух  слов 
сводится  к поиску  пути  в бесконечном  лабиринте. 

С помощью  алгоритма  перебора  решается  ограниченная  проблема 
слов : требуется  установить,  можно  ли  одно  из  заданных  слов  преобра- 
зовать в другое  применением  допустимых  подстановок  не  более, 
чем  к раз,  где  к — произвольное,  но  фиксированное  число.  Для  этого 
достаточно  построить  все  слова,  смежные  с одним  из  заданных  слов, 


625 


затем  для  каждого  из  полученных  слов  построить  все  слова,  смеж- 
ные с ним  и т.  д.  всего  к раз.  В результате  получим  список  всех 
слов,  которые  можно  получить  из  заданного  с помощью  допустимых 
подстановок,  применяемых  не  более  к раз.  Рели  второе  заданное 
слово  окажется  в этом  списке,  то  ответ  на  поставленный  вопрос  будет 
положительным,  а если  его  в списке  нет,  ответ  отрицательный. 
Можно  заметить,  что  ограниченная  проблема  слов  соответствует 
ограничению  лабиринта  таким  образом,  что  расстояние  между 
рассматриваемыми  площадками  не  превышает  к коридоров. 

Однако  такой  путь  принципиально  не  пригоден  для  решения 
неограниченной  проблемы  слов.  Поскольку  длина  дедуктивной 
цепочки,  простирающейся  между  эквивалентными  словами  (если 
такая  цепочка  существует),  может  оказаться  сколь  угодно  большой, 
то  не  существует  никакой  возможности  указать  такое  конечное 
число  к,  которое  гарантирует  решение  проблемы  путем  простого 
перебора.  Поэтому  для  получения  желаемых  результатов  необхо- 
димо применять  другие  идеи,  основанные  на  анализе  самого 
механизма  преобразования  слов  посредством  допустимых  под- 
становок. 

В некоторых  случаях  могут  быть  обнаружены  и использованы 
свойства,  остающиеся  неизменными  для  всех  слов  дедуктивной 
цепочки  (дедуктивные  инварианты) . Так,  в каждой  из  допустимых 
подстановок  исчисления  из  (5)  левая  и правая  части  содержат  одно 
и то  же  число  вхождений  буквы  а.  Следовательно,  в любой  дедук- 
тивной цепочке  все  слова  также  должны  содержать  одно  и то  же  чис- 
ло вхождений  буквы  а.  На  основе  этого  дедуктивного  инварианта 
можно  установить,  какие  слова  не  могут  быть  эквивалентными 
(например,  слова  аЬасйас  и аЬаайас  — не  эквивалентны). 

Проблема  слов  в ассоциативном  исчислении  имеет  огромное  зна- 
чение в связи  с тем,  что  к ней  сводятся  многие  геометрические,  ал- 
гебраические и логические  задачи.  Так,  любую  формулу  логики 
высказываний  и предикатов  можно  трактовать  как  слова  в некотором 
алфавите,  содержащем  логические  символы,  высказывания,  пре- 
дикаты и предметные  переменные.  Процесс  эквивалентного  преоб- 
разования или  вывода  логического  следствия  может  быть  представ- 
лен как  преобразование  слов,  причем  роль  допустимых  подста- 
новок играют  логические  законы  или  аксиомы.  Таким  образом, 
вопрос  о выводимости  какой-либо  формулы  становится  вопросом 
существования  дедуктивных  цепочек,  ведущих  от  слов,  представ- 
ляющих посылки,  к словам,  представляющим  следствие.  В ряде 
интерпретаций  ассоциативного  исчисления,  в частности  в теории 
вывода,  используются  ориентированные  подстановки  вида  Ь-+  М, 
которые  допускают  лишь  подстановку  слева  направо  (слова  і в 
слово  М).  Это  соответствует  лабиринтам,  по  каждому  коридору 
которого  можно  двигаться  только  в одном  направлении. 
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7.  Нормальный  алгоритм  Маркова.  Система  допустимых  под- 
становок в некотором  алфавите,  снабженная  точным  предписанием 
о порядке  и способе  их  использования,  позволяет  осуществить  де- 
терминированный процесс,  который  последовательно  преобразует 
некоторое  слово  в новые  слова,  эквивалентные  исходному.  Говорят, 
что  задан  алгоритм  в алфавите  А,  который  применим  к слову  Ь 
и перерабатывает  его  в слово  М,  если,  отправляясь  от  Г и действуя 
согласно  предписанию,  в конце  концов  получают  М,  на  котором 
процесс  обрывается.  Множество  слов,  к которым  применим  данный 
алгоритм,  называют  его  областью  применимости.  Два  алгоритма 
в некотором  алфавите  называются  эквивалентными,  если  области  их 
применимости  совпадают  и результаты  переработки  ими  любого 
слова  из  общей  области  применимости  также  совпадают. 

Важный  шаг  на  пути  уточнения  понятия  алгоритма  сделан 
А.  А.  Марковым,  который  дал  стандартные  раз  и навсегда  опре- 
деленные указания  о порядке  использования  подстановок.  Опре- 
деление нормального  алгоритма  Маркова  сводится  к следующему. 

Задается  алфавит  А и фиксируется  в определенном  порядке 
система  ориентированных  подстановок.  Исходя  из  произвольного 
слова  Я в алфавите  Л,  просматриваются  подстановки  в том  порядке, 
в каком  они  заданы.  Первая  встретившаяся  подстановка  с левой 
частью,  входящей  в Я,  используется  для  преобразования  Я,  в кото- 
рое вместо  первого  вхождения  ее  левой  части  подставляется  ее 
правая  часть,  в результате  чего  получаем  новое  слово  Ях.  Далее 
процесс  повторяется,  исходя  из  слова  Яі,  Д2  и т.  д.  до  тех  пор,  пока 
этот  процесс  не  останавливается.  Признаками  остановки  процесса 
служат  два  случая:  во-первых,  когда  получается  такое  слово  Яп, 
что  ни  одна  из  левых  частей  допустимых  подстановок  в него  не  вхо- 
дят, и во-вторых,  когда  при  получении  Я„  приходится  применять 
последнюю  подстановку. 

Пусть,  например,  задан  алфавит  А = {1,  +}  и система  подста- 
новок: + ->Д  , 1 1 (А  — пустое  слово).  Слово  111  + 11  + 

+ 1111  + 1 этот  алгоритм  перерабатывает  так: 

111  + 11  + 1111  + 1 
11111  + МП  + 1 
111111111  + 1 
1111111111 
1111111111 

Процесс  оканчивается  применением  заключительной  подста- 
новки, которая  перерабатывает  слово  само  в себя.  Как  видим,  алго- 
ритм суммирует  количество  единиц,  т.  е.  осуществляет  операцию  сло- 
жения. Эквивалентный  ему  алгоритм  можно  задать  с помощью 
системы  подстановок:  1+->-  + 1;+1->-1;1->-1. 
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В соответствии  со  смелой  гипотезой,  основанной  на  накоплен- 
ном опыте,  предполагается,  что  любой  алгоритм  может  быть  пред- 
ставлен в виде  нормального  алгоритма  Маркова.  Иначе  говоря, 
нормальный  алгоритм  Маркова  принимается  в качестве  стандарт- 
ной формы  любого  алгоритма. 

8.  Машина  Тьюринга.  Другой  стандартной  формой  представ- 
ления любого  алгоритма  являются  функциональные  схемы,  реа- 
лизуемые в машинах  Тьюринга  (рис.  258).  Слова,  перерабатывае- 
мые в данном  алфавите  {І!,  |2 Ет],  называемом  внешним  алфа- 

витом машины,  изображаются  в ячейках  неограниченной  ленты 
(НЛ),  причем  в каждой  ячейке  может  храниться  только  один  символ. 

Работа  машины  происходит  в дискретном  времени.  На  каждом 
такте  обозревается  единственная  ячейка  и считываемый  символ 
заменяется  другим  I,  ( і = / означает,  что  символ  не  изменяется), 
который  определяется  состоянием  машины  8к  в данный  тактовый 
момент  из  множества  ее  возможных  состояний  { 51(  &'2,  ...,  Кроме 
того,  вырабатывается  последующее  состояние  машины  и команда,  уп- 
равляющая перемещением  по  ленте,  которая  подготавливает  оче- 
редную ячейку  для  обозрения  на  следующем  такте.  Таких  команд 
в машине  Тьюринга  только  три:  П — обозревать  соседнюю  справа 
ячейку,  Л — обозревать  соседнюю  слева  ячейку  и И — продол- 
жать обозревать  прежнюю  ячейку.  Совокупность  символов  {5Ь 
52,  •••.  и (П,  Л,  Н}  образует  внутренний  алфавит  машины. 

Функциональная  схема,  соответствующая  какому-либо  алгоритму, 
задается  подобно  общей  таблице  переходов  конечного  автомата 
(6.  4)  с некоторыми  несущественными  отличиями.  Обычно  строки  таб- 
лицы соответствуют  символам  внешнего  алфавита  |1;  Іті  а 
столбцы  — состояниям  машины  5ь52,  ...,8п.  В каждой  клетке  записы- 
вается тройка  символов,  обозначающих  замещающий  символ  из 
внешнего  алфавита,  управляющую  команду  и последующее  состоя- 
ние. Например,  функциональная  схема,  соответствующая  алгоритму 
сложения  (числа  представляются  совокупностью  единиц  или  просто 
«палочек»,  общее  количество  которых  равно  данному  числу,  причем 
все  они  расположены  в ячейках  без  пропусков)  имеет  вид: 
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Знак  «!»  используется  для  обозначения  стоп-состояния,  при 
наступлении  которого  процесс  останавливается  и результирующее 
слово  считывается  по  ленте,  а через  Д обозначается  пустой  символ. 

Функциональная  таблица  полностью  определяет  функциони- 
рование машины  и реализуется  в ней  логическим  блоком  (Л Б).  На 


два  его  входа  подаются  считываемые  символы,  над  которыми  совер- 
шаются операции  (замена  другими  символами),  и состояния,  играю- 
щие роль  команд,  определяющих  эти  операции.  На  одном  из  выхо- 
дов логического  блока  образуется  символ,  который  в данном  такте 
замещает  на  ленте  обозреваемый  символ,  а на  остальных  двух  вы- 
ходах — команды,  определяющие  функционирование  машины  на 
следующем  такте  (перемещение  по  ленте  и новое  состояние).  Для 
запоминания  этих  команд  вводятся  задержки  Зх  и 32,  представляю- 
щие собой  внутреннюю  память  машины. 

Перед  началом  работы  на  ленту  наносится  исходное  слоео 
и задаются  начальные  условия,  т.  е.  указывается  первая  обозрева- 
емая ячейка  и начальное 
состояние.  После  пуска  ма- 
шины процесс  преобразо- 
вания информации  проис- 
ходит автоматически. 

Пусть,  например,  тре- 
буется сложить  числа  4 
и 6.  Исходное  слово  на 
ленте  запишется  в виде 
1111  + 111111.  В соответ- 
ствии с приведенной  выше 
схемой  сложения  началь- 
ные условия  определяются 
ячейкой  с крайней  левой  единицей  и состоянием  зх.  На  первом 
такте  единица  стирается,  выдается  команда  сдвига  вправо  и пере- 
хода в состояние  з3  (Д  Яз3).  Последующие  такты  сводятся  к сдвигам 
направо  сквозь  все  единицы  (1  Яз3)  и знак  + (+Яз3)  до  тех  пор, 
пока  не  будет  достигнута  первая  пустая  ячейка.  Тогда  в эту  пустую 
ячейку  вписывается  единица  и машина  переходит  в состояние  $2 
(1  Яз2).  При  состоянии  з2  происходят  сдвиги  в обратном  направлении 
через  все  символы  1 и + до  первой  пустой  ячейки  слева.  После 
этого  происходит  сдвиг  вправо,  левая  крайняя  единица  стира- 
ется, и машина  переходит  в состояние  з-^Д  Язх).  В результате  этого 
цикла  единица  левого  слагаемого  оказалась  перенесенной  в правое 
слагаемое,  что  соответствует  слову  111  + 1111111  (сумма  не  изме- 
няется). Очевидно,  через  четыре  таких  цикла  исходное  слово  преоб- 
разуется к виду  +1111111111.  К началу  пятого  цикла  обозревается 
символ  + при  состоянии  зь  который  стирается  и происходит  оста- 
новка ( Д Я!).  В результате  получим  слово  1111111111,  соответству- 
ющее числу  10. 

Описанные  машины  Тьюринга  являются  специализированными: 
каждому  алгоритму  соответствует  своя  машина.  Рассматривая 
функциональную  схему  как  описание  программы,  можно  прийти 
к понятию  универсальной  машины  Тьюринга,  которая  реализует 
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Рис.  258.  Машина  Тьюринга. 
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любой  алгоритм,  если  на  ее  ленту,  кроме  исходных  данных,  запи- 
сана соответствующая  программа.  Таким  образом,  интуитивное 
понятие  алгоритма  получает  точное  определение  как  процесс, 
который  может  быть  представлен  функциональной  схемой  и реализо- 
ван машиной  Тьюринга. 

9.  Алгоритмическая  разрешимость.  После  того  как  понятие 
алгоритма  получило  точное  определение,  вопрос  об  алгоритмичес- 
кой разрешимости  того  или  иного  класса  задач  ставится  совершенно 
определенно:  существует  ли  какая-либо  стандартная  форма  алго- 
ритма, решающая  данный  класс  задач?  В ряде  случаев  на  этот 
вопрос  теория  алгоритмов  дает  отрицательный  ответ. 

В специальных  разделах  математики  строго  доказана  неразре- 
шимость ряда  задач,  например  невозможность  решения  в радика- 
лах алгебраических  уравнений  выше  четвертой  степени,  невозмож- 
ность трисекции  угла  с помощью  циркуля  и линейки  и т.  п.  Отли- 
чительная особенность  теории  алгоритмов  состоит  в том,  что  она 
испытывает  на  разрешимость  наиболее  общие  проблемы. 

Пробным  камнем  теории  алгоритмов  явилась  проблема  распоз- 
навания выводимости:  для  любых  двух  формул  І?и5в  логическом 
исчислении  узнать,  существует  ли  дедуктивная  цепочка,  ведущая 
от  к 5,  или  же  такой  цепочки  не  существует.  Оказалось,  что  эта 
проблема  алгоритмически  неразрешима.  Отрицательный  ответ  по- 
лучен и для  проблемы  распознавания  эквивалентности  слов  в лю- 
бом ассоциативном  исчислении.  Были  построены  конкретные  при- 
меры ассоциативных  исчислений,  в которых  не  существует  ал- 
горитма, позволяющего  для  любой  пары  слов  установить,  экви- 
валентны они  или  нет.  Простейший  пример  такого  исчисления 
приведен  в (5). 

Алгоритмическую  неразрешимость  следует  понимать  в том  смыс- 
ле, что  не  существует  единого  алгоритма  для  решения  проблемы 
в целом.  Но  это  вовсе  не  означает  неразрешимость  более  узких 
классов  задач  данной  проблемы.  Так,  несмотря  на  алгоритми- 
ческую неразрешимость  проблемы  распознавания  выводимости, 
по  существу  вся  математика  представляет  собой  дедуктивную 
науку,  в которой  в качестве  основного  метода  доказательства 
используется  выводимость  теорем  из  некоторой  совокупности 
аксиом. 

Не  следует  смешивать  алгоритмическую  неразрешимость  какой- 
либо  проблемы  с положением,  в котором  находятся  еще  нерешен- 
ные проблемы.  Если  для  нерешенных  проблем  остается  хоть  какая- 
нибудь  надежда  найти  разрешающий  алгоритм,  то  алгоритми- 
ческая неразрешимость  раз  и навсегда  ставит  точку  над  всякими 
попытками  поиска  такого  алгоритма,  поскольку  бессмысленно 
искать  то,  чего  не  существует. 
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С точки  зрения  инженерной  практики  проблема  алгоритмичес- 
кой разрешимости  выглядит  совсем  иначе,  чем  с позиций  самой  мате- 
матики. В силу  конечности  реального  времени,  отводимого  на  реше- 
ние задачи,  и ограниченных  возможностей  средств  вычислительной 
техники  (производительность  и память)  даже  простые  алгоритмы 
могут  оказаться  практически  нереализуемыми,  если  они  требуют 
выполнения  слишком  большого  числа  операций.  Типичными  при- 
мерами являются  задачи  выбора  оптимальных  вариантов  при  про- 
ектировании, игровые  задачи  и алгоритмы,  основанные  на  простом 
переборе  и т.  п.  В то  же  время  алгоритмическая  неразрешимость 
проблемы  в целом  не  является  препятствием  для  решения  частных 
задач,  относящихся  к этой  проблеме.  Так,  среди  алгебраических 
уравнений  выше  четвертой  степени  могут  оказаться  такие,  которые 
решаются  не  только  в радикалах,  но  и в целых  числах.  Более 
того,  можно  определить  корни  уравнения  с достаточной  для  прак- 
тики степенью  приближения,  вовсе  отказавшись  от  стремления 
найти  решение  в радикалах. 

Аналогичный  подход  выработала  практика  и к задачам,  которые 
относятся  к нерешенным  проблемам.  Например,  до  сих  пор  не  най- 
ден общий  алгоритм  раскраски  граней  любого  плоского  графа  не 
больше  чем  четырьмя  различными  цветами  так,  чтобы  никакие 
соседние  грани  не  были  окрашены  одинаковым  цветом  (проблема 
четырех  красок ) . В то  же  время  в реальных  условиях  еще  не  встре- 
чалось случаев,  когда  такая  раскраска  оказалась  бы  невозможной 
(эта  задача  возникает,  например,  при  изготовлении  географических 
карт).  Можно  предложить  много  различных  способов,  облегчающих 
решение  конкретных  задач  этого  типа.  Однако  ни  один  из  них  нельзя 
назвать  алгоритмом,  если  он  не  гарантирует  раскраску  любого 
графа.  А такого  алгоритма  как  раз  никому  еще  не  удалось  построить, 
несмотря  на  то,  что  этим  вопросом  занимались  выдающиеся  мате- 
матики. В отличие  от  алгоритмов,  практические  способы,  исполь- 
зуемые для  решения  таких  задач,  относящихся  к нерешенным  проб- 
лемам, называют  псевдоалгоритмами. 

10.  Прикладная  теория  алгоритмов.  Стандартные  формы  пред- 
ставления алгоритмов,  подобные  нормальному  алгоритму  Маркова, 
в силу  их  чрезвычайно  высокой  степени  детализации  непригодны 
для  инженерной  практики.  Машина  Тьюринга  является  удобной 
абстрактной  моделью  реализации  любого  алгоритма  человеком 
или  вычислительной  машиной,  но  в реальных  условиях  любой  вид 
памяти  и время  функционирования  жестко  ограничены.  В то  же 
время  при  разработке  и реализации  конкретных  алгоритмов  в инже- 
нерной практике  достаточно  исходить  из  их  общих  свойств,  сформу- 
лированных в (4). 

Прикладная  теория  алгоритмов  мало  озабочена  собственно  су- 
ществованием алгоритмов  (обычно  это  просто  подразумевается), 
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а направляет  усилия,  главным  образом,  на  разработку  практически 
наиболее  эффективных  методов  их  описания,  преобразования 
и реализации.  Алгоритм  рассматривается  как  совокупность  опре- 
деленным образом  связанных  между  собой  операторов,  представля- 
ющих элементарные  операции,  которые  производятся  над  множест- 
вом подвергающихся  переработке  объектов.  Способы  реализации 
операторов  считаются  известными  (как  правило,  операторы  сами 
являются  некоторыми  стандартными  алгоритмами),  а при  конкрет- 
ной реализации  алгоритма  задаются  также  значения  исходных  дан- 
ных и параметров,  входящих  в описание  операторов. 

Для  описания  алгоритмов  используются  различные  методы, 
отличающиеся  степенью  детализации  и формализации.  Теорети- 
ческое описание  обычно  дается  в повествовательно-формульном 
изложении,  цель  которого  — обосновать  без  излишних  подробностей 
процедуру,  предлагаемую  в качестве  алгоритма.  Для  наглядного 
представления  структуры  алгоритмов  широко  применяются  графи- 
ческие средства,  графы,  блок-схемы,  сети.  Формальное  и полное 
описание  алгоритмов  осуществляется  на  специально  разработан- 
ных для  этой  цели  алгоритмических  языках-,  оно  содержит  всю 
необходимую  для  реализации  алгоритма  информацию,  но  не  свя- 
зано непосредственно  со  специфическими  особенностями  вычисли- 
тельных машин.  Машинная  реализация  алгоритма  требует  перевода 
его  на  язык,  свойственный  данной  машине,  в виде  программы. 
Роль  автоматических  переводчиков  с алгоритмических  языков 
играют  специальные  программы,  называемые  трансляторами. 
Часто  общее  описание  алгоритма  непосредственно  переводится  на 
машинный  язык  путем  расшифровки  операторов  алгоритма  в опе- 
рации вычислительной  машины. 

В отличие  от  абстрактной  теории  алгоритмов,  прикладная 
теория  рассматривает  не  только  детерминированные,  но  также 
вероятностные  (статистические)  и эвристические  алгоритмы.  В пос- 
леднем случае,  кроме  детерминированных  или  статистически  задан- 
ных правил,  алгоритм  включает  также  содержательные  указания 
о целесообразном  направлении  процесса. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Составьте  словесные  алгоритмы  для  решения  следующих  задач- 

а)  умножение  п чисел  а1аа...а„; 

б)  поиск  максимального  элемента  из  множества  А = (а,  а !■ 

М,  иВ)м"Р(М=НЩ  пНлГ)-СТВа  М’  РаВН0Г°  ПереСеЧению  дв’ух  множеств 

г)  умножение  матрицы  на  вектор; 

д)  умножение  матрицы  на  матрицу; 

е)  транспонирование  матрицы. 

2.  Нормальный  алгоритм  Маркова  задан  в алфавите  {а,  Ь,  с)  системой 

подстановок:  Ь -+  асе , са  -*  ассс,  аа  ->  Д , сссс  Д . ' 
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а)  Найдите  слова,  в которые  этот  алгоритм  перерабатывает  слова  сасЬ 
и ЬЬ. 

б)  Покажите,  что  алгоритм  применим  к любому  исходному  слову  и пере- 
рабатывает его  в одно  из  восьми  слов  (определите  эти  слова). 

3.  Постройте  нормальный  алгоритм  Маркова,  реализующий  вычитание 
чисел,  представленных  строками  из  единиц  (проверьте  его  на  примере  6 — 
— 2=4,  представляемом  как  111111  — 11  = 1111). 

4.  Изобразите  все  конфигурации,  соответствующие  примеру  сложения  чи- 
сел 4 и 6 на  машине  Тьюринга  по  программе,  приведенной  в (8).  Подй-й{  кон- 
фигурацией понимают  изображение  ленты  машины  с информацией,  сложив- 
шейся на  ней  к началу  к-то  такта,  причем  под  обозреваемой  ячейкой  указы- 
вают то  состояние,  которое  подается  в логический  блок  к началу  этого  же 
такта.  Например,  первые  две  конфигурации  для  рассматриваемого  примера 
имеют  вид: 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

+ 

I 

1 

1 

1 

*1 

1 

1 

1 

1 

1 

+ 

1 

1 

1 

1 

*з 


5.  Программа  работы  машины  Тьюринга  задана  следующей  функцио- 
нальной таблицей: 


Но 

?1 

$2 

5. 

1 

аП«2 

1 Л5| 

1 П$2 

1Н$3 

ЛП5„ 

АНля 

А 

АП«„ 

Лп«„ 

1 Н$] 

* 

Ы 

*ЛЗХ 

*ш2 

а 

аГІ50 

аПз0 

1Н5і 

1Л$3 

а)  Запишите  внешний  и внутренний  алфавиты  машины  (звездочка  * иг- 
рает роль  разделителя  между  числами,  задаваемыми  последовательностями 
единиц). 

б)  Покажите,  что  заданная  программа  реализует  бесконечный  процесс 
повторного  суммирования  двух  чисел  тилю  формуле  кт  + п,  где  к — 
любое  натуральное  число. 

в)  Как  изменить  функциональную  таблицу,  чтобы  она  реализовала  алго- 
ритм умножения  двух  чисел? 


Ли  тература 

Основы  математической  логики  глубоко  изложены  в монографиях 
П.  С.  Новикова  «Элементы  математической  логики»  (М.,  Физматгиз,  1959) 
и Э.  Мендельсона  «Введение  в математическую  логику»  (М.,  «Наука»,'  1971). 
Исторический  очерк  развития  математической  логики  дан  в книге  А.  И.  По- 
пова «Введение  в математическую  логику»  (Изд.  Ленинградского  универ- 
ситета, 1959).  Из  популярной  литературы  можно  рекомендовать  книги 
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(М.,  «Наука»,  Т.  1,  1970;  Т.  2,  1971),  А.  Д.  Закревского  «Алгоритмы  синтеза 
дискретных  автоматов»  (М.,  «Наука»,  1971),  Ю.  А.  Бузунова  и Е.  Н.  Вави- 
лова «Принципы  построения  цифровых  вычислительных  машин»  (К.,«Техні- 
ка»,  1972). 

Основы  многозначной  логики  изожены  в работе  С.  В.  Яблонского  «Вве- 
дение в теорию  функций  6-значной  логики»,  вошедшей  в монографию  «Диск- 
ретная математика  и математические  вопросы  кибернетики»  (М.,  «Наука», 
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тур рассматриваются  в монографиях  В.  П.  Сигорского  и др.  «Многоустой- 
чивые элементы  дискретной  техники»  (М.,  «Энергия»,  1966)  и Ю.  Л.  Ивась- 
кива  «Принципы  построения  многозначных  физических  систем»  (К.,  «Нау- 
кова  думка»,  1971),  а также  в сборниках  (под  ред.  В.  П.  Сигорского)  «Много- 
значные элементы  и структуры»  (М.,  «Советское  радио»,  1967)  и «Многоустой- 
чивые элементы  и их  применение»  (М.,  «Сов.  радио»,  1971).  С методами  синтеза 
схем  на  пороговых  элементах  можно  ознакомиться  по  книгам  М.  Дертузоса 
«Пороговая  логика»  (М.,  «Мир»,  1967)  и Е.  А.  Бутакова  «Методы  синтеза 
релейных  устройств  из  пороговых  элементов»  (М.,  «Энергия»,  1970). 

Абстрактной  теории  алгоритмов  посвящена  фундаментальная  моногра- 
фия А.  И.  Мальцева  «Алгоритмы  и рекурсивные  функции»  (М.,  «Наука», 
1965).  Более  популярное  изложение  дано  в книгах:  3.  В.  Алферова  «Теория 
алгоритмов»  (М.,  «Статистика»,  1973)  и Б.  А.  Трахтенброт  «Алгоритмы  и вы- 
числительные автоматы»  (М.,  «Сов.  радио»,  1974).  Прикладные  вопросы  теории 
алгоритмов  освещены  в' справочнике  В.  Т.  Кулика  «Алгоритмизация  объек- 
тов управления»  (К.,  «Наукова  думка»,  1968). 

При  изучении  математической  логики  полезно  воспользоваться  задач- 
ником С.  Г.  Гиндикина  «Алгебра  логики  в задачах»  (М.,  «Наука»,  1972), 
который  содержит  также  краткие  сведения  по  теоретическим  вопросам. 
Много  полезных  сведений  читатель  найдет  в книге  Н.  И.  Кондакова  «Логи- 
ческий словарь-справочник»  (М.,  «Наука»,  1975),  которая  содержит  обширный 
список  литературы  по  математической  логике. 


Глава  6 
ВЕРОЯТНОСТИ 

Теория  вероятностей , подобно  другим  раз- 
делам математики,  развилась  из  потребностей 
практики-,  в абстрактной  форме  она  отра- 
отает  закономерности,  присущие  событиям 
массового  характера.  Эти  закономерности 
играют  исключительно  важную  роль  в физике 
и других  областях  естествознания,  военном 
деле,  разнообразнейших  технических  дисцип- 
линах, экономике  и т.  д. 

Б.  В.  Гнеденко 

В этой  главе  разъясняются  основные  понятия  теории  вероят- 
ностей и приводятся  примеры  их  применения  к решению  инже- 
нерных задач. 

На  основе  аксиоматического  определения  вероятности  по  Кол- 
могорову излагается  алгебра  событий,  использующая  аппарат  ма- 
тематической логики.  Для  определения  вероятности  сложного  собы- 
тия достаточно  в соответствующей  ему  канонической  форме,  анало- 
гичной совершенной  дизъюнктивной  нормальной  форме,  заменить 
логические  операции  дизъюнкции  и конъюнкции  арифметическими 
операциями  сложения  и умножения,  а логические  переменные  — 
вероятностями  соответствующих  им  событий. 

Важнейшим  понятием  теории  вероятностей  является  случай- 
ная величина,  которая  при  данном  комплексе  условий  принимает 
с некоторой  вероятностью  одно  из  своих  возможных  значений.  При 
рассмотрении  случайных  величин  излагаются  различные  способы 
задания  функций,  определяющих  их  распределения.  Приводятся 
сведения  о числовых  характеристиках  распределений  (математи- 
ческом ожидании,  дисперсии  и т.  п.)  и методах  их  вычисления.  Для 
удобства  часто  встречающиеся  распределения  дискретных  и непре- 
рывных случайных  величин  сведены  в таблицы. 

Совокупность  случайных  величин  рассматривается  как  много- 
мерный случайный  вектор,  который  характеризуется  многомерной 
функцией  распределения.  Излагаются  методы  преобразования 
случайных  величин,  позволяющие  находить  закон  и характеристики 
распределения  величины,  которая  является  функцией  совокупности 
случайных  величин.  В связи  с этой  задачей  рассматривается  прибли- 
женный метод  статистического  моделирования,  известный  под  назва- 
нием метода  Монте-Карло  и получивший  широкое  распространение 
в практических  исследованиях. 

Область  приложения  аппарата  теории  вероятностей  столь  быстро 
расширяется,  что  становится  почти  необозримой.  Это,  по  существу, 
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вся  природа,  наука  и техника.  Даже  простое  перечисление 
задач,  которые  решаются  с применением  теории  вероятностей  и раз- 
вившейся на  ее  основе  математической  статистики,  заняло  бы  очень 
много  места.  Для  иллюстрации  использования  аппарата  теории 
вероятностей  в инженерном  деле  выбраны  некоторые  типичные  за- 
дачи, имеющие  общий  характер  и затрагивающие  ряд  прикладных 
проблем:  обработка  наблюдений,  процессы  массового  обслуживания, 
надежность  и восстановление,  информация  и связь. 

В соответствующих  параграфах  этой  главы  кратко  излагается 
сущность  проблемы,  приводятся  основные  теоретические  положе- 
ния и рассматриваются  методы  их  использования  для  решения  прак- 
тических задач.  Ясно,  что  все  это  следует  рассматривать  лишь  как 
краткие  введения  в затронутые  проблемы,  которые  призваны  облег- 
чить использование  специальной  литературы  по  вероятностно- 
статистическим методам  моделирования. 

Решение  инженерных  задач  с применением  аппарата  теории  ве- 
роятностей обычно  требует  большого  объема  вычислений.  Для  об- 
легчения вычислительной  работы  составлено  большое  количество 
разнообразных  таблиц,  которые  можно  найти  в специальных  моно- 
графиях и справочниках  (в  этой  книге  приведена,  например,  такая 
таблица  для  интеграла  Лапласа,  через  который  выражаются  многие 
функции).  Современные  методы  вероятностно-статистического  мо- 
делирования предполагают,  как  правило,  использование  высоко- 
производительных вычислительных  машин. 

1.  СЛУЧАЙНЫЕ  СОБЫТИЯ 

1.  Аксиомы  теории  вероятностей.  Теория  вероятностей  прошла 
сложный  путь  развития.  От  анализа  азартных  игр,  которым  зани- 
мались такие  крупные  математики  XVII  века  как  Паскаль  и Фер- 
ма, она  перешла  к решению  важных  практических  задач  и развила 
собственный  аналитический  аппарат  (Муавр,  Лаплас,  Гаусс,  Пуас- 
сон). Однако  в течение  длительного  периода  эта  наука  подверга- 
лась резкой  критике  и обстреливалась  различными  парадоксами, 
которые  появлялись  из-за  недостаточно  строгого  ее  обоснования. 

В наше  время  теория  вероятностей  превратилась  в важнейшую 
отрасль  современной  математики  с чрезвычайно  широкой  областью 
применения.  Ее  обоснование  и развитие  связано  с именами  рус- 
ских ученых  П.  Л.  Чебышева,  А.  А.  Маркова,  А.  М.  Ляпунова. 
Общепризнан  высокий  авторитет  в этой  области  советской  математи- 
ческой школы  и ее  выдающихся  представителей  С.  Н.  Бернштейна, 
А.  Н.  Колмогорова,  Б.  В.  Гнеденко,  А.  Я.  Хинчина  и др. 

Теория  вероятностей  стала  логически  совершенным  разделом 
математики  после  того,  как  в ее  основу  была  положена  система 
аксиом,  из  которых  выводятся  все  необходимые  соотношения. 
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В качестве  исходного  понятия  принимается  множество  элемен- 
тарных событий  ІІ,  которое  играет  роль  основного  множества 
(универсума).  Случайное  событие  А рассматривается  как  некото- 
рое подмножество  универсума  ІІ.  Невозможному  событию  соответ- 
ствует пустое  множество  0 , достоверному  событию  — сам  универ- 
сум /7,  а противоположному  событию  — дополнение  А = Н\  А. 
Таким  образом,  производится  идентификация  (отождествление) 
случайных  событий  и соответствующих  им  множеств  элементарных 
событий. 

Множество  р подмножеств  универсума  С называют  множеством 
событий,  если  результатом  любой  теоретико-множественной  опера- 
ции над  множествами  из  Р является  множество,  принадлежащее 
Р.  Следовательно,  объединение,  пересечение,  дополнение,  раз- 
ность, дизъюнктивная  сумма  событий  также  являются  событиями. 
Множество  событий  Р часто  называют  полем  событий.  Если  Р — 
бесконечное  множество,  то  оно  называется  борелевским  полем  (или 
с-алгеброй ) событий.  Относительно  операций  объединения,  пересе- 
чения и дополнения  множество  событий  Р образует  булеву  алгебру 
(5.  2.  10).  Относительно  дизъюнктивной  суммы  и пересечения  (или 
объединения)  оно  образует  коммутативное  кольцо  с единицей, 
причем  роль  единицы  играет  универсум  И (2.  8.  4). 

Вероятность  определяется  по  Колмогорову  следующей  совокуп- 
ностью аксиом: 

1)  каждому  событию  А из  Р соответствует  неотрицательное 
действительное  число  Р (А),  называемое  вероятностью  события  Л; 

2)  вероятность  достоверного  события  равна  единице,  т.  е. 

Р(Ц)  = 1; 

3)  если  А и В — несовместные  события  (множества  Л и В не 
пересекаются),  то  Р (А  ф-  В)  — Р (А)  -\-Р(В). 

Эта  система  аксиом  непротиворечива  и служит  основой  элемен- 
тарной теории  вероятностей,  изучающей  конечные  множества  собы- 
тий. При  рассмотрении  бесконечных  множеств  она  дополняется 
следующей  аксиомой  непрерывности:  для  убывающей  последова- 
тельности событий  Лг,  Л2,  . . . , Ак,  ...из  Р такой,  что  А1=эА2із 

=>  • -=э  ЛА=э  • ••  и.П  Ас  — 0,  имеет  место  соотношение: 

і=і 

Пт  Р(Ак)  = 0. 

к-*-  со 

2.  Вероятностное  пространство.  Непустое  множество  ІІ  эле- 
ментарных событий,  булева  алгебра  событий  Р и вероятность  Р, 
определенная  на  Р,  образуют  в совокупности  вероятностное  про- 
странство, которое  обозначается  как  тройка  (ІІ,  Р,  Р). 

Пусть  ІІ  = {Ег,  Е3,  . . . , Еп)  — конечное  множество  элементар- 
ных событий,  и каждому  элементарному  событию  Е^І!  соответ- 
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ствует  элементарная  вероятность  Р{ЕС),  1=  1,  2,  ....  /г.  Так  как 
Р (Е)  — 1,  то  должно  удовлетворяться  соотношение 

Р(Е1)  + Р(Е2)  + ...  +Р(Еп)  = 1. 

Множество  событий  Е образуется  из  всех  подмножеств  универ- 
сума V (число  элементов  в Р равно  2п).  Вероятность  события 
А € Р равна  сумме  вероятностей  тех  элементов  из  II,  которые 
содержатся  в А. 

Следует  обратить  внимание  на  то,  что  при  аксиоматическом 
определении  нет  нужды  прибегать  к понятиям  равновероятности 
или  частоты  событий.  В то  же  время  предполагается,  что  элементар- 
ные события  существенно  различные  и несовместимые.  В этом  смыс- 
ле любое  разбиение  некоторого  множества  на  попарно  непересекаю- 
щиеся  подмножества  может  рассматриваться  как  множество  элемен- 
тарных событий.  Это  множество  приобретает  конкретное  содержание 
в связи  с данным  комплексом  условий  или  испытанием. 

Так,  при  бросании  игральной  кости  множество  элементарных 
событий  состоит  из  шести  элементов:  II  = {Ег,  Д2,  Е3,  Еі}  Еь,  ЕЛ, 
где  Ес  означает  выпадение  і очков  (і  = 1,2,  . . . , 6).  Множество  Р 
событий  состоит  из  26=  64  элементов,  среди  которых  пустое  мно- 
жество 0,  основное  множество  (У,  одноэлементные  множества 
(У:,-},  а также  множества,  содержащие  сочетания  из  шести  элемен- 
тов множества  V по  два,  три,  четыре  и пять  элементов.  В пред- 
положении симметрии  игральной  кости  следует  приписать  элементар- 
ным событиям  Ес  одинаковые  вероятности  Р(ЕС)  = ~(і  = 1,2, ...  , 6). 

Для  неправильной  кости  элементарные  вероятности  могут  быть 
различными,  например,  они  могут  относиться  как  2 : 1 : 2 : 2 : 3 : 2. 

Тогда  Р (ДД  = Р (Д3)  =,  Р (ДД  = Р (Ев)  = | ;'Р  (Д2)  = ± и Р (ДД  = 1. 
Вероятность  события  А = [Еъ  Д2},  означающего  выпадение  не  больше 
двух  очков,  в первом  случае  будет  Д-  -і-  = -Г , а во  втором  случае 

"б  + ]2  — Т ' ВеРоятность  выпадения  нечетного  числа  очков,  т.  е. 
события  В = {Е1,  Е3,  Д5}  будет  соответственно:  Т 4- ~ 4-  — = — и 

і,|,і  л 

6 Тб  Т4  ' 12  • 

Аксиоматическая  теория  вероятностей  обходит  вопрос  о при- 
писывании  конкретных  значений  элементарным  вероятностям  и огра- 
ничивается лишь  постулированием  их  общих  свойств.  На  решение 
этой  задачи  с вероятностных  позиций  претендует  математическая 
статистика. 

3,  Вывод  основных  соотношений.  Из  приведенных  аксиом  выво- 
дятся основные  соотношения  теории  вероятностей. 
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Так  как то  на  основании  аксиом  2 и 3 имеем 
Р{А)  + Р_(Л)  = 1,  откуда  следует  Р (А)  = 1—  Р(А).  В частности, 
из  0=1!  имеем  Р(0)  = Р(Ц)~  1 — 1 = 0. 

Воспользовавшись  свойством  ассоциативности  дизъюнктивной 
суммы  Аг  + Л 2 + А3  = Аг  + (Л2  + Л3),  на  основании  аксиомы  3 для 
попарно-несовместных  событий  получим  Р (Аг  А2  АЛ  — Р(А)4- 
+ Р (А2  + Л3)  = Р (Лі)  + Р (Л2)  + Р (Л3),  и теорема  сложения 
запишется  следующим  образом: 

Р&  4-)  = 2 РІА). 

1=1  1= 1 


АиВ=АПВ+ АПЗ  + АП& 
Рис.  259.  Диаграммы 


Венна  для  основных  операций  над  событиями. 


Теорема  сложения  (как  и аксиома  3)  применима  только  для 
несовместных  событий.  Поэтому  естественным  шагом  при  выводе 
основных  соотношений  теории  вероятностей  является  разбиение 
совокупности  элементарных  событий,  определяющих  данное  собы- 
тие, на  попарно  непересекающиеся  подмножества.  Такие  разбие- 
ния для  двух  событий  А и В наглядно  представляются  на  диаграм- 
мах Венна  (рис.  259).  Там  же  приведены  соотношения  для  опера- 
ций над  множествами  Л и В через  дизъюнктивные  суммы  непересе- 
кающихся  подмножеств,  каждый  член  которых  представляет  соб<  й 
пересечение  данных  событий  или  их  дополнений.  На  основе  этих 
выражений  и теоремы  сложения  можно  записать: 

Р (Л)  — Р (А  [}  В)  +Р(А[)Ву, 

Р(В)  = Р(ЛПВ)  + В(ЛПВ); 

Р(А[)В)  = Р(А()В)  + Р (А  П В)  +Р(ЛПВ); 

Р(А  Аг  В)  — Р (А  []  В)  +Р(ЛПЯ); 

В (Л  — В)  = Р(ЛГ)В). 
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Отсюда  следуют  формулы:  для  объединения  А \]  В (А,  или  В, 
или  оба  одновременно),  дизъюнктивной  суммы  А + В (либо  А, 
либо  В,  но  не  оба  вместе)  и разности  А — В (Л,  но  не  В)  двух  сов- 
местных событий  А и В: 

Р (А  У В)  = Р (А)  + В (В) — В (Л  П В); 

Р(А  А~  В)  — Р (А)  + Р (В)  — 2Р  (Л  Л В); 

В (Л  — В)  = В (Л)  — В (Л  П В). 

Поскольку  В (Л  Г)  В)  > 0,  то  имеем  следующие  важные  нера- 
венства: 

Р(А[)В)<Р(А)  +В(В); 

В (Л  +В)  < В (Л)  +В(В); 

В (Л  — В)  < В (Л). 

Для  несовместных  событий  В(Л[~|В)  = 0,  и эти  неравенства 
переходят  в равенства. 

Условная  вероятность  события  В при  условии  выполнения  собы- 
тия Л принимается  по  определению 


Ра  (В) 


Р(А[}В) 

Р(А) 


откуда  для  зависимых  событий  следует  формула 


В (Л  Г)  В)  = В (Л)  Ра  (В). 

Для  независимых  событий  Вл  (В)  — В (В),  и поэтому 
В(ЛПВ)  = В(Л)В(В). 


4.  Поучительный  пример.  При  использовании  приведенных  фор- 
мул необходимо  внимательно  анализировать  условие  задачи  и не 
упускать  из  виду  важного  обстоятельства,  что  вероятности  событий 
и результат  операций  над  ними  должны  быть  определены  на  одном 
и том  же  основном  множестве  элементарных  событий.  Несоблюде- 
ние этого  условия  может  привести  к парадоксам,  которые  устраня- 
ются путем  конкретизации  задачи. 

Пусть,  например,  требуется  вычислить  вероятность  того,  что 
атакующий  бомбардировщик,  который  атакует  лишь  одну  из  двух 
целей,  будет  сбит  над  целью  1 или  2,  если  система  противовоздуш- 
ной обороны  характеризуется  вероятностью  сбить  бомбардиров- 
щик над  первой  целью  Вх  = 0,6  и над  второй  целью  В2  = 0,7. 
Так  как  бомбардировщик  не  может  быть  сбит  дважды,  то  события 
«быть  сбитым  над  целью  1»  и «быть  сбитым  над  целью  2»  несовместны. 
Тот,  кто  примет  это  в качестве  основания  для  применения  формулы 
суммы  несовместных  событий,  получит  несуразный  результат 
Рг  + Р2  = 0,6  + 0,7  = 1,3. 
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Причина  заключается  в недоопределении  задачи  и необоснован- 
ном применении  формулы  суммирования.  Значения  Р1  и Р2  нельзя 
принимать  за  элементарные  вероятности,  так  как  они  относятся 
к различным  множествам  элементарных  событий.  Поскольку  бом- 
бардировщик может  быть  сбит  (событие  В)  только  при  условии  его 
появления  либо  над  целью  1 (событие  Ах),  либо  над  целью  2 
(событие  Л2),  то  по  отношению  к данному  бомбардировщику  необ- 
ходимо рассматривать  Рх  и Р2  как  условные  вероятности  Р,  = 
= Р Аі  (В)  и Р2  = РАг(В).  События  А1  и А 2 образуют  множество 
элементарных  событий  (V  = Ах  -фЛ^  причем  Р (Ах)  + Р (Л2)  = 1). 

В свою  очередь,  Ах  ==  А1  П В + Л,  П В и Л2  = Л2  П В Д Л2 1")  В,  сле- 
довательно, В = Ах  П В + Л,  П В + А2  П В + Л2  П В. 

Событию  «быть  сбитым  над  целью  1 или  2»  благоприятствуют 
исходы  Л!  Г)  В и Л2  П В,  поэтому  Р (В)  = Р (Ах  П В)  + Р (Л2  П В)  = 
= Р (Лі)  Р а,  (В)  + Р (Л2)  Р Аг  (В).  Таким  образом,  условие  задачи 
необходимо  дополнить  значениями  Р ( Л ^ или  Р (Л2)  или  их  отно- 
шением Р (ЛЛ  : Р (Л2)  = а.  При  этом  Р (В)  = у-Ч  [аРл,  (В)  + 

+ Вл2  (В)].  Для  равновероятных  налетов  на  цели  (ос  = 1) 
имеем:  Р (В)  = 0,5  (0,6  -+-  0,7)  = 0,65. 

5.  Формула  полной  вероятности.  Рассмотренный  пример  ил- 
люстрирует целесообразность  решения  общей  задачи  определения 
вероятности  события  В,  которое  может  наступить  при  появлении 
одного  из  несовместных  событий  Аъ  Л2,  ....  Л„,  образующих  пол- 
ную систему  событий  (Ах  + Л2  + ...  + Л„  = О). 

Так  как  В = Д р 5 = (Лі  + Л2  3 (-  Л")  П В = Ах  П В + Л2  П 

Л В + • • • + Л„  П В,  причем  Л,-  П В (г  = 1 , 2,  . . . , п)  — несовместные 
события,  то  Р (В)  = Р (Ах[]  В)  А-  Р (А,  Гі  В)  ^ \-  Р (Л„  П В),  от- 

куда получаем  формулу  полной  вероятности: 

Р (В)  = Р (Л)  Вл,  (В)  + Р (Л2)  Рл2  (В)  -) Р (Ап)  РАп  (В), 

где  Рл,(В)  — условная  вероятность  наступления  события  В при 
условии,  что  произошло  событие  Л,  (і  = 1,  2,  ...  , /г). 

Пусть,  например,  в поступивших  на  склад  трех  партиях  дета- 
лей процент  годных  составляет  соответственно  89,  92  и 97%,  а 
общее  количество  деталей  в партиях  относится  как  1:2:3.  Опре- 
делим вероятность  случайного  выбора  непригодной  детали  из  всех 
трех  партий.  Обозначим  через  Лх,  Л2,  Л3  события,  состоящие  в том, 
что  выбранная  наугад  деталь  относится  соответственно  к первой, 
второй  и третьей  партиям.  Так  как  эти  события  образуют  полную 
систему,  то  Р(ЛХ)  4-  Р(Л2)  + Р(Л3)  =1.  По  условию  Р(ЛХ)  : 

: Р (Л2)  : Р(Л3)  = 1 : 2 : 3,  следовательно, 

В(Л1)  = |;  Р(Л2)  = 1;  Р(Л3)=4. 


21  5-165 
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Рассматривая  выбор  непригодной  детали  как  случайное  собы- 
тие В,  вероятности  такого  события  при  условии,  что  деталь  выби- 
рается из  первой,  второй  и третьей  партий,  соответственно  имеют 
значения: 


Ра,  (В)  = 0,11;  РАг  (В)  = 0,08;  РА,  (В)  = 0,03. 

Вероятность  случайного  выбора  непригодной  детали  из  всех 
трех  партий  определяется  по  формуле  полной  вероятности: 

Р (В)  = Р Их)  РА,  (В)  + Р (Л2)  РА,  (В)  + Р (Л,)  РА,  (В)  = 

= -^-0,11  + ІО, 08+ ІО, 03  = 0,06. 


6.  Формула  Бейеса.  На  основе  коммутативности  операции  пере- 
сечения множеств  (Л  (~|  В = В П Л)  можно  записать  Р (А  П В)  = 
— Р (В  [\  А)  или 

Я (Л)  РА  (В)  = Р (В)  РВ(А). 

Это  соотношение  справедливо  и для  случая,  когда  под  Л пони- 
мают некоторое  событие  Аі  из  полной  системы  событий  Аи  Л»,  ...  , Л,„ 
т.  е.  Р (Аі)  РАіВ  = Р (В)  Рв  (Аі),  откуда 


ра,  (Я) 

Рв  (Аі)  = Р (Аі)  ~рщ  • 

Подставляя  сюда  Р (В)  по  формуле  полной  вероятности,  получаем 
формулу  Бейеса: 

Р А(  СВ) 

Рв  (Аі)  = Р (Аі)  р Иі)  рЛ'  {В)  + р {Аі)  р‘Аг(В)+.  +Р  (Ап)  рА^(В)  ■ 

По  этой  формуле  можно  вычислить  вероятности  событий 
Аі  (і  = 1,  2,  . . . , н)  при  условии,  что  произошло  событие  В,  если 
известны  вероятности  Я (Л,)  и ЯЛ(  (В).  Очевидно,  получаемые  при 
этом  условные  вероятности  Рв  (Аі)  удовлетворяют  соотношению 


В в (Аі)  + В в (Л2)  +•  • • + Рв  (Ап)  = 1. 

Так,  для  примера,  рассмотренного  в (5),  Вй(Лх)  означает  ве- 
роятность принадлежности  детали  к первой  партии  при  условии, 
что  эта  деталь  является  непригодной.  По  формуле  Бейеса  находим: 


Рв(Аі)  = Р(Аі)Ц^- 


0,11 

0,06 


и 

36’ 


Аналогично  получаем  значения  Вв(Л2)=^и  РВ(А3)=~ ■ 

ОО  ОО 

Отсюда  следует,  что  вероятности  принадлежности  негодной  детали 
к нервой,  второй  и третьей  партии  относятся  как  11  : 16:9.  Без  уче- 
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та  качества  детали  вероятности  событий  Л,-  (і  = 1,  2,  3)  относились 
как  1:2:3.  Таким  образом,  введение  дополнительного  условия  В 
(непригодность  детали)  приводит  к перераспределению  значений 
вероятностей  полной  системы  событий  (Л1;  Л2,  Л3). 

Часто  события  Ас  называют  гипотезами , Р (Л,-)  — априорными 
вероятностями,  Рв(Аі) — апостериорными  вероятностями,  а саму 
формулу  Бейеса  — теоремой  гипотез.  Основанием  для  такой  терми- 
нологии служат  следующие  соображения.  Если  известны  только 
значения  Р (Л,),  то  для  получения  Рв(Аі)  необходимо  приписать 
какие-либо  значения  Рд(  (В).  При  полном  отсутствии  информации 
о вероятности  события  В относительно  событий  Л,-  естественно 
считать  РА,  (В)  = рАш  (В)  = . . . = РАп  (В).  Тогда  из  формулы  Бей- 
еса следует  Рв  (Л,)  = Р (Л,),  т.  е.  сделанное  предположение  означает, 
что  в качестве  первоначальных  (априорных)  вероятностей  Рв(Аі) 
приняты  значения  Р (Аі).  После  того  как  стали  известны  Р аі  (В) 
(в  результате  проведенных  экспериментов  или  получения  дополни- 
тельной информации),  по  формуле  Бейеса  можно  вычислить  уточ- 
ненные (апостериорные)  вероятности  Рв(Аі). 

Вернемся  к нашему  примеру.  Пусть  в поступивших  трех  пар- 
тиях деталей  обнаружено  180  негодных.  Если  отсутствуют  сведе- 
ния о проценте  годных  деталей  каждой  партии, то  единственное,  что 
можно  сделать  — это  распределить  негодные  детали  по  партиям  в от- 
ношениях 1 : 2 : 3,  т.  е.  к первой  партии  отнести  30  деталей,  ко  вто- 
рой — 60  и к третьей  — 90.  Поставщики  могут  не  согласиться  с таким 
распределением.  После  того  как  они  представили  обоснованные 
данные  о проценте  пригодных  деталей  в каждой  партии  (соответ- 
ственно 89,  92,  и 97%),  первоначальные  соотношения  уточняются 
как  11  : 16  : 9,  и непригодные  детали  разносятся  по  трем  партиям 
соответственно  в количествах  55,  80  и 45. 

Другой  пример  относится  к теории  связи.  Пусть  передаваемый 
сигнал  состоит  из  нулей  и единиц,  причем  вероятность  безошибоч- 
ной передачи  нуля  Р0( 0)  = 0,75,  а вероятность  безошибочной 
передачи  единицы  Рх(1)  = 0,90.  В предположении,  что  в передавае- 
мом сигнале  — 40%  нулей  и 60%  единиц,  вероятность  появления 
на  выходе  нуля  определяется  по  формуле  полной  вероятности: 
Р(0)Ро(0)  + Р(1)РХ(0)  = 0,4  • 0,75  + 0,6  • 0,10  = 0,36.  Если  на 
выходе  принят  нуль,  то  априорная  вероятность  Р(0)  = 0,4  нуля  на 
входе  переходит  в апостериорную  вероятность,  которая  в соответ- 
ствии с формулой  Бейеса 


Р(0) 


р»  (0) 


Р(0)  Р0  (0)  + Р (1)  Рх  (0) 


= °.4°5і  = 0.833. 


Полученный  результат  позволяет  с вероятностью  0,833  утвер- 
ждать, что  при  появлении  на  выходе  нуля  входным  сигналом  также 
является  нуль. 
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7.  Алгебра  событий.  События  с позиций  их  осуществимости 
можно  рассматривать  как  двузначные  логические  переменные 
которые  принимают  значения  1 (событие  происходит  ) или  0 (собы- 
тие не  происходит).  При  этом  сложному  событию  соответствует 
логическая  функция,  которая  представляется  формулой  булевой 
алгебры.  Вероятность  сложного  события  определяется  как  отобра- 
жение события  в интервал  [0,1]  множества  действительных  чисел. 

Вели  сложное  событие  задано  формулой  алгебры  множеств  то 
переход  к соответствующей  формуле  алгебры  логики  легко  осу- 
ществляется заменой  соответственных  операций:  пересечения  на 
конъюнкцию,  объединения  на  дизъюнкцию,  дополнения  на  отри- 
цание. Соответствующие  формулы  для  вероятностей  событий,  выра- 
женные через  логические  операции,  имеют  вид: 


р(АВ)  Р (Л)  РА  (В)\  Р(АуВ)  = Р (А)  +Р(В)~Р(АВу 
Р (А)  = 1 — Р (А). 

Для  независимых  событий  Р (АВ)  = Р(А)  Р(В),  а для  весов- 
местных  событий  Р(АѴВ)  = Р (А)  + Р {В).  Вероятность СонЗ». 

событий  выражается  как  Р (А±Аі  Ап)  — 

Переход  от  логической  формулы  сложного  события  к его  вероят- 
ности наиболее  прост,  если  представить  эту  формулу  как  дизъюнк- 
цию (сумму)  членов,  соответствующих  несовместным  событиям, 
сотому  требованию  всегда  удовлетворяет  совершенная  дизъюнктив- 
ная нормальная  форма,  а также  дизъюнкция  любой  совокупности 
непересекающихся  5-кубов,  образующих  покрытие  данной  функции. 
Іогда  вероятность  сложного  события  получается  заменой  операций 
дизъюнкции  арифметическим  сложением  и сопоставлением  членам 
Дизъюнктивной  формы  их  вероятностей.  В свою  очередь,  вероятность 
каждого  члена,  который  представляет  собой  конъюнкцию  событий 
получается  заменой  операций  конъюнкции  арифметическим  умно-’ 
жением  и сопоставлением  событиям  их  вероятностей  (условных  или 
оезусловных)  по  формуле  пересечения  событий. 

При  определении  вероятностей  конъюнкций  зависимых  событий, 

С ГГ6  входят  их  отрицания,  могут  понадобиться  значения  РА  (В) 
и иа\°)’  в то  время  как  известны  Р(А),  Р (В)  и РА(В).  Необ- 
ходимые соотношения  можно  получить  из  тождеств  А = А (ВуЪ)  = 
= АВ  ^АВ  и В — (А  у А)  В — АВ  V АВ.  Переходя  к вероятностям 
имеем _Р(А)  = Р(А)Ра(В) +Р(А)Ра{В)  и Р (В)  = Р (А)  РА  (В)  + 
+ Р (Л)  РА(В),  откуда 

Ра  (В)  = 1 - РА  (Ву,  Р-  (В)  = 

А 1 — Р (А) 


644 


Для  получения  и преобразования  формул  событий  используется 
аппарат  алгебры  логики,  которая  интерпретируется  как  алгебра 
событий.  Независимо  от  формы  исходного  описания  сложного  со- 
бытия (множество,  схема,  граф,  булева  матрица,  высказывание, 
таблица  соответствия  и т.  п.)  его  можно  привести  к дизъюнкции 
несовместных  событий,  которую  будем  называть  канонической  фор- 
мой. 


а 


\ 

х, 

0 

0 

1 

ХгѵХ, 

0 

0 

1 

г 


X, 

0 0 0 0 ’ 1 1 і 

X , 

0 0 110  0)  • 

X, 

0 1 0 1 0 1 0 1 

У 

0 0 0 0 0 1 1 1 

Г-Х&Х,  ѵХ,ХгХ,  ѵХ,Х2Х, 

ж 


6 


Система  функционирует 
(событие  У),  если  и только 
если  функционирует  первый 
элемент  (X,),  а также  второй 
(Хг)  или  третий (Хі)  элементы 

N У~Х,(ХгѵХ,) 


д 


е 


Рис.  260.  Способы  пред- 
ставления сложного 
события: 

а — диаграмма  Венна;  б — 
блок-схема;  в — граф;  г — ма- 
трица непосредственных 

связей;  д — высказывание; 
е — трехмерный  куб;  ж — 
таблица  соответствия;  з — 
карта  Карно. 


Пусть  требуется  определить  вероятность  безотказной  работы 
в течение  заданного  времени  (надежность  ) сложной  системы,  со- 
стоящей из  трех  независимо  функционирующих  элементов  с надеж- 
ностями рг  = 0,7;  р2  = 0,8  и Рз  — 0,9.  Система  находится  в ра- 
бочем состоянии  только  при  условии  функционирования  первого 
и хотя  бы  одного  из  двух  остальных  элементов. 

Обозначим  через  X;  событие  «функционирует  і-й  элемент» 
(і  — 1,  2,  3),  а через  У — событие  «функционирует  система».  Ис- 
ходное описание  может  быть  представлено  в различных  формах. 
Из  диаграммы  Венна  (рис.  260,  а),  блок-схемы  системы  (рис.  260,  б), 
графа  событий  (рис.  260,  в)  получаем  логическую  формулу  У = 
= Хг(Х2  V хз).  Эта  же  формула  получается  из  матрицы  непо- 
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средственных  связей  Р (рис.  260,  г),  которая  преобразуется  в матри- 
цу полных  связей  С}  исключением  узла  2 или  умножением  ее  самой 
на  себя,  т.  е. 


1 

X, 

0 ' 

2 

1 

Хі 

ха  (Х2ѴХ3)1 

0 

1 

х2ѵх3 

= 

0 

1 

х2ѵх3 

.0 

0 

1 ] 

0 

0 

1 ] 

откуда  имеем  У = д13  = Хх  (Х2  \/Х3).  Если  условие  задачи  рассматри- 
вать как  сложное  высказывание  (рис.  260,  д),  то  из  тавтологии 
(Х2  \/Х3)  следует  У *->■  Хг  ( Х2  у Х3),  что  равносильно 
полученным  ранее  формулам.  Переходя  к вероятностям  событий 
получаем  Р (Г)  = Рі  (р2  + Ря  - р2р3). 

Условие  функционирования  системы  можно  представить  также 
таблицей  соответствия  (рис.  260,  ж),  из  которой  считываем  совер- 
шенную дизъюнктивную  нормальную  форму  У = Х^.2Х9  уХуХ^Х3  у 
V Х1Х2Х3.  Переходя  к вероятностям, получаем  Р (У)  = Рі  ( 1 — Рі)  Рз  ц- 

+ РіРг  (1  Рз)  + РіРгРз  — Рі  (Рі  + Рз  — РгРз)  ■ Если  отобразить 
событие  У на  трехмерном  кубе  (рис.  260,  е)  или  на  карте  Карно 
(рис.  260,з),  тощего  можно  выразить  через  покрытие  5-кубов  У = 
= ^АѴ ВДХз  и’  следовательно,  Р (У)  =.■  ріРз  + РіРі  ( 1 — Рз)  = 
— Рі  ІР2  Л'Р  3 РіР-і)- 

Подставляя  численные  значения  вероятностей,  находим  надеж- 
ность системы  Р(У)  = 0,7  • 0,9  + 0,7  . 0,8  (1  — 0,9)  = 0,686. 

8.  Принцип  практической  уверенности.  Если  вероятность  како- 
го-либо события  далека  от  единицы  или  нуля,  то  можно  предска- 
зать долю  благоприятных  для  этого  события  исходов  или  его  час- 
тоту лишь  при  достаточно  большом  числе  повторений  комплекса 
условий  (испытаний).  Но  судить  о появлении  такого  события  при 
однократном  испытании  не  представляется  возможным. 

Иначе  обстоит  дело,  когда  вероятность  близка  к единице  или 
к нулю.  Практически  можно  быть  уверенным,  что  даже  при  одно- 
кратном испытании  в первом  случае  событие  произойдет,  а во  вто- 
ром не  произойдет.  В этом  и состоит  прпшцип  практической  уверен- 
ности,  имеющий  большое  значение  при  решении  конкретных  задач. 

Событие,  вероятность  которого  близка  к единице,  называют 
практически  достоверным,  а событие,  вероятность  которого  близка 
к нулю, — практически  невозможным.  Вопрос  о том,  как  следует 
понимать  «достаточную  близость»  вероятности  к единице  или  нулю, 
решается  в каждом  отдельном  случае  на  основе  опыта,  а также 
с учетом  возможных  последствий.  Так,  никто  не  откажется  от  наме- 
ченной загородной  прогулки  из-за  того,  что  вероятность  остаться 
без  билета  составляет  0,01.  Но  вряд  ли  нашлись  бы  желающие  вос- 
пользоваться авиалинией,  на  которой  из  каждой  сотни  рейсов  один 
заканчивается  катастрофой.  Если  известно,  что  из  10  000  лампочек 
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только  одна  может  оказаться  негодной,  то  вероятностью  брака  можно 
пренебречь,  и вся  партия  будет  принята  как  практически  безупреч- 
ная. Однако  в десятки  раз  меньшая  вероятность  выигрыша  авто- 
мобиля вовсе  не  игнорируется  многими  участниками  лотереи. 

9.  Субъективная  вероятность.  Принцип  практической  уверен- 
ности не  следует  смешивать  с субъективным  представлением  о ве- 
роятности как  степени  уверенности  в благоприятном  исходе  для 
данного  события  или  в справедливости  данного  суждения.  Неко- 
торые авторы  склонны  принять  такое  представление,  даже  в ка- 
честве наиболее  общего  определения  вероятности. 

Несостоятельность  подмены  понятия  вероятности,  как  объек- 
тивной характеристики  причинно-следственных  связей  между  явле- 
ниями массового  характера,  субъективной  оценкой  возможности 
события  очевидна.  В то  же  время  следует  считаться  с тем,  что  часто 
в практической  деятельности  не  существует  другого  способа  выра- 
зить отношение  к тому  или  иному  событию,  явлению  или  суждению. 
В подобных  случаях,  например,  говорят:  имеется  75%  уверенности 
(или  шанс  три  к четырем),  что  изменение  конструкции  приведет 
к улучшению  характеристик  двигателя;  степень  достоверности 
измерений  одной  серии  вдвое  больше,  чем  измерений  другой; 
вероятнее  всего,  что  картина  написана  не  Шишкиным,  а его  подра- 
жателями. 

Разумеется,  практическая  ценность  подобных  утверждений 
зависит  от  личного  опыта  их  авторов,  в котором  сложным  образом 
переплетаются  предыдущие  наблюдения  с рассуждениями  по  ана- 
логии. 

Понимая,  что  никакое  субъективное  суждение  о вероятности 
не  может  заменить  строгого  определения  этого  понятия,  не  следует 
слишком  сурово  относиться  к использованию  субъективной  вероят- 
ности в тех  случаях,  когда  практически  не  существует  никакой 
другой  возможности  выразить  отношение  к степени  достоверности 
того  или  иного  события.  Необходимо  также  принять  во  внимание, 
что  субъективная  оценка  обычно  носит  временный  характер  и часто 
служит  рабочей  гипотезой,  которая  уточняется  по  мере  развития 
событий. 

Типичным  примером  в этом  смысле  может  служить  применение 
формулы  Бейеса.  Если  не  известны  точные  значения  условных  ве- 
роятностей РАі(В),  но  из  каких-либо  соображений  их  можно  оценить 
приближенно,  то  априорные  вероятности  гипотез  А(  вовсе  не  обя- 
зательно связывать  с условием  РА,(В)  = рА,(В ) =...  = РАп{В). 
Более  целесообразно  принять  приближенные  значения  Раі(В) 
и вычислить  априорные  вероятности  Рв(Аі)  по  формуле  Бейеса. 
После  того  как  получены  уточненные  значения  РАі(В),  по  этой  же 
формуле  вычисляются  апостериорные  вероятности.  Так,  при  усло- 
виях рассмотренного  в (6)  примера  потребителю  деталей  может  быть 
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известно,  что  поставщики  первой  и второй  партии  обычно  допускают 
примерно  втрое  больше  брака,  чем  поставщик  третьей  партии. 
Тогда  при  определении  априорных  вероятностей  естественно  при- 
нять Ра,(В)  = Р'а,{В)  = 3 Ра3(В),  на  основании  чего  находим 

Р'в  ( А х)  = Р ( А ,) 7 <01 = 

Р (Лх)  ЗРАѣ  (В)  + Р (Л2)  ЗРа>  (В)  + Р (А3)  Р'А  (В) 

= і 3 ^ 


Аналогично  определяются  Р'В{А2)  = ~ и РВ(А3)  = 1.  Таким 

образом,  в соответствии  с принятым  приближением  априорные 
вероятности  брака  в трех  партиях  относятся  как  1 : 2 : 1 что  зна- 
чительно  ближе  к уточненному  (апостериорному)  отношению 
Л : іо  : 9,  чем  принятое  раньше  отношение  1:2:3. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

' ' ВеР0ЯТН0СІь  того>  что  давление  в системе  превысит  номинальное  зна- 
чение, равна  рх.  При  повышенном  давлении  вероятность  повреждения  равна 
р2.  Определите  вероятность  повреждения  вследствие  повышения  давления 
2.  Детали  могут  изготавливаться  с применением  двух  технологий' 
Одна  из  них  включает  три  технологические  операции,  вероятности  получе- 
ния брака  при  каждой  из  которых  равны  соответственно  0,1;  0 2 и 0 3 Лпѵ- 

ёавньшГоТ  ПппРиеРаЦНН  С одннаковым»  вероятностями  получения  брака, 
равными  0,3.  Определите,  какая  технология  обеспечивает  большую  вероят- 
ность получения  первосортной  продукции,  если  для  небракованной  детали 

ОД,  а по  второй  — Л0>8Н°СТИ  “ Перв0му  сорту  по  пеРВ0Й  технологии  равна 
3 _Пусть  события  Л1?  Л2,  . . . , Ап  независимы  в совокупности,  причем 
і)  Рі  и Р (Л  і)  і Рі~Яі-  Покажите,  что  вероятность  наступления 
события  Л,  состоящего  в появлении  хотя  бы  одного  из  событий  Л,,  Л,,  , А 

Еыражается  соотношением  ’ ’ л’ 


р (Л)  = 1 — 9і<72 


= 1 - П «і 
1 = 1 


выстоел^хРРяш  я О Я7^  Нб“  ОДНОГО  попаДания  стрелком  в мишень  при  трех 
выстрелах  равна  0 875.  Найдите  вероятность  попадания  при  одном  выстреле. 

5.  Из  180  студентов,  сдававших  экзамены  по  английскому  языку  и ма- 
тематике, 15  не  сдали  экзамен  по  математике,  10  не  сдали  экзамен  по  англи й- 

чГйноУ  ЯвыРКрУаРн5ыНй  СсДтаудё„0т:0ИХ  ЭКЗаМе"0В'  НаЙДИТе  Вероя“  того,  что  слу- 

а)  не  сдал  экзамен  по  математике  и сдал  экзамен  по  аглийскому  языку 

б)  сдал  экзамен  по  математике  и не  сдал  экзамен  по  английскому  языку’ 

6.  Покажите  что  вероятность  объединения  трех  событий  еыражается 

+ РР{Щ№  ~Р{А)  + Р<В>  + Р «э  - е(лле,-е  Гл  по- 
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7.  Пусть  три  события  А,  В,  С из  множества  элементарных  событий 
являются  полностью  независимыми  и их  вероятности  Р (А)  = 1/3;  Р ІВ)  — 1/6' 
Р (С)  — 2/5.  Найдите  вероятности  событий,  определенных  следующими  тео- 
ретико-множественными соотношениями: 

а)  Р = (ЛЦВ)П(ЛЦВ); 

б)  <1=А\]В\1С- 

в)  /?=  ЛПВПСП(ЛІІВ); 

г)  5 = ((ЛПСШВ)П(МПОи(Впсш(Лпвпс)). 

При  решении  задачи  предварительно  упростите  эти  соотношения  и ис- 
пользуйте соответствующие  формулы  для  вероятностей  независимых  событий. 

8.  Вероятности  появления  каждого  из  двух  независимых  событий  А1  и Л2 
соответственно  равны  рг  и р2-  Найдите  вероятность  появления  только  одного 
из  этих  событий. 

9.  Вычислительное  устройство  состоит  из  трех  блоков,  вероятности  сбоя 
в каждом  из  которых  относятся  как  1:4:5,  а вероятности  обнаружения 
сбоя  в них  соответственно  равны  0,8;  0,9  и 0,95.  Найдите  вероятность  того, 
что  возникший  в устройстве  сбой  будет  обнаружен. 

10.  Три  машины  в цехе  выпускают  одинаковые  детали,  причем  первая 
машина  производит  30%  всех  деталей,  вторая  — 25%,  а третья  — 45%.  Брак 
равняется  соответственно  1;  1,2  и 2%  от  выпускаемой  каждой  машиной  про- 
дукции. Какая  вероятность  того,  что  случайно  выбранная  деталь  из  10  000 
произведенных  в течение  месяца  окажется  бракованной?  Если  она  окажется 
бракованной,  то  какова  вероятность  того,  что  она  была  произведена  данной 
машиной? 


2.  СЛУЧАЙНЫЕ  ВЕЛИЧИНЫ 

1.  Дискретные  случайные  величины.  Величина  х,  которая  при 
данном  комплексе  условий  принимает  одно  из  своих  возможных 
значений  х(  с вероятностью  Р{хс)  = Р(х  = х(),  і = 1,2,  п, 
называется  дискретной  случайной  величиной.  Принятие  величиной 
х значения  х(  можно  рассматривать  как  случайное  событие,  при- 
чем все  такие  события  образуют  полную  систему  событий. 

^Функция  р(х),  сопоставляющая  каждому  значению  хі  случай- 
ной величины  вероятность  этого  значения  Р (*,-),  полностью  опреде- 
ляет случайную  величину  и называется  дискретным  распределением 
или  функцией  вероятностей.  Эта  функция  может  быть  задана  таб- 
лицей, графом  или  множеством  упорядоченных  пар  (д Р(х{)). 

Функция  Р ( хі ) = Р (х  < Х[),  определяющая  вероятность  того, 
что  случайная  величина  не  превышает  значения  хс,  называется 
интегральной  функцией  распределения,  причем 

Р (Х[)  - 2 Р (х). 

Х<Хі 


Ясно,  что  при  Хі  < хр  Р (хі)  < Р (х/) , т.  е.  интегральная  функ- 
ция распределения  монотонно  возрастающая,  причем  0<Р(л:,)<  1. 
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Дополнение  Р (х,)  до  единицы  дает  вероятность  того,  что  случайная 
величина  превышает  значение  х(,  т.  е. 

Р(Х  >Хі)  = 1 — Р(х{). 

Так  как  Р (х  < хі)  + Р (Хі  < х < х()  = /3  (х  < х;),  то  вероятность 
попадания  значений  случайной  величины  в интервал  ж,  < х < л: 
можно  вычислить  для  данной  функции  распределения  по  формуле: 

Р (Хі  < * < X/)  = Р (х,)  ~ Р (Хі). 

Любую  характеристику  случайной  величины,  из  которой  по  из- 
вестным правилам  можно  получить  ее  распределение,  называют 
законом  распределения  этой  величины. 

Поясним  это  определение  на  примере  бросания  двух  игральных 
костей.  Множество  элементарных  событий  Н состоит  из  36  элемен- 
тов (а,  Ь),  где  ап  Ь — число  очков,  выпавшее  при  бросании  первой 
и второй  кости.  Рассмотрим  случайную  величину  х,  значения  ко- 
торой Хі  равны  сумме  очков  а + Ь.  При  каждом  испытании  эта 
величина  принимает  одно  из  одиннадцати  возможных  значений 
(от  2 до  12).  Считая  элементарные  события  равновероятными  и под- 
считывая число  таких  событий  т(,  для  которых  * = хіу  находим 
вероятности  Р(х{)  = Р(х  = хі),  а также  значения  интегральной 
функции  распределения  Р(хі)  = Р(х  < х( ): 


*«■ 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

ті 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

I 

р (*,) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

36 

р{*і) 

1 

36 

3 

36 

6 

36 

10 

36 

15 

36 

21 

36 

26 

36 

30 

36 

33 

36 

35 

36 

36 

36 

Графики  распределения  Р(хі)  и интегральной  функции  распре- 
деления Р(хі)  изображены  на  рис.  261. 

2.  Дискретные  распределения.  В практике  широко  использу- 
ются типичные  распределения  случайных  величин,  которые  обслу- 
живают определенные  классы  задач.  Одна  из  таких  задач  состоит 
в рассмотрении  независимых  многократно  повторяющихся  испыта- 
нии, называемых  испытаниями  Бернулли.  Каждое  из  них  приводит 
к одному  из  двух  возможных  исходов:  событие  наступает  (успех) 
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или  не  наступает  (неудача).  Вероятность  наступления  события 
р не  меняется  от  испытания  к испытанию.  Требуется  определить 
вероятность,  с которой  при  п испытаниях  событие  наступает  точно 
х раз.  В этих  условиях  случайной  величиной  является  число  успеш- 
ных исходов,  которое  может  принимать  значения  от  0 до  п. 


а 


Рис.  261.  Графики  распределения  суммы  очков  при  бросании  двух 
игральных  костей: 

а — функция  вероятностей;  б — интегральная  функция  распределения 


Рис.  262.  Графики  биномиального  распределения  при  различных 
значениях  параметров  пир. 


Событие  может  появиться  в п испытаниях  точно  х раз  (0  < л:  < п)  С% 
различными  одинаково  возможными  способами.  Так  как  испытания 
независимы,  то  каждому  такому  способу  соответствует  вероятность 
Рх  ( 1 — р)п~х.  На  основании  теоремы  о сумме  вероятностей  получаем 
распределение  рассматриваемой  случайной  величины: 

/ (*;  п,  р)  - Схпр * (1  - ру~х  =.  р*(  1 - р)п-\ 
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Дискретные 


Название 

Распределение 

Параметры 

Математичес- 
кое ожидание 

Биномиальное 

/(*;  п,  р)  = 

= Схпрх(\  — р)п~х, 
х = 0,  1,  2 п 

0<р<  1; 

пе  N 

(УѴ — множество 
положительных 
целых  чисел) 

пр 

Мультиномиаль- 

ное 

( (*і хк\  п ; 

Рі Р*>  = 

- я!  р** 

ЛГ!І  ...  х^І  ’ 

*,•  = 0.  1,2,  ...(1  = 

= I Л); 

*1  + х2  ~Ь  ' + = п 

п € Л/; 

Рі>0 Р*>0; 

к 

2 Рі  = 1 

«=1 

пр( 

Гипергеометри- 

ческое 

( (х;  т,  п,  к)  — 

ркг>т—Ь 
_ ^Х^п—Х 

г>т  ’ 

'-'п 

х < 6;  п — х<  т — к 

т,  п,  к ^ N 

пк 

т 

Геометрическое 

> ( х ; Р)  = р (1  — Р)\ 
х = 1,  2,  ... 

0 < р < 1 

і — р 

р 

Распределение 
Паскаля  (или 

отрицательное 
биномиальное) 

/ (*;  *.  р)  = 

= С^5_,р3  (1  -р)\ 
х =0,  1,  2,  ... 

Паскаля,  если 

5 >0; 

отрицательное 
биномиальное, 
если  а $ N 

5(1  —р) 

Р 

Распределение 

Пуассона 

/ (*; х)  = тг  е~"'’ 

X =0,  1,  2.  ... 

\(  (X  > 0) 

и 
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распределения 


Таблица  8 


Дисперсия 

Асимметрия 

Эксцесс 

Применение 

пр(\—р) 

1 —2  р 

і — бр  (і  — р) 

Вероятность  появления 
события  (исхода)  х раз 
в п независимых  испы- 
таниях, когда  вероят- 
ность р события  в каждом 
испытании  постоянна 

(извлечения  с возвраще- 
нием) 

V пр  (1  — р) 

пр  (1  — р) 

пРі  0 — Р{). 
1=1,2 к 

1-2  Рі 

1 — 6рг  (1  — р,) 

Вероятность  появления 
/-го  события  (исхода)  х1 
раз  в п испытаниях, 
когда  вероятности  собы 
тий  Рі  постоянны  и собы- 
тия хі  образуют  полную 
группу 

У чРсО—Рі)  ' 
( = 1,2 к 

«Р((1  — Рі) 

1 = 1,  2,  ...  , к 

пк  (т  — к)  (т  — п) 

— 

— 

Вероятность  появления  х 
исправных  изделий  в вы- 
борке объема  т,  взятой 
из  совокупности  объема 
п.  которая  содержит  к 
неисправных  изделий 
(извлечения  без  возвра- 
щения) 

т2  (т  — 1) 

1 — р 

2-Р 

р2  — 6р  + 6 

Вероятность  того,  что 
потребуется  х испытаний 
Бернулли,  прежде  чем 
будет  получен  успешный 
исход 

Р 2 

і/і  — р 

1 — р 

8(1  —р) 

2 — р 

р2  — 6р  4-  6 
8(1  —р) 

Вероятность  того,  что 
потребуется  провести  х 
испытаний  Бернулли 
для  появления  8 успеш- 
ных исходов 

Р2 

/8(1  -р) 

11 

1 

1ЛГ 

1 

К 

Вероятность  появления 
х независимых  событий 
в данном  интервале  вре- 
мени і,  когда  события 
происходят  с постоянной 
интенсивностью  ), 
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Это  выражение  представляет  собой  общий  член  разложения 
бинома  (р  -\-ц)п,  где  ц = 1 — р,  откуда  и его  название  — биноми- 
альное распределение.  Легко  проверяется  общее  свойство: 

П П 

2 / (х;  п,  р)  = 2 СпР = (р  + д)п  = 1. 

эс~0  х=0 

Величины  пир  являются  параметрами,  полностью  характери- 
зующими биномиальное  распределение  как  дискретную  функцию 
от  х.  Графики  биномиального  распределения  при  различных  значе- 
ниях параметров  показаны  на  рис.  262. 

Определим,  например,  вероятность  того,  что  из  запланирован- 
ных запусков  десяти  ракет  успешными  будут  не  менее  девяти,  если 
вероятность  успеха  для  каждой  ракеты  равна  0,95.  Искомый  резуль- 
тат выражается  суммой  / (9;  10;  0,95)+/(10;  10;  0,95)  = С[0  • 0,959х 
X 0,05  + С}*  . 0,9510  = 10  • 0,630  • 0,05  + 1 • 0,599  = 0,315  + 
+ 0,599  = 0,914. 

В табл.  8 приведены  другие  дискретные  распределения,  наи- 
более часто  встречающиеся  в инженерной  практике  (теория  надеж- 
ности, контроль  качества,  системы  массового  обслуживания  и т.  д.). 

3.  Непрерывные  случайные  величины.  Случайная  величина  назы- 
вается непрерывной,  если  она  может  принимать  любое  значение 
в интервале  ее  определения.  Интегральная  функция  распределения 
случайной  величины  Р (хс)  = Р (х  < х{),  как  и для  дискретной 
величины,  определяет  вероятность  того,  что  л;  не  превосходит  зна- 
чения Х[.  Имеют  место  также  аналогичные  соотношения:  Р (х1  < л:  < 
< Х2)  = р (Х2)  Р (хх);  Р (х  > Хі)  = 1 — Р ( Хі ) И Р (Хс)  < Р ( X: ) при 
Х[  < X/.  Кроме  того,  Р (—  оо)  = 0 и Р (со)  = 1. 

Поскольку  множество  значений  непрерывной  случайной  величины 
бесконечно  и несчетно,  то  вероятность,  соответствующая  любому 
ее  конкретному  значению,  — бесконечно  малая  величина.  Поэтому  зна- 
чение вероятности  нахождения  случайной  величины  х в интервале  от  х\ 
до  х2  не  зависит  от  включения  в этот  интервал  его  крайних  точек 
Р (хі<х<  А'г)  “ р (*і  < х < х2)  = Р (*і<  х <х2)  = 
= Р (Хі)  — Р (Хі). 

Для  непрерывной  случайной  величины  закон  распределения 
р ( Хі ) — Р (х  = хі)  не  имеет  смысла  и вместо  него  определяется 
плотность  распределения  (функция  плотности,  плотность  веро- 
ятности, дифференциальная  функция  распределения) 

Щ)  = Пш  _ ѵы 

Ах^О  Ьх 

С учетом  приведенных  выше  выражений  имеем 


<іх 


(■  г 

Р(х)=  ) / (г)  дг\  Р (хх  < х < х2)  = V / (х)  дх;  \ / (х)  йх  = 1. 

— со  „ __ 
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Из  этих  соотношений  видно,  что  площадь  под  кривой  плотности 
распределения  (рис.  263)  равна  единице.  Заштрихованные  части 
площади  равны  вероятности  того,  что  значение  случайной  величины 
меньше  хѵ  больше  х2  (рис.  263,  а)  или  лежит  между  хл  и х2  (рис. 
263,  б). 


Рис.  263.  Графики  плотности  распределения  /(*),  где  площадь 
заштрихованных  участков  равна  вероятности  того,  что: 

а — х < Х\  или  х > х2\  б — х находится  между  и л:,. 


4.  Нормальное  распределение.  Из  непрерывных  распределений 
наиболее  часто  используется  нормальное  ( гауссово ) распределение, 
плотность  которого 


-4  -з  -г  -і  о і 2 з х 


6 


где  |і  и о — параметры  распределения.  Интегральная  функция  этого 
распределения  выражается  соотношением 


Р{Х\  р.,  о)  = 


г— 

2а!  Ог. 
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Графики  /( х ),  называемые  нормальными  кривыми,  при  различ- 
ных значениях  сг  и р показаны  на  рис.  264.  Эта  функция  имеет 
максимум  при  х ==  р и симметрична  относительно  перпендикуляра 
к оси  абсцисс  в точке  х = р.  Изменение  параметра  р не  изменяет 
формы  нормальной  кривой,  а приводит  лишь  к ее  сдвигу  вдоль  оси 
х (вправо,  если  р возрастает,  и влево,  если  р убывает).  С возраста- 
нием а максимум  нормальной  кривой  1Лт)/2л  убывает,  а сама  кри- 
вая становится  более  пологой.  1 


а исходный  график;  б — линеаризированный  график. 


График  интегральной  функции  нормального  распределения 
г(х;  р,  о)  показан  на  рис.  265,  а.  Изменением  шкалы  по  оси  орди- 
нат его  можно  представить  прямой  линией  (рис.  265,  б).  Систему 
координат  с такой  шкалой  называют  вероятностной  бумагой,  кото- 
рая удобна  для  обнаружения  нормального  закона  распределения  по 
совокупности  экспериментальных  значений  Р(х\  р,сг). 

Если  х — нормально  распределенная  величина  с произволь- 
ными р и о,  то  нормированная  величина 


также  распределена  по  нормальному  закону,  но  с параметрами  р = О 


Ну) 


1 


Ѵ2ке 


2 . 
* 


р (у) 


е 2 йі. 
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Для  определения  значений  [ (х;  р.,  а)  и Р (х\  р,  а)  достаточно  рас- 
полагать таблицами  для  [ (у)  и Р (у)  нормированной  случайной  вели- 
чины. Обычно  в таких  таблицах  приводятся  значения  только  для 
у > 0,  так  как  из  симметрии  нормальной  кривой  следует,  что 


/(—  у)  = Иу)>  р (—  У)  = 1 — р ДО- 

Функцию  Р (у)  можно  записать  в виде 


где  первый  интеграл  равен  0,5,  а второй  является  стандартной  функ- 
цией, называемой  интегралом  Лапласа 


и 


0 

Таким  образом,  имеем  соотношение 

р (у)  = Ф(у)  +0,5. 


В табл.  9 приведены  значения  интеграла  Лапласа  Ф (у)  для 
значений  у от  0 до  4,99  с дискретностью  0,01.  Значения  для  отри- 
цательных у определяется  соотношением  Ф (—  у)  — — Ф (у).  С по- 
мощью табл.  9 легко  определяются  значения  интегральной  функции 
нормального  распределения  при  любых  и и а: 


5.  Вероятность  попадания  в заданный  интервал.  Эта  вероятность 
для  нормально  распределенной  случайной  величины  с параметрами  р. 
и а определяется  соотношением: 


где  у,  = -1--,  ; у3  = д - , и выражается  через  интегралы  Лапла- 

са следующим  образом: 


или 


Р(Ь  <х<хг)  = ф(^)  _ф(Д_^) . 
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гг  Ю О 00  о 

■ — 4*10  N 
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05  05  05  05  05 

Г*  ^ 

05  СО  05  СМ 

05  СО  Г4»  00  05 

N ОО  О СО  іЛ 

Я Я Я И я 

03  О-  03  СЗ  05 

^ ^ Ч*<  ч*<  т^н 

СМ  СО  ОО  N.  О 
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00  Ю СО  о 05 
ч—  СМ  ОЗ  ю о 

N 00  ОО  СО  со 
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римечание.  Верхний  индекс  у цифры  9 показывает,  сколько  раз  она  появляется  в данном  значении. 


криДрй"^и^ьГ„рім^Л:,с„гои  симмеір""  “ор“ой 

/■(р-.<л:<р+«)„^|  е-тл «,=  |/|| 

-а/о  о 

Обозначив  г = — , получим  выражение  для  вероятности  того, 

что  отклонение  нормально  распределенной  случайной  величины  * 
от  значения  р.  не  превышает  а: 


Ф(2)  = ~ | е 2 йу  = 2Ф  (г)  = 2Ф  (— 


-сІЖ  - Т-Ги  Г«Т=  2Ф  іт°Ти°»Г'  ?,Г' 

--  0,68269;  |Р)  _ 0 95450;  + (3)  = 0,99730;  5(4;  _ 0™999367  и 
- 0,999999427.  Как  видно,  уже  при  а = За  интеграл  веооят- 

лишГвТ0Л2Ь7Ко°  г"3  0,0027  0тличается  от  единицы.  Иначе  говоря, 
п °’27/0  случаев  отклонение  случайной  величины  от  и может 
,Р™  ть  За’  что  практически  считается  невозможным  событием 
(правило  трех  сигм) . Если  распределение  случайной  величины  неиз- 
вестно, но  условие  по  правилу  трех  сигм  выполняется,  то  имеются 

основания  предполагать,  что  изучаемая  величина  распределена  по 
нормальному  закону.  р рсдслена  по 

Пусть  например,  техническими  условиями  задано,  что  длина 
некоторой  детали  должна  лежать  между  24  и 25  см,  причем  длина 
детали  нормально  распределенная  величина  с и = 24  6 см 
и а — ,4  см.  Определим,  какая  доля  изготовленных  деталей  не 
удовлетворяет  техническим  условиям. 

*ГЯТН0СТЬ  попадания  длины  деталей  в заданный  интервал 
определяется  соотношением:  н 


Р (24  < х < 25)  = Ф 


25  — 24,6 


0,4  / * \ 0,4 

= Ф(1)  + Ф (1,5). 


Ф<-  - 24,6 = Ф (1)  — Ф( — 1,5)  — 


По  табл.  9 находим:  Ф(1)  = 0,3413  и Ф (1,5)  = 0,4332  следо- 
вательно, ' ’ ди 

Р (24  < X < 25)  = 0,3413  + 0,4332  = 0,7745. 

летней ЗНяаЧ9И9Т’ко/Т°  Техииче^ким  условиям  удовлетворяют  77,4% 
деталей,  а 22,6 /о  деталей  будут  иметь  размеры,  выходящие  за 
допустимые  пределы. 
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Нормальное  распределение  занимает  особое  место  в теории  ве- 
роятностей, а нормально  распределенные  величины  широко  приме- 
няются в практике.  Это  связано  со  следующим  положением,  вытека- 
ющим из  центральной  предельной  теоремы  А.  М.  Ляпунова. 

Если  случайная  величина  х представляет  собой  сумму  очень 
большого  числа  взаимно  независимых  случайных  величин,  влияние 
каждой  из  которых  на  всю  сумму  ничтожно  мало,  то  х распределена 
по  закону,  близкому  к нормальному. 

Такое  положение  имеется,  например,  при  измерении  физических 
величин.  Любое  измерение  дает  лишь  приближенное  значение  изме- 
ряемой величины.  Так  как  на  результат  измерения  влияет  большое 
число  различных  независимых  случайных  факторов  (условия  окру- 
жающей среды,  электрические  и механические  помехи  и т.  и.),  то 
можно  полагать,  что  ошибка  измерения  имеет  нормальное  распреде- 
ление. Этот  вывод  часто  подтверждается  на  практике. 

Кроме  нормального  распределения  широко  используются  дру- 
гие типы  распределений  случайных  величин,  наиболее  важные  из 
которых  приведены  в табл.  10.  Там  же,  как  и в табл.  8,  даны  харак- 
теристики распределений,  о которых  пойдет  речь  ниже. 

6.  Центр  распределения.  Одной  из  наиболее  важных  характерис- 
тик распределения  является  центр  распределения  — точка,  к кото- 
рой тяготеют  значения  случайной  величины. 

В качестве  такой  характеристики  чаще  всего  употребляется 
математическое  ожидание  ( среднее  значение),  которое  для  дискрет- 
ной и непрерывной  случайных  величин  определяется  соответственно 
как 


00 


Например,  математическое  ожидание  суммы  очков  при  броса- 
нии двух  игральных  костей  находим  в соответствии  со  значениями 
р(Хі),  приведенными  в (1): 


М(х)  2 • 36  + 3 • 36  4 • 36  + 5 • де  + 6 • 36  + 7 • зб  + 8 • зб  + 


+ 9 ' 36  ^ 10  ' 36  ^ 1 1 ' 36  + 12  ' 36  ‘ 7' 


Для  экспоненциального  распределения  интегрированием  по  час- 
тям находим: 


о 
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Непрерывные 


Название 

Плотность  распределения 

Параметры 

Математи- 

ческое 

ожидание 

Нормальное 

= а 2°‘ 

О У 2к 

— ОО  < X <С  оо 

— оо-<(і<;ос 
а > 0 

р 

Гамма- 

распределение 

/ м = ( Щ)х"~'е~Хх’ х>0 

1 0 при  х<0 

V V 

о о 

’і 

X 

Экспоненциаль- 

ное 

(.  0 при  л;  <0 

Х>0 

і 

X 

Бета- 

распределение 

/(*)  = 

1 0 в остальных  случаях 

>0 

т>о 

7 

Ч + 7 

Равномерное 

'(*)=[  Гі-  Но  ’ ^<Х<Ъ 

1 0 в остальных  случаях 

(V  Рі 

< Гі 

Ро  + Рі 

2 

Логарифмически 

нормальное 

( 1 с-^-,и°ех-ѵ-)г 

1 ох  У 2к  при  х > 0 

1 0 при  *<0 

— оо^р^оо 

а 7>  0 

*+т 
е * 
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распределения 


Таблица  10 


Дисперсия 

Асимметрия 

Эксцесс 

Применение 

о2 

0 

0 

Основное  распределение  математи- 
ческой статистики.  Является  прием- 
лемой моделью  для  многих  физи- 
ческих явлений  вследствие  того,  что 
при  доеольно  общих  условиях  рас- 
пределение среднего  п наблюдений 
стремится  к нормальному,  независи- 
мо от  формы  исходного  распределения 
при  П -*■  оо 

ч 

X2 

2 

ѴІ 

6 

ѵ 

Основное  распределение  математиче- 
ской статистики  для  случайных  ве- 
личин, ограниченных  с одной  сторо- 
ны (0-<л:<;оо).  Описывает  время, 
необходимое  для  появления  т]  собы- 
тий при  условии,  что  они  незави- 
симы и появляются  с постоянной 
интенсивностью  X 

1 

X"2 

2 

9 

Распределение  времени  между  неза- 
висимыми событиями,  появляющи- 
мися с постоянной  интенсивностью. 
Частный  случай  распределения  Бей- 
бу лла  и гамма -распределения 

тл 

Основное  распределение  математиче- 
ской статистики  для  случайных  вели- 
чин, ограниченных  с обеих  сторон 
(0<Х“<1).  Например,  распределе- 
ние доли  совокупности,  заключен- 
ной между  наименьшим  и наиболь- 
шим значением  выборки 

(ч+д2  (1+7+1) 

ІМ 

1 ^ 

0 

—1,2 

Дает  вероятность  того,  что  наблю- 
дение будет  лежать  в определенном 
интервале,  когда  вероятность  того, 
что  наблюдение  принадлежит  дан- 
ному интервалу,  прямо  пропорцио- 
нальна его  длине.  Частный  случай 
бета-распределения 

е*+°‘  (еа'  - 1) 

Ѵ7'-\  (е°'+2) 

— 

Описывает  случайные  величины, 
логарифм  которых  распределен  по 
нормальному  закону.  Применимо, 
когда  наблюдаемое  значение  случай- 
ней величины  составляет  случайную 
долю  ранее  наблюдавшегося  явления 
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Название 

Плотность  распределения 

Параметры 

Математи- 

ческое 

ожидание 

Распределение 

Вейбулла 

1 0 при  х < 0 

1 > о 

о > 0 

+ 

гН 

О 

Из  определения  ясно,  что  математическое  ожидание  постоянной 
величины  равно  этой  же  величине,  а математическое  ожидание 
суммы  (произведения)  независимых  случайных  величин  равно  сум- 
ме (произведению)  математических  ожиданий  слагаемых  (сомножи- 
телей). 

Другой  характеристикой  центра  распределения  является  ме- 
диана, равная  такому  значению  а непрерывной  случайной  величи- 
ны^ х,  перпендикуляр  из  которой  делит  пополам  площадь  под  кри- 
вой плотности  распределения  /( х ).  Эта  точка  определяется  из  соот- 
ношения 


]"  Цх)сІх=  0,5. 

00 

Так,  для  экспоненциального  распределения  медианѵ  а находим, 
решая  уравнение 

а 

| \е~Хх(іх  = 0,5, 
о 

которое  после  интегрировзния  приводится  к в ^ а — 0,5,  откуда 

а = — 1п  2. 

В качестве  характеристики  центра  распределения  используется 
также  мода.  Для  дискретной  случайной  величины  она  равна  наи- 
более вероятному  значению  случайной  величины  (так,  мода  равна 
/ в примере  бросания  двух  игральных  костей).  Мода  непрерывной 
случайной  величины  равна  максимальному  значению  плотности 
распределения  (например,  для  экспоненциального  распределения 

І\х)  ~~  Хе  АХ  при  х ^ 0 и X >■  0 мода  определяется  значением 

х = 0). 
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Продолжение  табл.  10 


Дисперсия 

Асимметрия 

Эксцесс 

Применение 

Дг(т+|)- 

+(!+')]] 

— 

— 

Общее  распределение  времени  безот- 
казной работы  при  самых  разно- 
образных интенсивностях  отказов. 
Распределение  экстремальных  значе- 
ний для  минимальных  элементов, 
взятых  из  N значений,  которые 
имеют  ограниченное  слева  распре- 
деление 

На  рис.  266  указаны  характеристики  центра  некоторого  распре- 
деления. Следует  заметить,  что  крайние  значения  плотности  рас- 
пределения существенно  влияют  на  математическое  ожидание, 
значительно  слабее  от  них  зависит  медиана,  а мода  вовсе  не  чув- 
ствительна к ним. 

7.  Моменты  распределения.  Сравнительно  большие,  но  мало- 
вероятные значения  случайной  величины  оказывают  слабое  влияние 
на  математическое  ожидание.  Для  более  полного  учета  влияния 
таких  значений  используются  ха- 
рактеристики, называемые  момен- 
тами распределения. 

Начальным  моментом  порядка 
к (к-м  моментом ) случайной  ве- 
личины д:  называют  математическое 
ожидание  величины  хк,  т.  е. 

ук  — М (хк)  — ] х^І  (х)  йх. 

00 

Центральным  моментом  порядка  к случайной  величины  х 
называют  математическое  ожидание  к- й степени  ее  отклонения 
х — М (х)  от  среднего  значения: 

Р*  = М ((х  — М (*))*)  = ] (х  — М (х))к}  (х)  йх. 

оо 

Для  дискретных  случайных  величин  вместо  интегралов  записы- 
ваются суммы: 

ѵ*  = 2 Ар  (*<■);  ра  = 2 (*,•  — м ( х))кр  (*,-) . 

Первый  начальный  момент  совпадает  с математическим  ожида- 
нием, т.  е.  ѵ,  = М [х).  Первый  центральный  момент  всегда  равен 


Математическое 
ожидание 


Медиана 


Рис.  266.  Расположение  математи- 
ческого ожидания,  медианы  и моды 
некоторого  распределения. 
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нулю,  так  как  ^ = М(х  — М (х))  = М (х)  — М(х)  = 0.  Зависимости 
между  моментами  легко  получить,  сопоставляя  их  выражения  на 
основе  свойств  математического  ожидания.  Так,  р2  = М ((х—  ѵ1)2)= 

=-  М (х2  — 2х')г  + V®)  = М (х2)  — 2 чхМ  (х)  + М (у,)  = ѵ2  — 2ѵ,ѵ,  4-  ѵ* 
откуда 

р2  = Ѵ2  — V*. 

Аналогично  находим  другие  соотношения: 

— ѵз  Зѵхѵ2  2ѵ4;  р4  = ѵ4  — 4ѵ3ѵ4  -р  6ѵ2ѵ4  — Зѵ4. 

Распределения,  как  правило,  могут  быть  описаны  с помощью 
первых  четырех  моментов,  а моменты  более  высоких  порядков 
используются  редко. 

Второй  центральный  момент  р2  является  показателем  рассеива- 
ния и называется  дисперсией.  Она  обычно  обозначается  через  Б(х) 
и определяется  для  дискретной  и непрерывной  случайных  величин 
соответственно 

О (х)  = У (*,  — м (х))2  р (*,.);  О (х)  = | (X  — м (X))2  / (х)  йх. 

Дисперсия  постоянной  величины  равна  нулю.  Постоянный  мно- 
житель можно  выносить  за  знак  дисперсии,  возводя  его  в квадрат. 
Дисперсия  как  суммы,  так  и разности  двух  независимых  случайных 
величин  равна  сумме  их  дисперсий,  т.  е. 

В (х  ± у)  — 7)  (х)  -И  (у). 

Квадратный  корень  из  дисперсии  называют  средним  квадратичес- 
ким отклонением,  т.  е. 

а (*)  = ѴЩх), 

причем,  саму  дисперсию  П(лг)  часто  обозначают  через  о2(х). 

Для  случайной  величины,  распределенной  по  нормальному 
закону,  математическое  ожидание  и среднее  квадратическое  значе- 
ние совпадают  соответственно  с параметрами  р и о.  На  основании 
результатов,  полученных  в (5),  можно  утверждать,  что  68,3% 
значений  нормально  распределенной  величины  попадают  в интер- 
вал р ± о,  95,5%  значений  — в интервал  р + 2а,  99,7%  значе- 
ний — в интервал  р ± Зз.  При  рассмотрении  любых  других  рас- 
пределений с конечными  математическими  ожиданиями  р и дис- 
персией о вероятность  попадания  значений  случайной  величины 
в интервал  можно  оценить  с помощью  неравенства  Чебышева.  Со- 
гласно этому  неравенству,  по  крайней  мере,  (і—  1)  . 100%  зна- 
чений случайной  величины  находится  в интервале  р + ко. 
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Третий  центральный  момент  р,3  характеризует  отклонение  кри- 
вой распределения  от  симметричной.  Кривая  распределения  с од- 
ной вершиной  при  р.і  < 0 имеет  левостороннюю  (отрицательную) 
асимметрию,  а при  р3  > 0 — правостороннюю  (положительную) 
асимметрию  (рис.  267).  Для  симметричного  (например,  нормаль- 
ного) распределения  р,3  = 0.  Асимметрией  называют  величину 


А(х)  = ^-2 


„3/2 

Н-2 


Из 
о3  ’ 


Наконец,  четвертый  центральный  момент  р4  характеризует 
островершинность  кривой  распределения.  Так  как  для  нормального 
распределения  отношение  р4/щ2  = 

= 3,  то  в качестве  характеристики 
островершинности  принимается  ве- 
личина 

Е(х)  ==^-3, 

2 

называемая  эксцессом.  Ясно,  что 
отклонение  эксцесса  от  нуля  ха- 
рактеризует более  островершинную 
(при  Е(х)  > 0)  или  менее  остро- 
вершинную (при  Е(х)  < 0)  кривую  по  сравнению  с нормальной. 

Определим,  например,  моменты  и другие  характеристики  для 
экспоненциального  распределения.  Ранее  в (6)  было  найдено  ѵ4  == 

= М (х)  --  у . Остальные  начальные  моменты: 


Рис.  267.  Асимметрия  распределе- 
ния: 

левосторонняя  ((х3  < 0)  и правосторон- 
няя (р.,  > 0). 


« 

'2  = .і 


х2\е~Хх  йх  = ^ : ѵз 


оо  00 

^ х3\е~Хх  йх  — р ; ѵ4= Цх4Хе~Хх(іх  — 


На  основании  приведенных  выше  соотношений  получаем: 


= ѵ2  ■ 


ѵі  — X2 ' 


2_ 

X2 


І^з  = ѵз  — Зѵ4ѵ2  + 2ѵ4  = р — 3 


+2(т)‘-*: 


24 


р.4  =^4  — 4ѵ3Ѵ4  +6ѵ2Ѵ4  — Зѵ4  = ^ — 4 (уз)  (Т)  +6 


X3 


-3(4-1 


Таким  образом,  имеем: 


О (х)  = р2  = ^ ; а (*)  = (х)  = у ; 


А(х)  = % = 2;  Е(х)  = Ц-  3 = 6. 
а 
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Так  как  А(х)  >0  и Е(х)  > 0,  то  экспоненциальное  распреде- 
ление имеет  правостороннюю  асимметрию,  и кривая  этого  распре- 
деления более  островершинна  по  сравнению  с нормальной. 

8.  Статистические  распределения.  При  изучении  множества 
однородных  объектов  относительно  некоторого  характерного  приз- 
нака (количественного  или  качественного)  обычно  подвергают  испы- 
таниям некоторое  его  подмножество  случайно  отобранных  объек- 
тов, называемое  выборкой.  Множество  объектов,  из  которых  произво- 
дится выборка,  составляет  генеральную  совокупность.  Число  объек- 
тов выборки  (или  генеральной  совокупности)  определяет  ее  объем. 
Различают  повторные  выборки,  когда  отобранный  объект  перед 
отбором  следующего  возвращается  в генеральную  совокупность 
и бесповторные  выборки , когда  отобранный  объект  в генеральную 
совокупность  не  возвращается.  Обычно  в практике  используются 
бесповторные  выборки.  Генеральная  совокупность,  содержащая 
очень  большое  число  объектов,  может  рассматриваться  как  беско- 
нечное множество,  благодаря  чему  часто  достигаются  упрощения 
вычислении  без  существенного  влияния  на  точность  результата. 

Наблюдаемое  значение,  характеризующее  признак  объекта  вы- 
орки,  называют  вариантой,  а последовательность  вариант  в воз- 
растающем порядке  — вариационным  рядом.  Если  в выборке 
объема  п варианта  х,  наблюдается  с частотой  щ (значение  х,  наблю- 
дается я,  раз),  то  относительная  частота  варианты  выражается 


пі 


Перечень  вариант  и соответствующих  им  частот  (или  относи- 
тельных частот)  образует  статистическое  распределение  выборки. 
(дно  обычно  задается  таблицей,  например: 


Варианта  х , 

2 

5 

7 

10 

15 

Частота  п, 

і 

2 

3 

8 

7 

Отметив  в прямоугольной  системе  координат  точки  (х,,  щ) 
или  (Хі,  щ)  и соединив  их  отрезками  прямых,  получим  ломаную 
линию,  которая  называется  полигоном  частот  (или  относительных 
частот).  Для  приведенного  выше  примера  полигон  частот  показан 
на  рис.  268. 

Статистическое  распределение  выборки  можно  представить  также 
в виде  последовательности  интервалов  и соответствующих  им 
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частот,  что  особенно  удобно,  если  признаком  является  непрерывная 
величина.  Интервал,  в котором  заключены  все  варианты,  разби- 
вают на  несколько  частичных  интервалов  длиною  /і,  и находят  для 
каждого  из  них  сумму  частот  /г,  вариант,  попавших  в і- й интервал. 
Если  все  частичные  интервалы  одина- 
ковы (/г,  = к),  то  соответствующие 
варианты  называют  равноотстоящи- 
ми, причем  их  численные  значения 
определяются  точками,  лежащими 
посредине  частичных  интервалов. 

При  этом  частота  первоначальной 
варианты,  которая  оказалась  на  гра- 
нице двух  частичных  интервалов,  по- 
ровну распределяется  между  этими 
интервалами. 

Пусть,  например,  получены  следующие  результаты  для  вы- 
борки объема  п = 100: 


Рис.  268.  Полигон  частот. 


ч 

пі 

Ч 

пі 

Ч 

пі 

1,00 

1 

1,19 

2 

1,37 

6 

1,03 
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1,20 
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6 
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4 

1,39 
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4 

1,25 

8 

1,40 
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1,08 

2 

1,26 

4 

1,44 

3 

1,10 

4 

1,29 

4 

1,45 

3 
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1,30 

6 

1,40 

2 

1,15 

6 

1,32 

4 

1,49 

4 

1,16 

5 

1,33 

5 

1,50 

2 

Разбивая  интервал  1 — 1,5  на  пять  частичных  интервалов  (/г  = 
= 0,1),  приходим  к следующему  распределению  относительно 
равноотстоящих  вариант: 


Частичный  интервал 

1,0— 1,1 

1,1  —1,2 

1,2  —1,3 

1,3  —1,4 

1,4  —1,5 

Равноотстоящая  варианта  х, 

1,05 

1,15 

1,25 

1,35 

1,45 

Сумма  частот 

18 

20 

25 

22 

15 

ГГ  пі 

1 І/ютность  частоты 

Н 

180 

200 

250 

220 

150 
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Отложив  по  оси  абсцисс  частичные  интервалы  и построив  на  них 
как  на  основаниях  прямоугольники  высотой  ~ ^или  , получим 

гистограмму  частот  (или  относительных  частот).  Величина  — на- 
зывается  плотностью  частоты,  а—  — плотностью  относительной 

частоты.  Очевидно,  общая  площадь  гистограммы  частот  равна  сумме 
всех  частот,  т.  е.  объему  выборки  п,  а площадь  гистограммы  отно- 
сительных частот  равна  единице.  Гистограмма  частот  для  рассмот- 
ренного распределения  показана  на  рис. 
269. 

Если  через  пх  обозначить  число  на- 
блюдений, при  которых  значение  призна- 
ка меньше  х,  то 

Р*  (х)  = -5 

представляет  собой  эмпирическую  функцию 

і,оо  і,ю  1,20  іро  цю  распределения.  В соответствии  с теоремой 
Рис.  26Э.  Гистограмма  Бернулли  при  увеличении  числа  испыта- 
частот  (для  равноотстоя-  ний  относительная  частота  события  по  ве- 
щих вариант).  роятности  стремится  к вероятности  этого 

события.  Поэтому  Р*(х)  приближается  к 
интегральной  (теоретической)  функции  распределения  Р(х). 

9.  Эмпирические  моменты.  По  данным  наблюдений  можно  вы- 
числить начальные  и центральные  эмпирические  моменты,  которые 
определяются  соответственно  формулами: 

І і 

Так,  для  распределения  относительно  равноотстоящих  вариант  из 
(8)  имеем: 

Мі  = 75о(18’  !’05  +20  • М5  +25  - 1,25  +22  • 1,35  + 15-  1,45)  = 

= Г246; 

^2  =7^(18-* 1,°52  + 20-1.152  + 25- 1,252  + 22- 1,352  + 15- 1,452)  = 

= 1,570. 

Аналогично  вычисляются  и остальные  начальные  моменты. 
Центральные  моменты  можно  найти  либо  непосредственно  по  при- 
веденным выше  формулам,  либо  через  начальные  моменты  в соответ- 
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200 

150 

/00 

50 

о 
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ствии  с зависимостями  из  (7).  Так,  для  центрального  момента  вто- 
рого порядка  имеем: 

т2  = М2  — М\  = 1,570  — 1,2462  = 0,017. 


При  вычислении  эмпирических  моментов  удобно  пользоваться 
условными  вариантами 


и,  = 


где  с — постоянная  величина  (условный  нуль) . Если  вариационный 
ряд  состоит  из  равноотстоящих  вариант  л:,-  с шагом  Лив  качестве 
с выбрано  значение  одной  из  этих  вариант,  то  условные  варианты 
выражаются  целыми  числами. 

Сначала  вычисляются  начальные  моменты  для  условных  ва- 
риант, называемые  условными  эмпирическими  моментами,  т.  е. 


І І 


Искомые  эмпирические  моменты  просто  выражаются  через  услов- 
ные. Так,  при  к = 1 имеем 


А.  - ^ Е - (43  -Ш  - * Е »<)->.  - * 


где  использовано  соотношение  = п.  Отсюда 


Мх  = Мхк  +с. 

Для  центрального  момента  второго  порядка  запишем  выражение: 


т2 


~ Пі  (х,,  — Мх)г  = (Хі  — с — МхН)г  - 

І І 


= Л2 


откуда  после  очевидных  преобразований  получаем 

т2  — ( М2 — К)  Ь2- 

Аналогично  находим  соотношения  для  эмпирических  центральных 
моментов  высших  порядков: 

т3  = {М3  — ЗМ2МХ  + 2МІ)  Л3; 
т4  = (Мх  — 4 М3М{  + 6 М2М\  — ЗМІ)  Іг\ 
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_ПР°цесс  вычислений  целесообразно  представить  таблицей  ко- 
торая для  рассматриваемого  примера  при  с = х3  — 1,25  имеет’вид- 


ч 

пі 

“< 

піиі 

2 

Піиі 

'А 

4 

Піиі 

1,05 

1,15 

1,25 

1,35 

1,45 

18 

20 

25 

22 

15 

2 

—I 

0 

1 

2 

—36 

—20 

0 

22 

30 

72 

20 

0 

22 

60 

— 144 
—20 

0 

22 

120 

283 

20 

0 

22 

240 

2 

100 

— 

—4 

174 

—22 

576 

Мі  = —0,04;  М2  = 1,74;  Мя  = — 0,22;  М4  = 5,7. 


На  основании  полученных  значений  условных 
моментов  при  Л = 0,1  находим: 


эмпирических 


Мі  = — 0,04  • 0,1  + 1,25  = 1,246; 
щ = Ц,74—  ( — 0,04)2]  0, 12  = 1,74  • Ю~2; 
т*  = [—  0,22  — 3 • 1,74  (—  0,04)  + 2 (—  0,04)3]  0,13=  — 1,13  . Ю~6- 
т4=-  [5,76  — 4 -(—0,22)  (—  0,04)  +6- 1 ,74(— 0,04)2—  3 (— 0,04)4]  0 14= 

= 5,74  • ІО'4. 


Таким  образом,  параметры  распределения 
щим  образом: 


выражаются  следую- 


М(х)  = М1  = 1,246; 

О(х)  = тъ  = 1,74  - ІО"2;  а (х)  = ѴЩх)  = 0,132; 


ту2 

Е(х)  = 


1,13  і 10~6 


2,30.  ІО'3 


— — 0,49  • 10' 


5,74 


3,03  • 10~4 


ІО'4 

= 1,89. 


Как  видно,  имеет  место  небольшая  левосторонняя  асимметрия 
а островершинность  несколько  больше,  чем  у нормального  рас- 
пределения. в ѵ 

10.  Многомерные  распределения.  На  практике  часто  приходится 
исследовать  некоторые  системы  и явления,  описываемые  не  одной 
а несколькими  случайными  величинами  ( случайными  векторами)’. 

ри  этом  используются  понятия  многомерной  функции  распределе- 
ния, совместной  плотности  вероятностей,  условной  функции  и плот- 
ности распределения,  коэффициентов  корреляции  и пр. 
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Под  п -мерной  функцией  распределения  вектора  X с координа- 
тами лу,  хг , ....  х„  понимается  вероятность  совместного  выпол- 
нения неравенств  хг  < иъ  х2  < и2,  ...  , хп  < ип,  рассматриваемая 
как  функция  п переменных  ых,  и2,  . . . , ип : 


Аналогично  тому,  как  это  делалось  для  одной  случайной  вели- 
чины, совместная  плотность  вероятности  совокупности  случайных 

величин  х1,  х2,  ...,  хп  или  плотность  вероятности  вектора  X опре- 
деляется как  предел  отношения  вероятности  попадания  в беско- 
нечно малую  область  к величине  этой  области  при  стягивании  ее 
в точку: 

/(и,,Ц2,  ...  , ип)  ІІШ  Р {»і<.Гі<»і  + Дчі;  ...  ; 

■ ?иіХ°  ЛЧ]Д«2  • • ■ Д и ‘ 

і=1,  2,  , п ій  п 

Функция  распределения  и плотность  вероятности  вектора 
X связаны  соотношениями: 


°Пр X (“і-  иг ип) 

ди, ди,  ...  ди 

і г п 


[ (Пі,  и2,  . , . , ип)  — 


и обладают  свойствами,  в основном  аналогичными  свойствам  функ- 
ции распределения  и плотности  вероятности  скалярной  случайной 
величины. 

1.  Функция  распределения  случайного  вектора  неотрицательна 
и не  может  быть  больше  единицы. 

2.  Если  хотя  бы  одна  из  переменных  щ принимает  значение 

— оо,  то  функция  распределения  вектора  X равна  нулю. 

3.  Если  иг  = и2  = ...  = ип  = со,  то  рассматриваемая  функция 
распределения  равна  единице. 

4.  Функция  распределения  вектора  X является  неубывающей 
и непрерывной  справа  функцией  каждого  из  аргументов  иъ  иъ 


5.  Плотность  вероятности  случайного  вектора  неотрицательна 
и интеграл  от  нее  по  всей  области  возможных  значений  случайных 
величин  хъ  х2,  ....  хп  равен  единице. 

6.  ^Если  проинтегрировать  плотность  вероятности  п-мерного 
случайного  вектора  по  каким-нибудь  т из  переменных  иъ  «2,  ...,  ип 
по  всей  области  их  изменения,  то  в результате  получится  плотность 
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вероятности  п — /п-мерного  вектора  с координатами,  соответствую- 
щими оставшимся  переменным. 

С помощью  функции  распределения  легко  вычислить  вероят- 
ность попадания  конца  вектора  X в параллелепипед  щ < хі  <6, 
(і  — 1,  2,  п),  где  а,  и Ьс  — произвольные  постоянные.  При  этом 

получаем  выражение: 

Р (ах  < хх  < Ьх\  а2  < л:2  < Ь2;  ...  ; ап  < ха  < Ьп } = 

= р Фі,  ь2,  . . . , ьп)  2 Рі  + 2 2 Рц  — 

!=|  І=1  /=«'+1 

~ 2 2 2 Рць  + • • • + ( — 1)"  Р («і,  а2,  . . . , ап), 

1=1  /=(+ 1 к=І+ 1 

где  Рц...т  — значение  функции  Р (иѵ  и2,  . . . , и„)  при  щ = ай 
и,  — а/,  ...  , ит  = а,п  и при  остальных  и3,  равных  Ь ,. 

Говорят,  например,  что  вектор  X подчиняется  п-мерному  нор- 
мальному закону  распределения,  если  его  плотность  распределе- 
ния имеет  вид: 


! (*1.  Х2,  ...  , хп)  = 


К О * 


где  С)  (Ху,  х2,  . . . , хп)  =---  2 Ьу  (хі  — тХ()  (х,  — тх!)  — положительно 

г / 

определенная  квадратичная  форма;  В — определитель 

Ьп  Ьхг  . . . Ь\п 

р _ ^22  • • • І>2 п 

дп\  Ьп 2 . . . Ьпп 

Если  через  Вц  обозначить  минор  В,  соответствующий  элементу 
Ьц,  то 

В и = а)  В\  Ву  = соу(хі,  х,)В,  і,  / = 1,  2,  . . . , п, 

где  тХ[,  о-  — соответственно  математическое  ожидание  и дисперсия 
координаты  хр,  соѵ  (х,,  X/)  — математическое  ожидание  произведения 
центрированных  координат  Хі,  х,-,  называемое  ковариацией,  т.  е. 
соѵ  (х і,  х;)  = М [(хі  — тх.)  (х/  — тх.)]. 

П.  Моменты  системы  случайных  величин.  Аналогично  тому, 
как  это  делалось  для  одной  случайной  величины,  вводятся  понятия 
моментов  совокупности  случайной  величин  хъ  х2,  ...,  хп.  При  этом 
начальным  моментом  к-го  порядка  называют  математическое  ожи- 
дание: 


ѵ*  = М [&& 


хН 
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где  кг,  к 2,  ....  кп  — целые  неотрицательные  числа,  удовлетво- 
ряющие условию  &і  + к2  + • • • + кп  — к. 

Очевидно,  что  начальный  момент  первого  порядка  равен  мате- 
матическому ожиданию  той  случайной  величины  х/(/  = 1,  2,  ...  , п), 
степень  которой  равна  единице. 

Центральным  моментом  порядка  к называют  величину 

4 = М [(хг  — тХі)к‘  (хг  — тХг)к‘  • • • (хп  — тХп)кп 

где  к1  + к2  + • • • + кп  ==  к.  Особый  интерес  представляют  централь- 
ные моменты  второго  порядка,  т.  е. 

М [(Хі  — т*.)2]  = а-,  / = 1,  2,  . . . , п\ 

М [(*,-  — тх.)  (х,-  — тХ/)]  = соѵ  (х1г  л:/)  для  і ф /;  і,  /==1,2 п. 

На  практике  часто  используют  нормированную  величину 

_ СОѴ  (х{,  X ;) 


называемую  коэффициентом  корреляции.  Этот  коэффициент  удовле- 
творяет условию  | Гіі  | < 1 и отражает  степень  линейной  зависи- 
мости величин  Хі,  X/.  Очевидно,  что  ковариация  и коэффициент 
корреляции  независимых  случайных  величин  равны  нулю,  однако 
обратное  утверждение  неверно.  Пусть,  например,  величина  х1  имеет 
симметричное  распределение  относительно  начала  координат  и х2  = 
= X/.  Тогда  соѵ(хь  х2)  = 0 и гх  2 = 0,  несмотря  на  то,  что  х2  явля- 
ется функцией  хх. 

Отметим,  что  центральный  момент  любого  нечетного  порядка 
многомерного  нормального  распределения  равен  нулю,  а централь- 
ный момент  четного  порядка  можно  выразить  через  соответствую- 
щие моменты  второго  порядка.  Так,  например,  для  четвертого 
момента  получаем: 

М [(хі  — тх.)  (х/  — тхф  ( хк  — тч)  (хі  — тХ[)]  = оцоы  + °ік°  ц+оцсік, 
где  а и = О?;  а,-,-  = соѵ  (х1}  Х/). 

12.  Условные  распределения.  На  практике  часто  приходится 
находить  закон  распределения  одной  совокупности  случайных 
величин  хъ  х2,  ...,  хп  при  условии,  что  каждая  из  случайных  вели- 
чин уъ  у 2,  ...,  ут  другой  совокупности  принимает  значение,  заклю- 
ченное в интервале  а,-  < у\  < Ьр,  (/  = 1,  2,  ...,  т). 

В связи  с этим  определяется  условная  функция  распределения  со- 
вокупности случайных  величин  хъ  хг,  хк  как  условная  вероятность 


22* 
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выполнения  неравенств  хг  < иѵ  х2  < иъ  ....  **  < ик  от- 
носительно события,  заключающегося  в выполнении  неравенств 
а < Уі  < Ь,  (/=1,2 т): 

(ыі>  и2>  • • • > и-кі а./  < у,  <6,-;  /=1,2,  . . . , т)  = 

~ ^ (Л>  ^ “і"’  ^2  < «2;  • • • ; **  < «*/а1<  //,  < 6,;  а2<//2  < й2;  ...  ; 

ат  У’п  < Ьт } . 

Как  и всякая  условная  вероятность,  эта  вероятность  может  быть 
определена  выражением: 

Рх  (“і'  и2.  • • • , ик/а/  < у/  <6,-;  /'  = 1,2 /я)  = 

"і  и г ик  Ь , Ь,  Ът 

11  111  і^*1'*2 *Ь-УъѴі Ут)ах1  ■■■*хк<1Уі  -~<1ут 

_ —ео  —оо  —оо  а,  а2  аш 

Ьг  Ъщ 

I 1 1 ^ ^1-  У*'  -•  Ут)  аУіаУ2  Чут 

Продифференцировав  эту  формулу  по  и„  и2 «*,  можно  найти 

условную  плотность  вероятности  совокупности  случайных  величин 

■*і’  х2 •*>  при  условии,  что  случайные  величины  у,  (і  = 

= 1,2,  ...,  т)  принимают  значения,  заключенные  в пределах 

аі  < уі  < Ъ у: 

/ К,  «г,  ....  ик/а/  < у,  < 6,;  / ==  1,2,  . . . , щ)  = 

^ т 

111  ик-  У\-  Уі-  ■■■  , Ут)йу1йуг  ...  йут 

аі  &г  аІп 

Ь,  Ь2  ~ ” " . 

II  1 ^ (У1У2 </т)  сіУіЛУг  ...  йут 

а1  а? 

В частности,  многомерное  нормальное  распределение  обладает 
тем  свойством,  что  все  его  условные  распределения  также  являются 
нормальными. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

'•  Верадтиоеть  взятия  вратарем  одиннадцатиметрового  штрафного  удара 
равна  0,25.  требуется  определить  вероятность  того,  что  он  возьмет  хотя  бы 
один  мяч  из  четырех,  т.  е.  Р(х  1): 

а)  Какому  стандартному  распределению  соответствует  эта  задача? 

б)  Сформулируйте  и решите  задачу  через  вероятность  противоположного 
события,  т.  е.  Р(х  > 1)  = 1 — Р(Х  < 1)  = 1 _ Р(х  = 0). 

2.  Известно,  что  диаметр  деталей,  изготавливаемых  на  станке,  есть  нор- 
мально распределенная  величина  со  средним  квадратическим  о = 0 2 мм. 
Найдите  вероятность  брака,  если  бракуются  детали,  диаметр  которых  откло- 
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няется  от  среднего  значения  (математического  ожидания)  более,  чем  на 
0,35  мм. 

3.  Найдите  математическое  ожидание  и дисперсию  распределения,  по- 
лученного в результате  испытания  10  конденсаторов,  которое  состояло  в из- 
мерении отклонения  емкости  от  номинальной  через  контрольное  время  их 
работы: 


Конденсатор 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Отклонение 
емкости,  мкФ 

—0,12 

0,10 

0,16 

0,01 

0 

0,05 

0 

—0,06 

—0,03 

0,02 

4.  Случайная  величина  х распределена  по  нормальному  закону  с мате- 
матическим ожиданием  ц = 30  и средним  квадратическим  отклонением 
а = 10.  Найдите  вероятность  того,  что  случайная  величина: 

а)  попадет  в интервал  10  < х 35; 

б)  не  превысит  значения  х — 15. 

5.  Покажите,  что  центр  распределения  всегда  совпадает  с точкой  а, 
если  кривая  плотности  распределения  /( х ) симметрична  относительно  пря- 
мой х — а. 

6.  Докажите  соотношения,  выражающие  зависимость  между  моментами 
распределения: 

М-з  = чз  — Зѵіѵ2  + 2Ѵ  N = ^4  — 4ѵзѵі  + 6ѵ2ч"  — Зѵ* 

7.  Докажите  приведенные  в (7)  свойства  дисперсии: 

а)  О (с)  = 0 (с  = сопзі); 

б)  О \сх)  = сЮ  (х)\ 

в)  О (х  ± у)  = (х)  + О (у),  где  хи  у — независимые  случайные  величины. 

8.  При  каком  значении  р биноминальное  распределение  симметрично? 

9.  При  увеличении  числа  независимых  испытаний  л биноминальное  рас- 
пределение приближается  к нормальному  с математическим  ожиданием  ц=пр 
и дисперсией  о2  = лр(1  — р).  Это  аппроксимирующее  распределение  дает 
приемлемые  результаты,  если  пр  и лр(1 — р)  не  менее  5.  Используя  аппрокси- 
мацию биноминального  распределения  нормальным,  решите  следующие 
задачи: 

а)  Вероятность  рождения  мальчика  постоянна  и равна  0,51.  Какова 
вероятность  того,  что  среди  случайно  выбранных  100  новорожденных  ока- 
жется ровно  50  мальчиков? 

б)  Вероятность  поражения  мишени  при  одном  выстреле  равна  0,9.  Най- 
дите вероятность  того,  что  при  100  выстрелах  мишень  будет  поражена  не 
менее  75  раз. 

10.  Размеры  200  деталей,  изготовленных  на  одном  станке,  распределены 
относительно  равноотстоящих  вариант  (Н  = 0,2  мм)  следующим  образом: 


3,2 

3,4 

3,6 

3,8 

4,0 

4,2 

4,4 

4,6 

4,8 

5.0 

пі 

1 

4 

17 

16 

82 

66 

14 

6 

3 

1 

К Вычислите  эмпирические  моменты,  а также  математическое  ожидание, 
среднее  квадратичное  отклонение,  асимметрию  и эксцесс. 
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3.  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  СЛУЧАЙНЫХ  ВЕЛИЧИН 


1.  Основные  формулы.  В инженерной  практике  часто  приходит- 
ся находить  закон  распределения  и моменты  случайного  параметра 
У,  являющегося  некоторой  функцией  случайных  величин  хи  х2,  .... 
хп,  заданных  своим  совместным  законом  распределения.  Если  эти 
величины  являются  непрерывными,  для  определения  функции 
распределения  Ру  (и)  используется  выражение: 


о 


где  / (л^,  л'2>  . . . , хп)  — совместная  плотность  распределения  величин 
хі,  х2,  ...  , Хп,  Р) — область  интегрирования,  определяемая  неравен- 
ством 


У = ЧІХі,хг хп)  < и. 


В случае  дискретных  случайных  величин  аналогичное  решение 
дается  с помощью  л-мерной  суммы,  распространенной  на  область  П. 

Моменты  функции  случайных  аргументов  можно  оценить  путем 
разложения  ее  в ряд  Тейлора  в точке  математических  ожиданий. 
При  этом  начальный  момент  любого  порядка  М[ук\  вычисляют 
с помощью  формулы: 


X М [(хг,  — тГі)  (Хг,  — тг,)  • • • ( хГк  — тГк)]к. 


Здесь  фт  — значение  функции  <]>  = [ср  (хъ  х2 хп)]к  в точке 

математических  ожиданий;  ц — степень  используемого  отрезка  ряда 
Тейлора;  М [{хГі  — тГх)  (хг,  — тГг)  • ■ ■ ( хГк  — тГк)]к  — моменты  связи 
к- го  порядка  между  величинами  хГііхг„  . . . , хГк,  которые  считаются 
заданными  или  могут  быть  определены  при  заданном  законе  рас- 
пределения системы  случайных  величин  х1г  х2,  ....  х„.  Централь- 
ные же  моменты  произвольного  порядка  могут  быть  определены, 
как  отмечалось  выше,  через  соответствующие  начальные  моменты. 

2.  Функция  одной  случайной  величины.  Рассмотрим  прежде 
всего  линейное  преобразование  одной  случайной  величины.  При  этом 
параметр  у,  закон  распределения  которого  ищется,  задается  в виде 
у = ах  + Ь,  где  а,  Ь — заданные  константы,  а искомая  функция 
распределения,  как  видно  из  рис.  270,  определяется  выражением: 
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(Коэффициент  а в рассматриваемом  случае  не  может  равняться 
нулю,  так  как  при  а = О параметр  у не  является  случайной  вели- 
чиной). 

Математическое  ожидание  и дисперсия  параметра  у определя- 
ются в рассматриваемом  случае  формулами: 

М \у]  = атх  + Ь\  О [у]  — а*а2х,  где  тх  и а*  — соответственно 
математическое  ожидание  и дисперсия  случайной  величины  х.  Моменты 
других  порядков  выражаются  также  через  соответствующие  моменты 

ррпиииии  ѵ 


Рис.  270.  Иллюстрация  связи  функции 
распределения  параметра  у — ах  + 6 
с функцией  распределения  аргумен- 
та х. 


Рис.  271.  Иллюстрация  связи 
функции  распределения  пара- 
метра у = х2  с функцией  рас- 


пределения аргумента  х. 


Заметим,  что  линейное  преобразование  не  меняет  вид  закона 
распределения,  а меняет  только  его  параметры.  При  этом  коэффи- 
циент а называют  масштабным  множителем,  а Ь — центрирующей 
постоянной. 

Если  параметр  у является  нелинейной  монотонной  и непрерыв- 
ной функцией  ф(х)  случайного  аргумента  х,  функция  распределе- 
ния Ру  (и)  аналогично  предыдущему  случаю  определяется  выра- 
жением: 


1 Е*  (ф  («)),  если  ср  {х)  монотонно  возрастает; 
|і — Е(ф(ц)),  если  ср  (х)  монотонно  убывает. 


Здесь  ф — функция,  обратная  функции  ср.  Эту  формулу  можно 
распространить  на  случай  оценки  функции  распределения  непре- 
рывной однозначной  функции  ф(лг) . Выделим  в области  изменения 
аргумента  хк  интервалов,  в которых  функция  <р(лг)  монотонно 
возрастает,  и г интервалов,  в которых  ср(л:)  монотонно  убывает. 
Тогда  для  Ру  (и)  можно  записать: 


где  ф‘  (и)  — значение  функции  ф при  у = и в і- м интервале;  х‘и,  х‘в — 
концы  Его  интервала. 


679 


Пусть  необходимо  определить  функцию  распределения  параметра  и 
заданного  уравнением  у — хг.  Как  видно  из  рис.  271,  область 
изменения  аргумента  х в рассматриваемом  случае  можно  разбить 
на  два  интервала:  ( оо,  0),  где  у убывает,  и (0,  оо),  когда  у воз- 
растает. При  этом  ^(и)  = -Уі 7;  Ф2 (и)  = ]/ц,  и для  Ру(и)  полу- 
чаем выражение: 

р»  (")  = р*  ІѴи)  - Рх  (0)  + Рх  (0)  - Рх  (-  У и)  = 

= Рх  [У и)  — рх{—  уТі) . 

Математическое  ожидание  и дисперсия  параметра  у в рассмат- 
риваемом случае  определяются  формулами: 

М [у]  = тх  + а2;  О [ у\  = тх  -ф  6 тху2  -Ф  4/пди.3  -ф  р.„. 

Здесь  р,*  — центральный  момент  к- го  порядка  случайной  вели- 
чины х. 

3.  Линейная  функция  совокупности  случайных  величин.  Со- 
вершенно аналогично  определяется  закон  распределения  функции 

многих  случайных  аргументов.  Пусть  у 
является  линейной  функцией  п случай- 
ных аргументов:  у = ^ ад-  + Ь.  Тогда 


Ру  (и)  =рг(и  — Ь)\  г = Ѵ 


г,;  г,  = а,хс; 


І=  I 


Рис.  272.  Область  интегри- 
рования, определяющая 
функцию  распределения  па- 
раметра г = гг  -ф  гг. 


т.  е.  задача  оценки  функции  распределе- 
ния Ру  (и)  сводится  к задаче  оценки  функ- 
ции распределения  параметра  г,  являю- 
щегося суммой  «-случайных  величин  гъ 
г2,  •••>  2„  при  известном  их  законе  рас- 
пределения. Рассмотрим  случай,  когда  п = 2.  На  рис.  272  изобра- 
жена область  интегрирования,  вероятность  попадания  в которую 
случайного  вектора  с координатами  зу,  определяет  значение  функ- 
ции распределения  Р г (и)  в точке  и.  Согласно  приведенным  выше 
формулам  можно  записать 


Особое  практическое  значение  имеет  случай,  когда  складывае- 
мые величины  г1г  г 2 являются  независимыми.  Тогда  говорят  о ком- 
позиции законов  распределения  и,  так  как  при  этом  /(г,,  г2)  = 
= /і  (2і)/г  (г2),  то  для  Тг(п)  получаем  выражение: 


(И)  = | С /і  (гх)  /2  (г2)  йгх  сіг,  == 

? і -|-2{  ^ и 

до  и со 

— ) (и  — г2)  /г  (г2)  г&2  = [ ] /і  (х  — г2)  /2  (г2)  дг2  сіх. 


Пусть,  например, необходимо 
найти  композицию  равномерных 
в интервале  (0,  1)  законов  рас- 
пределения. Так  как  при  этом 
плотности  распределения  зада- 
ются в интервалах: 


Ч 


/ 1 (2і)  = /г  (2г)  = І (ѵ)  = 

0,  если  ѵ < 0 или  ѵ > 1; 

1,  0 < ѵ < 1, 


Рис.  273.  Области  интегрирования, 
определяющие  функцию  распределе- 
ния параметра  г = гх  + г2  при  равно- 
мерных в интервале  (0,1)  законах 
распределения  аргументов. 


задачу  удобно  решать  путем  гео- 
метрического представления  соот- 
ветствующих областей  интегриро- 
вания. Интегрируя  по  этим  областям  (рис.  273),  можно  получить: 


( 

Р*  (и)  = < 


0 , если  и < 0; 

1 2 

-ту  гг  , если  0 < и < 1 ; 
(2  — «)2 

■ 2 — * если  1 < гг  < 2; 

1 , если  и >2. 


Полученный  закон  носит  название  закона  Симпсона.  Композиция 
совокупности  законов  распределения  изучалась  многими  авторами. 
Ь связи  с этим  сформулирован  ряд  предельных  теорем  и выделены 
классы  устойчивых  и безгранично  делимых  законов,  которые 
будут  рассмотрены  ниже.  Здесь  отметим,  что  в общем  случае  при 
невыполнении  условий  известных  предельных  теорем,  для  оценки 
функции  распределения  Ру(и)  в практических  исследованиях  необ- 
ходимо применять  специальные  методы,  например,  метод  Монте- 
Карло,  который  рассматривается  в (6). 
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Для  оценки  же  математического  ожидания  и дисперсии  пара- 
метра у в общем  случае  можно  получить  соответственно  выражения 

П 

м [у]  = 2 сцтх  + Ь\ 
і=і 


и 

= 2 а%1.  + 2 2 а1а,тцах  ах 

і=і  і < / ' 


где  Ту  коэффициент  корреляции  между  аргументами  х,  и х<. 

Если  этот  коэффициент  равен  нулю,  т.  е.  аргументы  х х , х 
некоррелированы,  то  ' ’ п 

І<  I 

4.  Устойчивые  и безгранично  делимые  распределения.  Найдем 
закон  распределения  композиции  двух  нормальных  законов,  т.  е 
определим  Рг(и),  если  г = гх  + г2: 

_ 1_  Щ-т,)«  1 (г2_ті)* 

г , . I 2 а2  I 2 2 

/ 1 (+) б 1 ; /г  (г2)  = — С г 


О]  )Л 2гс 


Согласно  предыдущему  пункту 

Рг  (и)  = § . ]"  іі{х  — г2)  /2  (г2)  Аг2  Ах  = 
— - 00  •*-  00 


-00  — 00 

“ “ (д: — т,)а  (2,— тЩ 

2 . 2 


? С?2,  Ах. 


Если  раскрыть  скобки  в показателе  степени  подынтегрального 
выражения  и привести  подобные  члены,  то  получим: 


— Аг  4-2 Вгг—С  , , 

е ^ Ах  2 Ах, 


00  00 


2 2 

і а а ™ 

где  л = т-Ѵ^-2;  В = 

^ а а 2а 

1 2 2 


* — ті.  г -т  2 , (*-ті)2  -г. 

. ь = — 2 -| — з — • I ак  как 


2а 


СО 


Лх2±2Вх—Су^ 


У I 


2а2 
2 

— _ лс-в* 

с а . 


2а2 
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то  после  преобразований  для  Рг  (и)  получаем  нормальный  закон 
распределения 


Рг  (и)  = 


і 

I 1 2 


[ж— (т1+т2)]а 

2 2 
2(а  -{-а  ) 

1 г 2 


йх 


с математическим  ожиданием  т = тг  + т2  и дисперсией  О = 
= <Ѵ  + ст22.  Таким  образом,  композиция  двух  нормальных  зако- 
нов распределения  также  является  нормальным  законом.  Очевид- 
но, что  этот  вывод  нетрудно  распространить  на  композицию  произ- 
вольного числа  п нормальных  законов  распределения.  При  этом 
математическое  ожидание  и дисперсия  результирующего  закона 
соответственно  равны  сумме  математических  ожиданий  и диспер- 
сий слагаемых. 

Замеченное  свойство  нормальных  распределений  сохранять 
свои  вид  при  их  наложении  (композиции)  называется  свойством 
устойчивости.  Этим  свойством  обладают,  кроме  нормального,  и дру- 
гие распределения.  Распределение  Р называется  устойчивым,  если 
оно  не  сосредоточено  в нуле,  и композиция  любого  числа  таких 
распределений  подчиняется  распределению,  отличающемуся  от  Р 
только  параметрами  расположения  (2).  Устойчивые  распределения 
играют  все  возрастающую  роль  в качестве  обобщения  нормального 
распределения. 

С понятием  устойчивости  тесно  связано  понятие  безграничной 
делимости.  Распределение  Р безгранично  делимо,  если  при  каждом 
п его  можно  представлять  как  распределение  суммы  п независимых 
случайных  величин  с одним  и тем  же  распределением  Рп.  Следует 
отметить,  что  безграничная  делимость  является  свойством  типа, 
т.  е.  вместе  с Р все  распределения,  отличающиеся  от  Р лишь  пара- 
метрами расположения,  безгранично  делимы.  Устойчивые  распре- 
деления безгранично  делимы  и выделяются  среди  безгранично  дели- 
мых тем,  что  для  них  Рп  отличается  от  Р лишь  параметрами  распо- 
ложения. 

Вторым  примером  устойчивого  (и  значит  безгранично  делимого) 
закона  распределения  может  служить  закон  Пуассона. 

5.  Нелинейное  преобразование  совокупности  случайных  вели- 
чин. Законы  распределения  нелинейных  функций  совокупности  слу- 
чайных величин  изучены  в меньшей  мере,  чем  линейных.  Поэтому 
в рассматриваемых  случаях  используются  в основном  некоторые 
приближенные  методы.  Только  в некоторых  частных  случаях  для 
функции  распределения  Ру(и)  нелинейного  параметра  у можно 
получить  аналитические  выражения. 

Предположим,  что  параметр  у,  закон  распределения  которо- 
го ищется,  является  произведением  двух  случайных  величин  у = 
= ххх2.  На  рис.  274  изображены  области  интегрирования, 
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определяющие  Ру(и)  в рассматриваемом  случае,  при  и > 0 и со- 
ответственно и < 0.  Как  видно  из  этих  рисунков,  для  Ру(и)  можно 
записать  следующее  выражение: 

0 оо 

Ру  (и)  — § § / (-'•1 1 х2)  Ах-у  (ІХу  — ^ ^ / (ад  , ад)  йху  йхо  4- 

х,  хг  ' и —оо  и/хг 

м и/хл 

+ } } /(ах,  х2)  СІХу  (ІХ2. 


Если  аргументы  хъ  х2  независимы,  то 


Рис.  274.  Области  интегрирования,  опреде- 
ляющие функцию  распределения  параметра 
У = ХуХ2. 

Пусть,  например,  аргументы  хъ  х2  не- 
зависимы, и законы  распределения  рав- 
номерны в интервале  (О,  1).  Интегрируя  по 
области,  изображенной  на  рис.  275,  для  Ру(и)  можно  получить  вы- 
ражения: 

( 0 , если  и < 0; 

Ру  (и)  = и (1  — 1п  и),  если  0 < и < 1; 

1 1 , если  и > 1 . 


Рис.  275.  Область  инте- 
грирования, определя- 
ющая функцию  распре- 
деления параметра  у = 
= ХуХ2  при  равномер- 
ных в интервале  (0,1) 
законах  распределения 
аргументов. 


Для  определения  математического  ожидания  и дисперсии  пара- 
метра у — ХуХ2  при  произвольных  законах  распределения  аргументов 
получаем  выражения: 

М \у]  = тХітХа  + гоХіоХг\ 

О [у]  =тХігпХг  +пгХіоІ,  \тх/Хі  + 4тХітХ2аХівХгг  + 

+ 2тіРхіХ*+2тХгРхгХ2  +рхуйі 
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где  т — коэффициент  корреляции  между  х,  и х2;  р кі  ка  = М 1(хг  — 

Х\  *2 

— тХі)* 1 (х2  — — центральный  момент  порядка  кг  к 2 (2.11). 

Пусть  теперь  у определяется  функцией  у = хг/х2.  На  рис.  276 
аналогично  предыдущему  случаю  изображены  области  интегриро- 
вания, определяющие  Р у (и)  при  положительном  и отрицательном  и. 
Интегрируя  по  этим  обла- 
стям, получаем  выражение 

Ру  (и)  = 

= § / (хг,  х2)  <1х1  йх2 

Хі/х2<и 
«>  И*2 

= і ] [ (хл,  х2)  сіхл<іх2  + 

О — оо 


^ / С^І»  У 2)  [ с/л'о , 

их , 


Рис.  276.  Области  интегрирования,  опре- 
деляющие функцию  распределения  пара- 
метра у = лу/х2. 


которое  при  независимых  х2  принимает  вид: 

ОО  О 

(“)  = I Я»,  (идг2)  /2  (**)  дх2  + ] [ 1 — РХі  (их2)  1 /2  (*2)  Лх2. 

О — 00 

В частности,  можно  показать,  что  при  нормальном  законе  распре- 
деления аргументов,  т.  е.  когда 

/ (*і.  ж,)  = ^ ехр  {—  -і  (х*  + х2)}  , 
функция  распределения  ру  (и)  определяется  выражением 
Ру  (“)  = у +уагс1§ц. 

Такое  распределение  называется  распределением  Коши.  Оно 
является  примером  распределения,  не  имеющего  математического 
ожидания  и дисперсии,  так  как  интегралы,  определяющие  эти 
характеристики,  не  существуют. 

Если  параметр  у является  функцией,  близкой  к линейной, 
для  оценки  Ру(и)  применяют  метод  линеаризации.  Этот  метод  заклю- 
чается в представлении  исходной  функции  у — ф(хъ  х2,  ...,  хп) 
линейной  частью  разложения  ее  в ряд  Тейлора  в точке  математи- 
ческих ожиданий,  т.  е. 

П 

У ~ ? ітхі’  тх тХп)  + V і^т  (Хі  — тХі), 

4=1 
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гле  (<Э*г)т  производная  от  функции  ср  (хі,  х2,  , хп ) по  аргументу 

Хі  в точке  математических  ожиданий. 

Далее,  предполагая  выполнимость  условий  центральной  пре- 
дельной теоремы  или  законы  распределения  аргументов  нормаль- 
ными, считают  закон  распределения  Ру(и)также  нормальным  с пара- 
метрами, определяемыми  выражениями: 


М[у]  = ч {тъ  т2,  ...  , щпу, 

°[у]  = І (&)  + 


І=1 


+ 2У 


д<р 

дх 


<</ 


ду 

дХ: 


, / т \ / т 


Гірх/Зхі- 


В большинстве  же  практических  случаев,  при  решении  совре- 
менных технических  проблем,  необходимо  определить  законы  рас- 
пределения некоторых  параметров,  являющихся  существенно  нели- 
нейными функциями  случайных  аргументов.  Например,  при  оценке 
работоспособности  электронной  цепи  необходимо  исследовать  закон 
распределения  ее  передаточной  характеристики,  которая  является 
существенно  нелинейной  функцией  относительно  параметров  компо- 
нентов даже  для  линейных  цепей.  Для  решения  подобных  задач 
применяются  специальные  методы,  наиболее  распространенным  из 
которых  является  метод  Монте-Карло. 

6.  Метод  Монте-Карло.  Этот  метод  заключается  в моделирова- 
нии случайных  аргументов  хъ  хъ  ...,  хп,  в результате  которого  по- 
лучают М реализаций  случайного  вектора  с координатами  хъ 
х2,  ...,  х„,  и,  следовательно,  М значений  параметра  у = ф^,  хъ 
х„).  Отношение  числа  реализаций  т,  удовлетворяющих  усло- 
вию у и,  к общему  числу  реализаций  М отождествляется  с ве- 
роятностью р = р(у  < и)  = Ру{и).  Точность  получаемого  при 
этом  результата  может  быть  оценена,  например,  при  помощи  нера- 
венства Чебышева,  согласно  которому 


Р 


< 


Р С — Р)\ 

Мг  ) 


> 


1 — е, 


где  е произвольное  число  из  интервала  (0,  1)  (обычно  е полагают 
равным  0,01;  0,05  или  0,001), 

Моделирование  случайных  аргументов  осуществляется  с помо- 
щью заранее  рассчитанных  таблиц  случайных  чисел,  некоторых  дат- 
чиков (генераторов)  случайных  чисел  или  псевдослучайных  чисел, 
вычисленных  по  заданным  правилам.  Применение  того  или  иного 
метода  моделирования  зависит  от  конкретных  условий  задачи. 
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Наиболее  часто  используется  метод  моделирования  с помощью  псев- 
дослучайных чисел,  получаемых  путем  перехода  от  равномерно 
распределенных  чисел  к числам,  подчиняющимся  заданным  зако- 
нам распределения. 

Если  аргументы  хъ  х2,  ...,  хп  независимы,  моделирование  век- 
тора х заключается  в отдельном  моделировании  каждого  аргумента 
хі  (і  = 1,  2,  ...,  п).  Можно  доказать,  что  случайная  величина 
у — РХі(и)  подчиняется  равномерному  закону  распределения  при 
любой  функции  распределения  РХі(и).  Благодаря  этому  реализации 
случайных  величин  хі  получают  путем  моделирования  равномерно 
распределенных  чисел  2/  и перехода  к требуемым  числам  с по- 
мощью обратной  функции  Р~]  (и),  т.  е.  решая  уравнение 

"/ 

[ !і  (М)  (ІХі  = г, 

00 

относительно  и,-.  Например,  числа  ы/,  подчиняющиеся  экспоненци- 
альному закону  распределения,  можно  найти  по  формуле  и,-  = 

= — у 1п  (1  — 2,-),  получаемой  из  уравнения 

і _х“/ 

1 — е =2/, 

где  г/  — равномерно  распределенные  числа  в интервале  (О,  1). 

В общем  случае,  когда  аргументы  х\,  х2,  . . . , хп  зависимы, 

моделирование  вектора  х осуществляют  путем  моделирования  равно- 
мерно распределенных  чисел  гъ  г2,  . . . , гп  и решения  системы 
уравнений: 

Р х,  (Ч\)  — гр, 

Рх,  (м2/«і)  = г2; 

Р хп  {Чп/Му,  и2 ип—\)  --  2п 

относительно  величин  иъ  и2,  . . . , ип,  которые  подчиняются  задан- 
ному закону  распределения  (здесь  Рх.  (щ/щ,  и2,  . . . , — услов- 

ная функция  распределения). 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Плотность  распределения  величины  х описывается  выражением 


Р(х)  = 


,-2Та  И",-*)’ 


, если  х >0: 


/2к 

О , если  х < 0. 

Определите  закон  распределения  величины  у = 1п  х;  М [у]  и О [у]. 
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2.  Пусть  случайная  величина  * подчиняется  равномерному  закону  в ин- 
тервале^ ~ ' -\  Найдите  закон  распределения,  математическое  ожидание 

и дисперсию  случайной  величины;/  = азіп(д:  + Ь),  где  а и Ь — некоторые 
константы.  р 

3.  Двумерный  случайный  вектор  с координатами  (хъ  *,)  распределен 
по  нормальному  закону.  Найдите  совместный  закон  распределения  величин: 


*і  = X]  соз  а + х2  зіп  а; 

= — хх  зіп  а лг2  соз  а 


и покажите,  что  при  а, 


удовлетворяющем 


условию 


2а  : 


2 га 


ХХ  хг 


2 


2 

3 

хг 


вели- 


чины Хі  и х2  являются  независимыми. 

4.  Система  случайных  величин  хи  х2  подчинена  нормальному  закону 
распределения.  Найдите  закон  распределения,  математическое  ожидание 
и дисперсию  параметра  у,  если: 


а)  у = хх  — .гг: 

б ) у=У  х]  + х\. 


5.  Найдите  закон  распределения  суммы  у = хх  + *2  + х3,  если  случай- 
ные  величины  Хі,  х% , подчиняются  равномерному  закону  распределения 
в интервале  (0,  1). 

6.  Найдите  плотность  вероятности  случайной  величины  у = аг,/лг  , 
если  хх,  х2  независимые  случайные  величины,  плотность  вероятности 
которых  задана  выражениями: 


пхя 


О при  х<  0. 


4.  ОБРАБОТКА  НАБЛЮДЕНИЙ 

1.  Наблюдения.  Количественные  результаты  при  наблюдениях 
получают  обычно  путем  измерения  или  счета.  Счет  можно  рассмат- 
ривать как  разновидность  измерений,  а измерения  часто  сводятся 
к счету  (например,  интервал  времени  можно  определить,  подсчитав 
количество  заполняющих  его  равномерно  следующих  импульсов). 
Если  истинное  значение  наблюдаемой  величины  есть  х0,  а в резуль- 
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тате  наблюдения  (измерения)  получено  значение  х,  то  ошибка  на- 
• блюдения  выражается  как  б = х — х0. 

Условимся  для  краткости  под  термином  величина  понимать 
как  тип  наблюдаемой  величины  (масса,  давление,  напряжение 
и т.  п.),  так  и ее  истинное  значение.  Термин  наблюдение  будет 
означать  процесс  регистрации  результата  и сам  результат.  При 
этом  ошибка  определяется  разностью  между  наблюдением  и вели- 
чиной. 

Различают  три  вида  ошибок:  промахи,  систематические  ошибки 
и случайные  ошибки.  Промахи  возникают  из-за  грубого  нарушения 
нормальных  условий  наблюдения  (неправильные  действия  наблю- 
дателя, неисправность  измерительной  аппаратуры,  резкое  изме- 
нение внешних  условий)  и обычно  характеризуются  сравнительно 
большими  ошибками. 

Систематические  ошибки  являются  результатом  влияния  не- 
учтенных факторов,  связанных  с условиями  наблюдения  (повы- 
шенная температура,  электромагнитные  помехи  и т.  п.)  или 
недостатками  измерительных  устройств  (неправильная  градуировка 
шкалы,  несовершенство  метода  измерения).  Промахи  и система- 
тические ошибки  в значительной  мере  могут  быть  обнаружены 
и устранены  как  при  обработке  наблюдений,  так  и при  орга- 
низации измерительного  процесса  (выбор  метода  измерения,  про- 
верка приборов,  использование  автоматической  регистрирующей 
аппаратуры,  сбор  и анализ  предварительных  данных  об  объекте 
наблюдения  и условиях  окружающей  среды,  подготовка  и ин- 
структаж экспериментаторов).  Однако  как  бы  хорошо  ни  были 
организованы  наблюдения,  всегда  остается  множество  неучтенных 
факторов,  влияние  которых  приводит  к случайным  ошибкам. 

2.  Основная  гипотеза.  Случайные  ошибки  естественно  рассмат- 
ривать как  результат  влияния  большого  числа  различных  причин, 
каждая  из  которых  вносит  очень  малую  ошибку,  и ни  одна  из  них 
не  является  доминирующей  (если  выявлены  доминирующие  ошиб- 
ки, то  их  следует  отнести  к систематическим  ошибкам  и учитывать 
соответствующей  поправкой).  В соответствии  с теореме й Ляпунова 
имеются  веские  основания  считать,  что  случайная  ошибка  распре- 
делена по  нормальному  закону  (основная  гипотеза).  Если  также 
предположить,  что  отклонения  наблюдений  равновероятны  в обе 
стороны  от  величины,  то  математическое  ожидание  случайной 
ошибки  б равно  нулю  и ее  плотность  вероятности  /(б)  и функция 
распределения  Р(8)  имеют  вид: 


Ѵч  к 


— е 


52 

' 2®*  . 


\С  2к 


П 

' 2°2  сК. 
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Параметр  распределения  о (среднее  квадратическое  отклонение 
случайной  величины  б)  принимается  в качестве  средней  ошибки. 
Как  видно  из  рис.  264,  б,  чем  больше  значение  а,  тем  более  пологим 
является  график  функции  /(б),  и,  следовательно,  вероятность  боль- 
ших отклонений  наблюдений  от  истинной  величины  с ростом  а уве- 
личивается. Вероятность  ошибки  б,  лежащей  в интервале  от — а. 
до  а,  выражается  через  интеграл  вероятности  (2. 5)  следующим 
образом: 

“ * 

Р(-а<8<  «)=7~]  Г Л = = 

—а  О 


где  к о . Вычислив  значение  к для  заданного  а при  извест- 
ном а,  можно  найти  эту  вероятность  по  табл.  9 для  функции 
Лапласа  Ф(&),  причем  = 2Ф(Д>).  Если  исходной  является 
вероятность  ошибки,  т.  е.  ф( к ),  то  по  тем  же  таблицам  обратным 

интерполированием  для  Ф(к)  — —^(к)  определяется  значение  к, 

а значит,  и интервал  ошибки  8.  Принимаемое  при  этом  значение 
вероятности  называют  доверительной  вероятностью  (или  досто- 
верностью), а соответствующий  ей  интервал  — доверительным  ин- 
тервалом. Часто  используют  стандартные  доверительные  интер- 
валы, при  которых  а — о,  2о,  За.  Им  соответствуют  надежности- 
р(— ° < б < +ст)  = ф(І)  = 2Ф(1)  = 0,683;  Р(— 2о  < б < +2а)  =' 
— ф(2)  = 2Ф(2)  = 0,955  и Р(— Зст  < б < -(-За)  = 6(3)  = 
= 2Ф(3)  = 0,997.  ' ; 

На  основании  соотношения  5 = хі  — ха  выражения  для  дове- 
рительных вероятностей  можно  представить  также  в виде: 


Р (*,  — <х  < *0  < Хі  4-  а)  = ф ^ , 
или 

Р (—ко  < — х„  < ко)  = ф (к). 

Для  характеристики  наблюдений  употребляют  также  вероятную 
ошибку  р,  определяемую  как  Р(— р < б < р)  = 0,5,  т.  е.  р — 
это  такое  отклонение,  которое  с одинаковой  вероятностью  0,5  может 
быть  превзойдено  или  не  превзойдено  по  абсолютной  величине 
Так  как  Щ)  = 2Ф (к)  = 0,5,  то  Ф (к)  = 0,25  и к = 0,6745  (этот 
результат  находим  по  табл.  9 с помощью  обратного  интерполиро- 
вания). Но  к = — , следовательно,  вероятная  ошибка  выражается 
через  среднюю  ошибку  соотношением  р = 0,6745сг. 
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3.  Точечные  оценки.  При  нормальном  распределении  ошибки 
б = х — х0  наблюдение  х также  распределено  по  нормальному 
закону  (2.4) 


р(х)  = 


и— х„)г 

2з! 


с математическим  ожиданием,  равным  истинному  значению  х0  на- 
блюдаемой величины,  и дисперсией  сг2.  Это  означает,  что  отдельное 
наблюдение  представляет  собой  элемент  из  бесконечного  мно- 
жества наблюдений,  которые  могут  быть  выполнены  в одинаковых 
условиях  (такие  наблюдения  называют  равноточными)  со  средней 
ошибкой  о.  Это  бесконечное  множество  возможных  наблюдений 
образует  нормальную  генеральную  совокупность  (2.8),  среднее 
арифметическое  которой  равно  математическому  ожиданию,  т.  е. 
величине  х0. 

На  практике  количество  наблюдений  ограничено,  и вариацион- 
ный ряд  из  п наблюдений  х1}  х2 хп  можно  рассматривать  как 

случайную  выборку  из  генеральной  совокупности.  Возникает  воп- 
рос, как  распорядиться  этой  выборкой,  чтобы  наилучшим  образом 
оценить  величину  х0  и степень  достоверности  полученного  резуль- 
тата. 

Поскольку  наблюдения  взаимно  независимы,  то  плотность  ве- 
роятности для  выборки  хъ  хг,  . ..,  хп  определяется  как  произведение 
плотностей  вероятностей  каждого  из  наблюдений,  т.  е. 

Р (ХѴ  *2.  ■ • • . Хп)  = р {Ху)  р (х.2)  ...р  (хп)  = 

П 

= (а  Ѵ2І)~п  ехр  [—  2^  2 (ХС  — х0)21 . 

г=і  1 

Эта  вероятность  имеет  экстремумы  относительно  х0  и а,  зна- 
чения которых  определяются  из  уравнений: 


1 др 

~Р  ' діса 


П 

^ (*,■  — х0)  = 0; 

і=і 


1 др 
р да 


/=1 


Наибольшего  значения  вероятность  выборки  достигает  при 

П П 

х0  = ^ хі  = хСр  и любом  а,  а также  при  а2  = -^^(х, — хо)2  = 

і=і  і= і 

= з„  и любом  х0.  Это  означает,  что  при  нормальном  распределении 
наиболее  вероятной  оценкой  наблюдаемой  величины  является  сред- 
нее выборки  хСр,  а наилучшей  сценкой  средней  ошибки  для  дан- 
ного х0  является  среднее  квадратическое  отклонение  ап  выборки 
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от  истинного  значения  наблюдаемой  величины.  Полученные  ре- 
зультаты называют  точечными  оценками  параметров,  а способ  их 
определения  методом  максимального  правдоподобия. 

Точечная  оценка  о„  используется  в тех  случаях,  когда  истинное 
значение  наблюдаемой  величины  х0  известно  (например,  при  иссле- 
довании точности  измерительного  устройства).  На  основании 
наблюдений  хъ  хъ  ...,  хп  определяются  отклонения  6,-  = х,  — х„ 
(і  = 1,  2,  ...,  п)  и вычисляется 


о 


П 


которая  является  средней  квадратической  ошибкой  измерения 
величины  х.  Оценка  оп  характеризует  точность  показаний  измери- 
тельного устройства  на  участке  шкалы  в окрестностях  значения 

До  и означает  с вероятностью  <|>  , что  ошибка  б не  превосходит  а. 

Пусть,  например,  показания  тахометра  отклоняются  относи- 
тельно величины  х0  — 1000  об/мин  по  нормальному  закону  и вы- 
борка из  п ■ = 20  наблюдений  дает  оп  = 17,7  об/мин.  Тогда  Р ( — оп  < 
< о < ст„)  - ф (1)  = 0,683,  т.  е.  можно  ожидать,  что  68,3%  всех 
отсчетов  будут  находиться  в интервале  от  982,3  до  1017,7  об/мин. 

Для  отклонения  а = 10  об/мин  имеем  ^ = ~ = о, 56  и по  табл.  9 

находим  И0, 56)  = 2Ф  (0,56)^0,425.  Значит  отсчет  с относитель- 
ной погрешностью  1 % при  использовании  тахометра  в окрестностях 
отметки  1000  об/мин  может  быть  получен  примерно  в 4 случаях 
из  10.  Повышение  степени  достоверности  результата  неизбежно 
связано  со  снижением  требований  к точности  измерения.  Если 
например, ^принять  надежность  0,95,  то  придется  мириться  с откло- 
нением а ==  2 ап  = 35,4  об/мин,  т.  е.  с относительной  погреш- 
ностью 3,5%.  1 

Другая  точечная  оценка 


П 


і=1 


повсеместно  используется  на  практике  для  определения  наиболее 
вероятного  значения  наблюдаемой  величины.  Следует,  однако, 
помнить,  что  она  гарантирует  наилучший  результат  для  данной 
выборки  только  в случаях  нормального  распределения.  Если  оце- 
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нивать  среднюю  ошибку  значением  ап,  которое  эта  величина  при- 
нимает при  х0  = хср,  т.  е. 


->ср 


^ ■ (хі  Яср)2  . 


то  нет  никакой  гарантии,  что  эта  оценка  будет  наилучшей.  Можно 
лишь  утверждать,  что  она  тем  ближе  к истинной  средней  ошибке 
о,  чем  ближе  средние  выборки  хср  к величине  х0. 

4.  Оценки  в классической  теории  ошибок.  Для  оценки  точности 
наблюдений  необходимо  рассмотреть  -^ср  и аср  как  случайные  вели* 
чины.  Можно  показать,  что  их  плотности  вероятностей  выражаются 
функциями: 


! і (-'-ср)  — 


п 2аг^сР  Х‘1' 


а 

1 

. 2 


/2  (аср)  — 


п ' 


("->)  п-і 


ср 


ср 

" 2аг 


-(п— 3)  п — 1 


,/г— 1 


где  Г (а)  — гамма-функция  (интеграл  Эйлера  второго  рода),  зна- 
чения которой  можно  взять  из  таблиц  или  вычислить  по  формулам 
(вторая  формула  используется  для  целого  положительного  числа  п): 

Г (а)  = <ІІ\  Г («)  = («  — 1)! 

о 


Как  видно,  хср  распределено  по  нормальному  закону  с мате- 
матическим ожиданием  х0  и средним  квадратическим  отклонением 

-7= , которое  характеризует  точность  оценки  величины  х0  через 

V п 

среднее  выборки  хср.  Эта  точность  повышается  пропорционально 
квадратному  корню  из  объема  выборки,  но  с увеличением  п воз- 
растает сравнительно  медленно.  Кроме  того,  повышение  точности 
за  счет  значительного  увеличения  объема  выборки  может  быть 
сведено  на  нет  неполностью  устраненной  систематической  ошибкой. 
Поэтому  на  практике  даже  при  сравнительно  высоких  требованиях 
к достоверности  результата  ограничиваются  30—50  отсчетами. 
Конкретные  рекомендации  относительно  объема  выборки  обычно 
основываются  на  анализе  требуемой  достоверности  результата, 
точности  измерительных  устройств  и условий  наблюдения. 

Среднее  квадратическое  отклонение  сценки  д'ср  при  объеме 
выборки  п и известном  стандарте  а нормально  распределенной 
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величины  хд  определяется  по  приведенной  выше  формуле  как  ~ 

Однако  на  практике  точное  значение  а обычно  не  известно.  В клас- 
сическом теории  ошибок  приближенное  значение  для  а определяют 
следующим  образом.  Из  закона  распределения  /2  (оср)  находят  ма- 

тематическое  ожидание  М (ас2р)  = 1^1  а2  и полагают  его  равным 

аср-  Разумеется,  замена  Аі  (зср)  на  аср  таит  в себе  известный  про- 
извол,  поэтому  в правой  части  формулы  для  М (зсР)  величину  з 
следует  заменить  на  ее  приближенное  значение,  которое  обозначим 
через  5.  Тогда  <4,  = '!=-!■  52,  откуда  следует  и на 

основании  выражения  для  ЗсР  из  (3)  получаем 


5 


,т~ 


■ *ср)2 


Это  соотношение,  называемое  формулой  Бесселя,  используется 
для  определения  средней  ошибки  одного  наблюдения  по  данным 
выборки  хъ  хъ  ....  хп.  Величина  5 называется  выборочным  стандар- 
том. Приближенную  оценку  для  среднего  квадратического  откло- 
нения величины  хср  получим,  разделив  выборочный  стандарт  « на 
квадратный  корень  из  объема  выборки  п,  т.  е. 


Достоверность  определения  величины  х0  по  п наблюдениям 
выражается  как  Р ( кзср  < хср  — х0  < к8ср)  = ф (к)  или  Р (д:ср  — 
— кзср  < х0  < хСр  + &5ср)  = ф (к),  что  сокращенно  представляется 

записью  х0  = *ср  + кзср.  Относительная  ошибка  равна  , где  к 

определяется  на  основании  функции  ф (к),  равной  заданной  досто- 
верности. Для  достоверности  0,683  относительная  ошибка  равна 

> а Для  Достоверности  0,955  увеличивается  вдвое. 

Неточность,  связанная  с заменой  М(оур)  на  о2р  при  выводе 
формулы  Бесселя,  сказывается  тем  меньше,  чем  больше  объем 
выборки  п.  Но,  как  показывает  анализ,  даже  при  очень  больших 
н (порядка  тысячи)  относительная  ошибка  определения  стср  все  же 
составляет  несколько  процентов.  Поэтому  нет  смысла  записывать 
значения  о и зср  большее,  чем  с двумя  значащими  цифрами.  Вто- 
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рая  значащая  цифра  аср  определяет  и число  значащих  цифр,  кото- 
рые достаточно  удерживать  в записи  хср. 

5.  Порядок  обработки  равноточных  наблюдений.  При  вычис- 
лении хСр  и 5 удобно  пользоваться  формулами: 


5 


П 

*ср  = 2 & ~а)  + а< 
/=  і 


где  а — произвольная  величина,  для  которой  обычно  выбирают 
округленное  число,  близкое  к хср.  Пусть,  например,  требуется 
обработать  ряд  из  12  равноточных  наблюдений  некоторой  величины. 
Соответствующие  вычисления  приведены  ниже  ( а = 18320): 


і 

*і 

хі  ~ а 

(•*,  - а)> 

1 

18338 

18 

' 324 

2 

18316 

—4 

16 

3 

18325 

5 

25 

4 

18341 

21 

441 

5 

18332 

12 

144 

6 

18319 

—1 

1 

7 

18313 

—7 

49 

8 

1832Э 

9 

81 

9 

18310 

— 10 

100 

10 

18322 

2 

4 

11 

18330 

10 

100 

12 

18314 

—6 

36 

V 

— 

49 

1321 

+ 18320 

= 18324,1; 

‘=УА 

(1321 -«’) 

5ср:=  10]7Т1  = 2,92- 

Полученный  результат  записывается  сокращенно 
х0  = 18324,1  ± 2,9, 

что  означает  Р (18321,2  < х0  < 18327,0)  = 0,683  или  Р (18318,3  < 
< х0<  18329,9)  = 0,955,  и вообще, 

Р (18324,1  — 2,9/г  < х0  < 18324,1  +2,9 Л)  = ф (Л)  = 2Ф  (к), 


где  к — любое  число. 
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_ вероятная  ошибка  среднего  арифметического  рср  = 0,6745$  = 
— т.  е. 

Р (18322,1  < х0  < 18326,1)  = 0,5. 

6.  Достоверность  малых  выборок.  В инженерной  практике 
обычно  ограничиваются  небольшим  числом  наблюдений  в резуль- 
тате чего  оценка  результата  с помощью  величины  $ср  может  ока- 
заться недостаточно  точной.  Это  связано  с тем,  что  в соотношении 
г ^ й5ср  < х°р  — х0  < кзср)  = ф (к),  или  равносильном  ему 

4-*  <*)-»(*> 

8ср  = Уіі  принимается  вместо  точной  величины  ~ . Необходимое 
уточнение  достигается  с помощью  распределения  Стьюдента 


8 (и;  п)  — 


Ѵп(п  — 1)Т 


п — 1 


1 + 


п — 1 


Ш,п) 

\ 

^/7=оо 

1/0} 

*Пт6 

г^П-2 

' V 

0,1 

1 которому  подчиняется  величина 

~х°  іГ~ 

— Ѵп  = 


-5  -«  -3  -2  -I  О I 2 3 Ни 

Рис.  277.  Распределение  Стьюдента. 


и — 


_ ■’тр  х 


ср 


°у-^~\  = х^гх" 


ср 


График  распределения  Стью- 
дента (рис.  277)  напоминает  по  фор- 
ме нормальное  распределение 
и с увеличением  п приближается 
к нему,  сливаясь  с ним  при  п -*■  со,  а при  малых  п сильно  отлича- 
ется от  нормального.  Оно  играет  большую  роль  в статистике  малых 
выборок  ( микростатистике ) . 

Вероятность  того,  что  и не  превзойдет  по  абсолютному  значению 
числа  к,  выражается  как 


где 


Р{  к<и<_  к)  — Р (хср  кз  ср  < х0  < хср  + кзср)  — 8 ( к , п ), 


+и 

8 (к,  п)  = § $(н;  п)йи. 

-к 


Как  видно,  при  малых  выборках  для  оценки  достоверности  вме- 
сто интеграла  вероятности  ф (к)  используется  функция  8(к,  п), 
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которая  зависит  не  только  от  к , но  и от  объема  выборки  п.  Значе- 
ния 8(к,  п)  задаются  соответствующими  таблицами.  Ниже  для  срав- 
нения приводятся  некоторые  значения  ф (к)  и 8(к,  п ): 


к 

5 (к,  п)  при  значениях  п 

Ф (*) 

2 

3 

4 

5 

8 

12 

0,1 

0,2 

0,5 

1,0 

2,0 

3.0 

5.0 

0,063 

0,126 

0.295 

0,500 

0,705 

0,795 

0.87-4 

0,071 

0,140 

0,333 

0,577 

0,817 

0,905 

0,962 

0,073 

0,146 

0,349 

0,609 

0,861 

0,942 

0,985 

0,075 

0,149 

0,355 

0.626 

0,884 

0,960 

0.992 

0,077 

0,153 

0,368 

0,649 

0,914 

0.980 

0,998 

0,078 

0, ! 55 
0,373 
0,661 
0,926 
0,988 
0,999 

0,07966 

0,15852 

0,38292 

0,68269 

0,95450 

0,99730 

0,99999 

Для  определения  доверительного  интервала  более  удобны  таб- 
лицы, в которых  приводятся  значения  к в зависимости  от  л и до- 
верительной вероятности.  Например,  для  Р (лгср  — квср  < х0  < хср+ 
+ кзСр)  = 0,95  получаем: 


п 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

к 

і 2.7 

4.3 

3,2 

2,8 

2,6 

2,4 

2,4 

2,3 

2,3 

2,2 

2,2 

2,2 

2,2 

2,1 

п приведенного  в (5)  примера  при  /г  = 12  и 5ср  = 2,9  имеем 
С 18327,0)  = 0,661  и Р (18318,3  < х0  < 18329,9)^ 
~ 0,029.  Как  видно,  вероятность  выйти  за  интервал  2$ср  при 
1-  выборках  равна  0,071,  в то  время  как  в соответствии  с класси- 
ческой  теорией  эта  вероятность  была  занижена  и составляла  только 
0,045.  Для  достоверности  0,95  при  п = 12  находим  к=  2,2,  что 
соответствует  доверительному  интервалу  ошибки  &$ср  = 2,2  • 2,9  = 

6,4  вместо  25ср  = 2 • 2,9  = 5,8,  даваемого  классической  тео- 
рией. 


7.  Неравноточные  наблюдения.  Если  наблюдения  одной  и той 
же  величины  (или  однородных  величин)  выполняются  в неодина- 
ковых условиях  или  с помощью  различных  средств  и методов,  то 
они  характеризуются  различными  средними  ошибками  и называ- 
ются неравноточными.  Естественно,  что  при  обработке  неравно- 
точных наблюдений  необходимо  хотя  бы  приблизительно  оценить 
степень  их  надежности. 

Эта  задача  решается  достаточно  просто.  Каждому  наблюдению 
приписывается  свой  вес  /л,-,  который  обычно  выражается  целым 
числом.  Наименее  достоверные  наблюдения  получают  и наимень- 
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ший  вес  (например,  т = 1),  а остальным  приписывается  тем  боль- 
ший вес,  чем  выше  их  достоверность  (или  меньше  средняя  ошибка) 
Конечно,  до  обработки  наблюдений  численные  значения  средних 
ошибок  неизвестны,  поэтому  приписывание  весов  основывается  на 
степени  доверия  к аппаратуре  и наблюдателям,  на  учете  условий 
наблюдения,  на  опыте  и интуиции  исследователя. 

Удобнее  всего  рассматривать  вес  ті  как  «размножение»  наблю- 
дения, т.  е.  считать,  что  наблюдение  с весом  ті  равноценно  т, 
наблюдениям  с единичным  весом,  что  соответствует  снижению 
средней  ошибки  в ]/т,-  раз  (4).  Этот  подход  и является  основным 
критерием  при  «взвешивании»  наблюдений.  Обработка  неравноточ- 
ных наблюдений  осуществляется  аналогично  равноточным  с тем 
лишь  различием,  что  формулы  для  хср  и з имеют  вид: 


з = 


*ср  = 2 т‘  (*<■  — «)  + «; 

/=1 

|/~ {XX  (*<  ~аУ~~  [ |]  (*«•  - а) 


где  т — а — произвольное  число,  близкое  к хср,  а средняя 

ошибка  результата  наблюдения  определяется  как  зср  = . Вели- 

1 / р 

чина  ~ 1 в формуле  для  з соответствует  тому  обстоятельству, 

что  только  п наблюдении  являются  независимыми.  Изложенное 
иллюстрируется  нижеследующим  примером  (а  = 240): 
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*сР  = + 240  = 240-78; 


$Ср  — 


5=  ]/ 1 ( 123,19 -^)2  = 3,92; 
= 0,77. 


3,92 

1/26 


Согласно  классической  теории  результат  записывается  в виде: 
Л'о  = 240,78  ± 0,77.  Пользуясь  методом  малых  выборок  для  к = 1 
и п = 8 по  таблице  из  (6)  находим  5(1,8)  = 0,649,  что  соответст- 
вует Р (240,01  < х0  < 241,55)  = 0,649.  Для  достоверности  0,955 
при  п = 8 по  приведенной  в (6)  таблице  имеем  к = 2,4,  следова- 
тельно, &5ср  = 2,4  • 0,77  = 1,85,  что  соответствует  доверительному 
интервалу  от  238,93  до  242,63. 

8.  Косвенные  наблюдения.  Часто  интерес  представляет  вели- 
чина, которая  является  функцией  гю  = [(х,  у,  . . . , у)  и опреде- 
ляется по  результатам  измерений  ее  аргументов  хср,  уср,  . . . , уср,  т.  е. 
дасР  = !(хср,  г/ср,  . . . , УСр).  Если  величины  х,  у,  ....  у независимы, 
то  средняя  квадратическая  ошибка  выражается  формулой 


где  ах,  а аѵ  — средние  ошибки  измеряемых  величин,  а част- 

ные производные  определяются  в области  средних  или  номиналь- 
ных значений  аргументов.  Эта  формула  получается  разложением 
в ряд  Тейлора  функции  ію  = [(х,  у,  ...,  у)  с использованием  свой- 
ства дисперсии  суммы  независимых  случайных  величин,  которая 
равна  сумме  их  дисперсий. 

Известны  более  точные  формулы,  учитывающие  объемы  выбо- 
рок, зависимость  аргументов  и ряд  других  факторов,  но  в силу 
своей  сложности  они  применяются  лишь  в случаях  повышенной 
ответственности . 

Приведенная  формула,  хотя  и является  приближенной,  позво- 
ляет получить  вполне  удовлетворительные  оценки. 

Пусть,  например,  сопротивление  Р проводника  определяется 
по  данным  измерения  его  длины  / и диаметра  <і  и вычисляется 

по  формуле  Р = р ^ = г -р , где  г = р ~ . Тогда 


где  о/  и а а — средние  ошибки  измерения  величин  I и <1  Если  диа- 
метр измерен  с относительной  ошибкой  0,5%  и требуется  полу- 
чить результат  для  Р,  относительная  ошибка  которого  не  превы- 
шает 1,5%,  то  при  измерении  длины  достаточно  не  превысить 

ошибку  ~ = |/і,52  — (2  • 0,5)2  = 1,1%. 
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9.  Метод  наименьших  квадратов.  Этот  метод  решает  задачу 
определения  величин  хѵ  х2,  . . . , хт,  не  поддающихся  непосред- 
ственному наблюдению,  по  результатам  измерения  других  величин 
Уѵ  Уѵ  • • • • Уп>  которые  являются  их  функциями 

*2 хт)  = уі  (1=1,  2,  , п). 

Рассмотрим  случаи,  когда  функции  линейны  (к  нему  сводится 
задача  и для  функций  общего  вида),  т.  е.  когда  исходной  является 
система  так  называемых  условных  уравнений : 

т 

У>  аС/Х,-  = уі  (»=1,2,...,  п). 

/= і 

Эту  систему ^ непосредственно  решить  нельзя,  так  как  правые 
части  уравнений  вместо  точных  значений  і/,о  содержат  результаты 
их  измерений  уі  = уі0  + б,  со  случайными  ошибками  б,-.  Однако 
если  п > т,  то  на  основании  принципа  максимального  правдо- 
подобия (3)  можно  найти  такую  совокупность  значений  (хъ  х2, 

■ ■■>  Хт),  которая  с наибольшей  вероятностью  удовлетворяла  бы  ис- 
ходным зависимостям.  В предположении  о нормальном  распреде- 
лении случайных  величин  г/, 

. ^ ~ ^о>г 

Пу;)~7ѴГ,е  г"  (,'  = 1’2 “> 

для  плотности  вероятности  случайной  выборки  (уѵ  у2,  . . . , уп) 
имеем 


п т 

/ (Уѵ  Уѵ  . • • • Уп)  = (о  Ѵ^Г"  ехр  — ^5  2 (у*  - І]  ачхі  )* 

/= і 

Эта  вероятность  достигает  максимума  при  минимуме  функции, 
стоящей  в показателе  экспоненты,  т.  е.  при  таких  значениях  хѵ 
хѵ  • • • > хт’  которые  обращают  в нуль  все  частные  производные. 


_а_ 

дхк 


: О 


Е (уі  — Ц ачхі)  ] = -2  У]  [уі  ~ У]  аух,)  аік  = 

,:=і  і=і  і=і  /= і 

(к  = 1,  2,  . . . , т). 

Отсюда  для  определения  значений  хѵ  х2,  . . . , хт  получаем 
нормальную  систему  уравнений: 

т п 

_ Ск\Х\  = йікуі, 

!=  I .=1 

п 

где  ск!  = сік  = 2 аікац  (к  = 1,  2,  . . . , т). 
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Условие  максимального  правдоподобия  совпадает  с требованием 
минимума  суммы  квадратов  ошибок 


2 е * = 2 (Уі  — У іо?  = 2 [уі 


І=  1 


’ 2 У'ііХ'і)  у\  - 0-ііУі- 

/=•  і= I /=1  І=І 


Отсюда  и название  метод  наименьших  квадратов  ( принцип 
Лежандра) . Хотя  при  его  обосновании  вводилось  предположение 
о нормальном  распределении,  однако,  строго  доказано,  что  оценки, 
основанные  на  методе  наименьших  квадратов,  обладают  минималь- 
ными погрешностями,  независимо  от  типа  распределения  ( теорема 
Га  усса — М аркова ) . 

Проиллюстрируем  изложенное  на  примере  системы  условных 
уравнений: 


4,91*!  — 59,0*2  = —339,8 
2,72х1  — 2,7*2  = — 47,5 
0,05*!  + 32,4*2  = 262,5 
—2,91*!  + 27,7*2  = 152,9 
—4,77*і+  1,4*2  = — 27,9 

Чтобы  перейти  к нормальной  системе  уравнений,  необходимо 
определить  четыре  коэффициента  с1ѵ  си,  сп  и с22,  два  из  кото- 
рых равны  между  собой  (с12  = с21): 


си  = 2 = 4,912  + 2,722  + 0,052  + 2,912  + 4,772  = 62,73; 

сі2  = с2 1 = 2 +А 2 = 4,91  (—59,0)  + 2,72  (—2,7)  + 0,05  • 32,4  + 
+ (—2,91)27,7  + (—4,77)  1,4  = —382,7; 
с22  = = 59, 02  + 2,72  + 32, 42  + 27, 72  + 1,4»  = 5307,3. 

Правые  части  уравнений  определяются  следующим  образом: 

2 апУі  = 4-91  (—339,8)  + 2,72  (—47,5)  + 0,05  • 262,5  + 


1 = 1 


+ (—2,91)  152,9  + (—4, 77)  (—27,9)  = 2096,3; 

= (— 59,0) (— 339,8)  + ( — 2,7) (— 47,5)  + 32,4  • 262,5  + 
+ 27,7  • 152,9  + 1,4(— 27,9)  = — 32877,7. 
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Таким  образом,  получаем  нормальную  систему  уравнений 

62,73*!  — 382,7*2  = 2096,3; 

—382,7*!  + 5307,3*2  = —32877,7, 

решение  которой  дает  значения  искомых  величин  *х  = 7,81  и*2  = 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  При  20  измерениях  некоторой  величины  получены  следующие  ре- 
зультаты  \ 


і 

І 

І 

хі 

1 

10,5 

8 

11,0 

15 

10,8 

2 

3 

10,8 

11,2 

9 

10 

10,3 

10,8 

16 

17 

10,9 

10,8 

4 

10,9 

11 

10,6 

18 

10,7 

5 

10,4 

12 

11,3 

19 

10,9 

6 

10,6 

13 

10,5 

20 

1 1,0 

7 

10,9 

14 

10,7 

На  основе  оценок  классической  теории  ошибок: 

а)  найдите  среднее  выборки  хер,  выборочный  стандарт  $ и среднее  квадра- 
тическое отклонение  5ср; 

б)  определите  доверительные  интервалы,  соответствующие  доверительным 
вероятностям  0,683;  0,8;  0,955; 

в)  вычислите  вероятную  ошибку  рср  и запишите  соответствующий  дове- 
рительный интервал. 

2.  По  условиям  предыдущей  задачи  с помощью  распределения  Стью- 
дента: 

а)  уточните  доверительные  интервалы,  соответствующие  доверительным 
вероятностям  0,683;  0,8;  0,955; 

б)  определите  доверительные  интервалы  и вероятности  при  к = 1,  2,  3. 

3.  Решите  задачу  1 при  дополнительном  условии,  что  надежность  первых 
десяти  измерений  оценивается  весом  3,  следующих  пяти  — • весом  2 и пяти 
последних  — весом  1.  Сравните  результаты  с полученными  в задаче  1. 

4.  Емкость  конденсатора  определяется  по  формуле  С — По  резуль- 
татам измерений  заряда  а и напряжения  (/,  средние  квадратические  ошибки 
которых  соответственно  и Оц,  покажите,  что  средняя  квадратическая  ошиб- 
ка аср  выражается  соотношением 
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5.  ПРОЦЕССЫ  МАССОВОГО  ОБСЛУЖИВАНИЯ 


1.  Общая  структура.  Существует  большое  число  процессов, 
для  которых  характерна  следующая  общая  структура  (рис.  278): 
в совокупность  пунктов,  называемую  системой  обслуживания, 
поступают  через  некоторые  промежутки  времени  объекты  (входя- 
щий поток),  которые  подвергаются  там  соответствующим  опера- 
циям (обслуживанию)  и затем  покидают  систему  ( выходящий  поток), 
освобождая  место  для  следующих  объектов.  Промежутки  времени, 
через  которые  поступают  объекты,  и время  обслуживания  хотя 
и могут  быть  регулярными,  но,  как  правило,  носят  случайный  ха- 
рактер. При  массовом  поступлении  объектов  в системе  обслужива- 
ния могут  возникать  очереди. 

Процессы  массового  обслужива- 
ния типичны  для  связи  (телефон, 
телеграф,  почта),  транспорта  (воз- 
душные, наземные  и морские  пере- 
возки) культурно-бытовых  пред- 
приятий (театры,  магазины,  го- 
родское сообщение,  поликлиники), 
производственных  процессов  (ре- 
монт и обслуживание  оборудования,  сборочные  линии)  и т.  п. 
Проблемы,  родственные  задачам  массового  обслуживания,  по- 
стоянно возникают  и в других  областях  (эволюция  в биологии, 
движения  физических  частиц,  преобразование  информации  в вычис- 
лительных машинах  и т.  п.).  В любом  случае  составными  элементами 
процесса  массового  обслуживания  могут  являться:  1)  входящий 
поток,  2)  очередь,  3)  система  пунктов  обслуживания,  4)  выходя- 
щий поток. 

Независимо  от  конкретной  природы  и характера  объектов,  по- 
ступающих в систему  обслуживания,  их  называют  требованиями 
(или  заявками).  Входящий  поток  требований  рассматривается  как 
последовательность  событий,  следующих  через  какие-то  моменты 
времени  (например,  вызовы  на  станции  скорой  помощи,  приходы 
судов  в порт,  выход  из  строя  станков  и т.  п.).  Распределение  вхо- 
дящего потока  в основном  обусловливает  и характер  процесса 
массового  обслуживания. 

Структура  очередей  и поступление  из  них  требований  на  обслу- 
живание определяются  как  свойствами  и возможностями,  так  и уста- 
новленными правилами  прохождения  требований  через  эти  системы. 
Требования  могут  выполняться  в порядке  поступления  (операции 
на  конвейере),  с приоритетом  (внеочередное  право  получения  би- 
летов), в случайном  порядке  (отбор  образцов  для  статистического 
анализа),  в порядке  первого  очередного  поступления  при  освобо- 
дившемся канале  обслуживания  (прием  вызова  телефонной  стан- 


Входнщий 

поток 


Очереди 


Пункты 

обслуживания 


Выходящий 

поток 


Рис.  278.  Структура  системы  обслу- 
живания. 
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цией).  Очереди  могут  ограничиваться  по  длине,  т.  е.  по  числу  нахо- 
дящихся  в них  заявок,  и по  времени  ожидания.  Эти  ограничения 
обусловлены  либо  возможностями  системы  массового  обслужива- 
ния (ограниченность  мест  в театре,  объема  оперативной  памяти 
машины),  либо  поведением  объектов  обслуживания  и соответствую- 
щими правилами  (отказ  от  обслуживания  из-за  неприемлемости 
длины  очереди  или  времени  ожидания  в ней,  регламентация  порядка 
обслуживания).  В конечном  счете,  основной  характеристикой  оче- 
реди является  время  ожидания. 

Система  пунктов  обслуживания  может  иметь  различную  органи- 
зацию: с последующими,  параллельными  и комбинированными 
каналами,  некоторые  из  которых  могут  быть  специализирован- 
ными. В зависимости  от  поступления  требований  и образования 


і 

Гг 

С 

Рис.  279. 


Поток  требований  во  вре- 
мени. 


очередей  эта  система  может  обла- 
дать способностями  изменять  свою 
организацию.  В то  же  время  се 
свойства,  как  указывалось  выше, 
влияют  на  структуру  очереди  и 
отношение  к ней  объектов  обслу- 
живания. Так,  при  занятости  всех 
требования  могут  получать  отказ  (си- 

с ожида- 


каналов  поступающие  _г 

стемы  с отказом)  или  становиться  в очередь  (системы 
нием). 


Процессы  массового  обслуживания  изучаются  с целью  их  ра- 
циональной организации  (обеспечение  наибольшей  пропускной 
способности  при  возможно  меньших  затратах  времени  и материаль- 
ных ресурсов)  или  выявления  закономерностей  тех  явлений  при- 
роды, для  которых  характерны  подобные  процессы. 

2.  Простейший  поток.  Рассмотрим  поток  однородных  событий 
(требовании),  различающихся  только  моментами  их  появления. 
Такой  поток  можно  изобразить  последовательностью  точек  на  оси 
времени  (рис.  279). 

Входящий  поток  называют  простейшим , если  вероятность  по- 
ступления того  или  иного  числа  требований  в течение  интервала 
времени  ( зависит  только  от  протяженности  этого  интервала  и не 
зависит  от  его  расположения  на  оси  времени  (стационарность) , 
причем  требования  поступают  поодиночке  (ординарность)  и неза- 
висимо друг  от  друга  (отсутствие  последействия). 

Хотя  многие  индивидуальные  процессы  и не  удовлетворяют 
полностью  этим  требованиям,  понятие  простейшего  потока  иг- 
рает большую  роль,  так  как  близкие  к нему  потоки  часто  встреча- 
ются на  практике.  Но  наиболее  важно  то  обстоятельство,  что  в ре- 
зультате суммирования  некоторого  числа  стационарных  ординар- 
ных потоков  с практически  любым  последействием  получается  поток, 
близкий  к простейшему. 
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Обозначим  через  Рк(()  вероятность  поступления  к событий  за 
время  /.  Если  поток  требований  простейший,  то  вероятность  слу- 
чайного события,  состоящего  в том,  что  за  время  / + Д/  поступит 
точно  п требований,  можно  представить  как 

рп((  + \ /)  = 2 Рп-к  (і)Рк№. 

к=0 

Действительно,  пусть  событие  Ап_к  означает  поступление  п — к 
требований  за  время  /,  а событие  Вк — поступление  к требований 
за  время  Д/.  Тогда  рассматриваемое  событие  можно  представить 
как  пересечение  несовместных  событий  Ап_к  [~]  Вк  для  всех 
к = 0,  1,  2,  . . . , п.  Так  как  интервалы  і и Д/  на  оси  времени 
не  пересекаются,  и требования  поступают  независимо,  то  события 
Аа_к  и В к ПРИ  любом  к независимы,  следовательно,  Р(Ап_к  р Вк)  = 
= Р ( А-п—ь)  Р {В к)  = Рп-к  V)  Рк  (Д()-  С учетом  несовместности  со- 
бытий Ап_к  П Вк  и получаем  приведенное  выше  соотношение. 

Пусть  Д/  — настолько  малый  интервал  времени,  что  в силу  ор- 
динарности простейшего  потока  вероятность  попадания  в этот 
интервал  больше  одного  требования  пренебрежимо  мала.  Это  зна- 
чит, что  при  к > 1 вероятности  Рк(Аі)  = 0,  и,  следовательно, 
имеем: 

Рп  (І  + ДО  = Рп  (О  Ро  (ДО  + Рп- 1 (О  Рг  (ДО. 

По  условию  стационарности  вероятность  поступления  одиноч- 
ного требования  в интервале  Д/  не  зависит  от  расположения  этого 
интервала  на  оси  времени  и пропорциональна  его  длине.  Поэтому 
можно  считать,  что  Рх( Д/)  = ЯД/,  где  к — коэффициент  пропорци- 
ональности, смысл  которого  будет  выяснен  позже.  Очевидно,  ве- 
роятность отсутствия  требований  в интервале  Д/  выразится  как 
Ро(Д0  = 1 — Рі(Д/)  = 1 — ЯД/.  Таким  образом,  получаем 


или 


Рп  (/  + д/)  = Рп  (/)  (1  - X М)  + Р п~х  (0  х д/, 

Рп  (I  + М)  - Рп  ( ( ) 


м 


= М р„_і(/)  — р, ,(/)]■ 


Положив  Д/  -ѵ  0,  приходим  к дифференциальному  уравнению 


ар. 


где  п > 1.  При  п—  0 первый  член  уравнения  отсутствует,  так  как 
возможен  единственный  случай,  соответствующий  отсутствию  тре- 
бований как  за  время  /,  так  и в коротком  интервале  Д/.  По- 
этому 


ЛР о (О 

Л 


-ХР0  (/). 


23  5-105 
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Решение  этого  уравнения  при  граничном  условии  РЛ  (0)  = 1 
есть  Р0(і)  — е~и.  При  п = 1 имеем 

т = * Гро  (0  - Рг  (01  = X іе-*  - Р,  (<)}, 


решение  которого  при  граничном  условии  Р1  (0)  = 0 имеет  вид 
Р і (0  = Ме  Іі-  Продолжая  этот  процесс,  находим  для  плотности 
распределения  числа  требований  за  время  I следующее  выра- 
жение 


№ 
0,6  \ 

0,5 

0,4- 

0,3- 

о,г 

0,1- 

0,0 


31  = 0,5 


I Г . 


31=2 


21=4 


■ г I 1 1 1 


0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 

Рис.  280.  Распределение  Пуассона 


I I I г х т 

0 1 2 3 4 5 6 1 ЗОЮ  11 


что  представляет  собой  дискретное  распределение  Пуассона,  которое 
характеризует  простейший  поток.  На  рис.  280  показаны  графики 
этого  распределения  для  различных  значений  а = Хі. 

3.  Число  требований  в заданном  интервале.  Найдем  математи- 
ческое ожидание  распределения  Пуассона: 


М 


(п)  е-и  = хг  V ^ = х/  V 

п=0  п=  1 т—0 


(ИУ‘ 


е-ъ  = 11. 


Полученная  величина  К определяет  среднее  значение  числа  тре- 
бований, поступивших  за  время  1.  Отсюда  ясно,  что  параметр 
X представляет  собой  среднее  число  требований  в единицу  времени, 
в связи  с чем  его  называют  интенсивностью  (или  плотностью ) 
потока.  Среднее  число  требований  а — 'КІ  за  время  I в силу  стацио- 
нарности простейшего  потока  не  зависит  от  положения  временного 
интервала,  поэтому  под  1 можно  понимать  и время,  прошедшее  от 
начала  процесса. 

Распределение  Пуассона  дает  значения  вероятности  поступле- 
ния за  время  I ровно  п требований.  В частности,  вероятность 
того,  что  в интервале  времени  1 не  поступит  ни  одного  требова- 
ния, равна  Р0  (()  = е~Хі,  а вероятность  поступления  одного  требо- 
вания Рх  (I)  = Ме-1‘.  Вероятность  поступления  за  время  1 не 
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более  одного  требования  будет  Р0  ( I ) -ф  Р1  (()  = (1  + Хі)  е~Ч  В общем 
случае  вероятность  того,  что  за  время  I поступит  не  более  п тре- 
бований, определяется  функцией  распределения  Р(п,1),  которая 
равна  сумме  вероятностей  Рк  (/)  для  к < п,  т.  е. 

Р(п,1)  = Ѵрк(()  = е-^^. 

4=0  4=0 

Вероятность  поступления  более  п требований  за  время  I равна 
дополнению  Р(п,  і ) до  единицы,  т.  е.  1 — Р(п,  і). 

Пусть,  например,  в бюро  обслуживания  поступает  в среднем 
12  заказов  в час.  Найдем  вероятность  того,  что  за  1 мин  в бюро 
не  поступит  ни  одного  заказа,  а также  вероятность  поступления  не 

12 

более  трех  заказов  за  10  мин.  Так  как  X = ^ = 0,2  заказов/мин, 

то  ответ  на  первый  вопрос  получается  из  выражения  Р0(1)  = е~0,2  — 
= 0,819.  Для  ответа  на  второй  вопрос  необходимо  найти  вероят- 
ности РЛ(10)  для  к = 0,  1,  2,  3 при  Хі  = 0,2  • 10  = 2 (обычно  для 
этого  используются  соответствующие  таблицы): 

Р0  (10)  = 0,135;  РД10)  =0,271;  Р2  (10)  = 0,271;  Р3(10)  = 0,180. 

Сумма  полученных  вероятностей  0,135  + 0,271  -+-  0,271  + 0,180= 
= 0,857,  равная  значению  интегральной  функции  распределения 
при  п < 3,  и определяет  искомую  вероятность  поступления  не 
более  трех  заказов  за  10  мин. 

Определение  вероятностей  Р„(/)  и их  суммирование  облегча- 
ется, если  использовать  приближенную  формулу 


Р(п,  а) 


= V 


РЛП-Уъ-е 


а ~—а 


к\ 


ф 


4=0 


4=0 


0,5- 


Ѵ~а 


0,5, 


где  а = Іі  и Ф (у)  — интеграл  Лапласа  (2.4),  значения  которого 
даны  в табл.  9,  причем  Ф( — у)  = — Ф (у). 

Функция  Р(п,  а)  = Р(п,  Хі)  представляет  собой  интегральную 
функцию  распределения  Пуассона,  определяющую  для  простей- 
шего потока  вероятность  поступления  не  менее  п заявок  за  время 
I при  интенсивности  потока  X.  Плотность  распределения  числа  тре- 
бований за  время  і,  т.  е.  вероятность  поступления  ровно  п требова- 
ний, можно  выразить  как 

Рп  (()  = Рп  (у)  = 5 е-а  = К (п,  а)  - К {п  - 1,  а). 


23’ 
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Дисперсия,  характеризующая  рассеивание  числа  требований  в ин- 
тервале I,  определяется  формулой  й (п)  = М (п2)  — [М  (п)]2.  Так 
как 


М 


(п’)  = Уп<^е-^Х,Ѵп 


= н[Ѵ  ( — п-М".-  е-м  | у <»>"- 

1^-і  Ѵ '(п-  1)! 


= \ци  + 1), 


а также  [М  (п)]2  = (XI)2,  то  для  дисперсии  пуассоновского  потока  по- 
лучаем 

0(п)  = \і(К(+  1)  — (Х/)г  = X/, 

т.  е.  такое  лее  выражение,  как  и для  математического  ожидания. 
Это  свойство  можно  использовать  для  решения  вопроса  о соответ- 
ствии простейшему  потоку  некоторого  потока  требований  и вообще 
любой  случайной  величины,  если  ее  статистические  характерис- 
тики (математическое  ожидание  и дисперсия)  известны  или  опре- 
делены опытным  путем.  Существенное  различие  математического 
ожидания  и дисперсии  может  служить  причиной  отказа  от  исполь- 
зования распределения  Пуассона. 

4.  Интервал  между  двумя  последовательными  требованиями. 
Вероятность  того,  что  интервал  между  двумя  последовательными 
требованиями  превысит  некоторую  величину  т (см.  рис.  279),  равна 
вероятности  отсутствия  требований  в этом  интервале,  т.  е.  е-Хх. 
Очевидно,  дополнение  этой  величины  до  единицы  дает  функцию 
распределения  интервалов  между  появлением  двух  последовательных 
требований,  т.  е. 

Р (т)  = 1 — е~Хт. 

Дифференцируя,  находим  плотность  распределения 

/(т)  = Іе~1\ 

При  пуассоновском  потоке  закон  распределения  вероятностей 
для  интервалов  между  двумя  последовательными  событиями  явля- 
ется экспоненциальным  с параметром  Хт.  Математическое  ожи- 
дание и дисперсия  интервала  т,  распределенного  по  экспонен- 
циальному закону,  в соответствии  с (2.6)  выражаются  как 

М(т)  = -І;  0(у,  = 1 

Таким  образом,  среднее  время  между  двумя  последователь- 
ными требованиями  тср  обратно  пропорционально  интенсивности 
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потока  требований  X.  Этой  же  величине  равно  и среднее  квадрати- 
ческое отклонение  интервала  т от  тср,  определяемое  как  квадрат- 
ный корень  из  дисперсии,  т.  е. 


ах  = V О (х)  = х = тор. 


Важное  свойство  экспоненциального  закона  распределения 
состоит  в том,  что  вероятность  появления  очередного  требования 
по  прошествии  времени  т не  зависит  от  момента  появления  пред- 
шествующего. Это  свойство  ^присуще  только  экспоненциальному 
закону  и представляет  собой  следствие  независимости  поступле- 
ния событии  во  времени,  которое  ранее  (2)  было  названо  отсутствием 
последействия. 

о.  Время  обслуживания  и время  ожидания.  Производительность 
системы  обслуживания  зависит  от  числа  каналов  и их  быстродействия. 
Время  обслуживания  одного  требования  чаще  всего  считают  слу- 
чайной величиной,  распределенной  по  экспоненциальному  закону. 
Для  этого  имеется  много  оснований.*  простота  аналитических 
выражений,  отсутствие  последействия,  близость  к свойствам  многих 
реальных  систем  и др.  Экспоненциальный  закон  особенно  хорошо 
описывает  такие  системы,  которые  сравнительно  быстро  обслу- 
живают основную  массу  требований,  а длительные  сроки  обслу- 
живания встречаются  тем  реже,  чем  больше  они  занимают  времени. 

Итак,  пусть  время  обслуживания  і задано  экспоненциальным 
законом  с плотностью  распределения  §(()  = це~^  ((  > 0).  Сред- 
нее время  обслуживания  выражается  математическим  ожида- 
нием, которое  равно  — . Таким  образом,  параметр  р представляет 

собой  величину,  обратную  среднему  времени  обслуживания  (его  мож- 
но назвать  интенсивностью  обслуживания).  Дисперсия  времени  об- 
служивания равна  - 5.  Функция  распределения 


представляет  собой  вероятность  того,  что  обслуживание  закон- 
чится за  время  I,  т.  е.  вероятность  освобождения  за  это  время  ка- 
нала обслуживания.  Очевидно,  вероятность  того,  что  за  время  ( 
канал  не  освободится,  равна  1 — С(()  = е~^' . Если  в системе  за- 
нято к каналов,  то  вероятность  того,  что  ни  один  из  них  не  освобо- 
дится за  время  (,  равна  (е~^)к  = е~кѵ-’ . 

Время  ожидания  требования  в очереди  (если  она  существует) 
обычно  также  задается  экспоненциальным  законом  с плотностью 
распределения  к(()  — ѵе  ѵ',  где  параметр  ѵ — величина,  обратная 
среднему  времени  ожидания.  Функция  распределения  Н(1)  =* 
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= 1 — е ѵ(  представляет  собой  вероятность  того,  что  время  ожи- 
дания не  превысит  і. 

6.  Марковские  процессы.  Процессы  массового  обслуживания 
являются  дискретными  процессами  с конечным  или  счетным  мно- 
жеством состояний  и непрерывным  временем.  Переход  из  одного 
состояния  в другое  происходит  скачком  в момент,  когда  наступает 
какое-то  событие,  вызывающее  такой  переход  (поступление  нового 
требования,  начало  или  конец  обслуживания,  уход  требования  из 
очереди  и т.  д.). 

Для  процессов  массового  обслуживания  с пуассоновским  пото- 
ком требований  и экспоненциальным  распределением  времени  об- 
служивания характерно  отсутствие  последействия.  Иначе  говоря, 
будущее  развитие  зависит  только  от  состояния  в настоящий  момент 
и не  зависит  от  того,  как  происходило  развитие  в прошлом.  Такие 
процессы  называют  марковскими. 

Пусть  на  систему  обслуживания,  состоящую  из  т одинаковых 
каналов  (пунктов),  поступает  простейший  поток  требований.  При 
наличии  хотя  бы  одного  свободного  канала  немедленно  начина- 
ется обслуживание,  а если  все  каналы  заняты,  требование  становится 
в очередь.  Время  обслуживания  и время  ожидания  подчинены  экс- 
поненциальным законам  распределения. 

Обозначим  через  5 ,•  состояние  системы,  в котором  занято  ровно 
і каналов  (з0  — состояние,  в котором  все  каналы  свободны)  и оче- 
реди нет  (г  = 0,  1,  ...,  т).  При  і > т образуется  очередь,  и система 
может  находиться  в состояниях  $т+г,  где  г — - число  требований 
в очереди  (г  = 1,2,  ...).  Если  на  длину  очереди  не  накладывается 
ограничений,  то  г может  быть  сколь  угодно  большим,  и система 
имеет  потенциально  неограниченное  число  состояний.  Пренебрегая 
возможностью  «перескока»  системы  через  состояние  за  сколь  угодно 
малое  время  А I (в  силу  предположения  об  ординарности  простей- 
шего потока  вероятность  такого  события  пренебрежимо  мала), 
можно  считать,  что  система  через  время  А і либо  остается  в прежнем 
состоянии,  либо  переходит  в соседнее.  Итак,  возможные  состояния 
систем  будут  следующие: 

50  — все  каналы  свободны  | 

&і  — занято  і каналов,  1 < і < т \ очеРеДП  нет 
8т+г — заняты  все  т каналов,  г требований  в очереди  (г>0). 

Обозначим  через  рі(і)  вероятность  того,  что  в момент  і система 
находится  в состоянии  ч,-  (/  = 0,  1,2,  ...,  п).  Очевидно,  для  любого 
момента  времени  і сумма  вероятностей  состояний  равна  единице 
(нормировочное  условие ),  т.  е. 

І]  РіѴ)  = 1. 

1=0 
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так  как  события,  состоящие  в том,  что  в момент  времени  I система 
находится  в состояниях  5Ь  5,,  ...,  5„,  несовместны  и образуют  полную 
систему  событий.  Задача  состоит  в том,  чтобы  определить  вероят- 
ности состояний  р0((),  р^І),  р2((),  ....  рп(і)  как  функции  времени. 

7.  Уравнения  Колмогорова.  Марковский  процесс  описывается 
относительно  вероятностей  ро(0,  Рі(0,  • ••,  Рп(()  системой  дифферен- 
циальных уравнений,  называемых  уравнениями  Колмогорова.  При 
составлении  этих  уравнений  удобно  воспользоваться  графом  со- 
стояний, вершины  которого  соответствуют  состояниям,  а дуги  — 
возможным  переходам  из  состояния  в состояние.  Для  рассматривае- 
мой системы  массового  обслуживания  граф  состояний  показан  на 
рис.  281. 


Рас  281.  Граф  состояний  системы  массового  обслуживания. 


Зафиксируем  момент  і и найдем  вероятность  рк  (і  -ф  А/)  того, 
что  в момент  / -ф  А/  система  будет  в состоянии  зк.  Так  как  система 
может  оставаться  в прежнем  состоянии  или  переходить  только 
в соседние  состояния,  то  рк  ( і -ф  А^)  = Р(А)  -ф  Р(В)  -ф  Р(С),  где 
А,  В и С — несовместные  события.  Событие  А означает,  что  си- 
стема за  время  А/  не  изменила  своего  состояния  зк,  а события  В 
и С означают,  что  переход  в зк  произошел  соответственно  из  со- 
стояний 5/(_!  и зк+1. 

Пусть  система  в момент  і находилась  в состоянии  5;  и вероят- 
ность того,  что  за  время  Аі  она  перейдет  в состояние  з/,  равна 
Ру  (А/).  Величину 


называют  плотностью  вероятности  перехода.  При  достаточно  малом 
Аі  имеет  место  приближенное  соотношение 

Р а (А/)  ~ \ц  А/. 

Очевидно,  вероятность  того,  что  система  за  время  Аі  не  перейдет 
из  состояния  і в состояние  /,  выражается  как  1 — Ріі(Аі)  = 1 — 
— К/А(. 

Выразим  вероятности  событий  А,  В и С через  вероятности 
состояний  и плотности  вероятностей  перехода  (членами  высших 
порядков  малости  по  сравнению  с Аі  пренебрегаем): 
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Р (Л)~  рк  (/)(1 X*.  к_і  Д/)(1 Х/г,  д,+  1 Л/)  ^ рк(і)[  1 

— (X*.  к— і + X*,  д4_і)Д^; 

Я (В)  ^ рд_і  (/)  Хд_і.  д Д/1; 

Р (С)  ^ рк+ 1 (/)  Хдц_і,  *.  Д/. 

На  основании  этих  соотношений  имеем 


Рк  (і  + ДО  — Рк  (О  [1  — (X*.  /е— 1 + X к , к+ 1)  Д/]  + Ріг- 1 (/)  Х*_і,  л Д/  -ф 
+ Р/г+1  (()  Х*+і,  к Д/, 


ИЛИ 


Рк  (і  + А/)  — рд  (/) 

а/ 


^к—\,  крк — I (0  (Х/г,  д_1  4-  Х/г,  рк  (I)  -ф 

+ Х/г+1,  *Р*+1  (/). 


Переходя  к пределу  при  А/  -ѵ  0,  получаем  дифференциальное 
уравнение  относительно  производной  вероятности  к- го  состояния 
(для  простоты  аргументы  I вероятностей  состояний  опускаем): 

— - = Х*_І,  крк-]  (X*.  і: — | 4-  Х/г,  /г+і)  Рк  4-  Хд._|_1 , кРк+ 1- 


Записав  аналогичные  выражения  для  всех  состояний,  получим 
систему  дифференциальных  уравнений  Колмогорова,  которую 
Км  можно  представить  в матричной 


лк-1,к 


форме: 


0р_ 

йі 


= Ар, 


'и+1}к 


где  р — (р0,  рх,  р2>  . . , , рп)  — век. 
р,,„  9йг)  к „ „ тоР  вероятностей  состояний  и А — 

кис.  282.  К составлению  урав- 

нения  для  6-го  состояния  матрица  плотностей  вероятностей 

переходов. 


Систему  уравнении  Колмогорова  легко  записать  непосредствен- 
но из  размеченного  графа  системы,  в котором  каждой  дуге  припи- 
сан вес,  равный  соответствующей  плотности  вероятности  перехода. 
Так,  сравнивая  рис.  282  с уравнением  для  к-го  состояния,  легко 
вывести  простое  правило.  Производная  вероятности  к- го  состояния 
равна  сумме  членов,  каждый  из  которых  представляет  собой  про- 
изведение веса  дуги,  инцидентной  к-іі  вершине,  на  вероятность 
того  состояния,  к которому  она  направлена.  При  этом  вес  дуги 
принимается  положительным,  если  дуга  направлена  от  к- й вер- 
шины, и отрицательным,  если  дуга  направлена  к к- й вершине. 
Это  правило  применимо  для  записи  уравнений  Колмогорова  по 
размеченному  графу  любого  марковского  процесса. 
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На  основе  приведенного  правила  можно  записать  непосредствен- 
но и матрицу  Л.  Для  этого  достаточно  коэффициенты  к- го  уравне- 
ния при  вероятностях  состояний  разместить  в тех  столбцах  к- й 
строки,  которые  соответствуют  этим  состояниям. 

8.  Система  массового  обслуживания  с ожиданием.  Составим 
уравнения  Колмогорова  для  системы  массового  обслуживания  с 
ожиданием,  описанной  в (6).  Для  этого  прежде  всего  определим 
плотности  вероятностей  переходов  и разметим  граф  этой  системы 
(см.  рис.  281). 

Вероятности  перехода  Р,-,  *+і  из  состояния  і в «старшее»  состоя- 
ние і + 1 зависят  исключительно  от  потока  требований  (каждое 
новое  требование  либо  поступает  в канал  обслуживания,  либо  ста- 
новится в очередь).  Так  как  вероятность  того,  что  за  время  т по- 
ступит одно  требование,  как  показано  в (4),  определяется  функ- 


,і  л л л л я я л х 


ц 2ц  (т-!)ц  тц  тц*ч  тц*2і  тц<(г-1)1  тц>М  /пц>(М)1  щі<(г»$і 


Рис.  283.  Размеченный  граф  системы  массового  обслужи- 
вания. 

цией  /Нт)  = 1 — е-х\  то  Р{,  1+1(М)  = 1 — 1 — (1  — X А()  = 

= X ДР  Отсюда  находим  Х^,-^_і  = Х,  и всем  дугам  графа,  направ- 
ленным от  вершины  8[  к вершине  приписываем  веса,  равные 
интенсивности  потока  требований  X. 

Переход  в «младшее»  состояние  обусловливается  исключитель- 
но освобождением  каналов  обслуживания.  Исходя  из  функции 
распределения  времени  обслуживания  С(()  — 1 — ё~ И,  выведен- 
ной в (5),  аналогично  находим,  что  при  наличии  только  одного 
канала  плотность  вероятности  перехода  в младшее  состояние  равна 
интенсивности  обслуживания  р.  Если  занято  і каналов,  то  интенсив- 
ность обслуживания  увеличивается  в і раз  и,  следовательно, 
Рі,  і'+і  (АД  = Ф,  причем  і < т,  где  т — число  каналов  обслу- 
живания. 

При  возникновении  очереди  каждое  состояние  характеризуется 
занятостью  всех  каналов  системы  обслуживания  (і  = т),  поэтому 
интенсивность  освобождения  каналов  становится  постоянной  и 
равной  /яр.  Как  только  канал  освобождается,  его  немедленно 
занимает  требование  из  очереди,  и система  переходит  в младшее 
состояние.  В этих  условиях  такой  переход  может  быть  вызван 
также  уходом  из  очереди  одного  требования,  если  время  ожидания 
превышает  допустимое.  Распределение  времени  ожидания  Н(()  — 
= 1 — е определяется  интенсивностью  ѵ ухода  из  очереди  при 
наличии  в ней  одного  требования.  Для  очереди  длины  г интенсив- 


713 


носгь,  с которой  требования  отказываются  от  обслуживания  и ухо- 
дят из  очереди,  равна  гѵ.  Таким  образом,  плотность  вероятности 
перехода  из  состояния  5т+,  в эт+л_і  (г  > 1)  равна  сумме  интенсив- 
ностей освобождения  каналов  и отказа  от  обслуживания,  т.  е. 

^т+г,  т+г. — 1 — ИХ  о.  -|-  Гѵ  . 

После  того,  как  граф  полностью  размечен  (рис.  283),  в соответ- 
ствии с правилом,  изложенным  в (7),  записываем  систему  диффе- 
ренциальных уравнений: 

йр0  , 

Щ Ро  ~Ь  І’-Рі  ’ 

Ж = 1Рі- 1 — (х  + Рі  + (‘  + 1)  №+і  (1  < і < т — 1); 

сП  — ^Рт+г- 1 (}.  + пі'±  + гѵ)  рт+г  + [/77|і  + 

+ (г  + О ѵ]  = Рт+г+ 1 (Г  > 0). 

Если  система  в начальный  момент  времени  находилась  в состоя- 
нии 5,;,  то  начальными  условиями  являются  соотношения  Рі  — 1 ; 
Рі  = 0 (/  = Ь 2,  ...,  т + г,  / Ф і).  Полученная  система  содер- 
жит неограниченное  число  уравнений.  Она  становится  конечной, 
если  накладываются  ограничения  на  длину  очереди,  т.  е.  на  вели- 
чину г.  По  даже  и без  таких  ограничений  на  практике  используют 
то  обстоятельство,  что  с увеличением  г вероятности  рт+г  стано- 
вятся пренебрежительно  малыми.  Поэтому  последние  уравнения, 
начиная  с некоторого  значения  г,  могут  быть  отброшены.  Решение 
системы  уравнений  процесса  массового  обслуживания  совместно 
с нормировочным  условием  (6)  дает  вероятности  рі(і)  состояний 
5с,  которые  полностью  определяют  протекание  этого  процесса  во 
времени. 

9.  Стационарный  режим.  В теории  массового  обслуживания 
чаще  интересуются  не  столько  тем,  как  протекает  процесс  во  вре- 
мени, сколько  предельным  стационарным  режимом,  который 
(если  он  существует)  наступает  при  1-+  со.  Стационарный  режим 
описывается  системой  алгебраических  уравнений,  которая  полу- 
чается из  системы  дифференциальных  уравнений  путем  приравни- 
вания нулю  всех  производных  по  времени,  т.  е. 

хРо  + № = 0; 

кРі-\  (^  + і,а)  Рс  (і  + 1 ) р.р1+і  = 0 ( 1 < і < т — 1 ); 

ІРт+г-і  — (X  + тц  + гѵ)  рт+г  + [тр  + (г  + 1)  V]  рт+г+ 1 = 0 (г  > 0). 

Хотя  и в стационарном  режиме  система  меняет  свои  состояния 
случайным  образом,  но  вероятности  их  уже  не  зависят  от  времени. 
Каждая  из  них,  являясь  постоянной  величиной,  характеризует 
относительное  время  пребывания  системы  в данном  состоянии. 
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Присоединив  к системе  алгебраических  уравнений  нормировоч- 
ное условие  Урі  = 1,  можно  определить  значения  вероятностей 

І 

в установившемся  режиме  и получить  ряд  общих  характеристик 
процесса  (без  нормировочного  уравнения  можно  было  бы  получить 
эти  значения  только  с точностью  до  постоянного  множителя).  Из 

первого  уравнения  находим  рх  = — р0  = с ір0,  где  а = — называют 

[1  (і. 

приведенной  плотностью  потока  требований  (среднее  число  тре- 
бований, поступающих  за  среднее  время  обслуживания  одного  тре- 
бования). Определяя  из  каждого  последующего  уравнения  новую 
неизвестную  и подставляя  значения  неизвестных,  выраженных  из 
предыдущих  уравнений,  получаем 

Рі  = тг  Ро  (1<»<т). 

При  і > т тем  же  способом  находим 

Р"'+'  = т\’~ Р»  =~г Рт 

Р1(«  + /р)  П(т+/Р) 

/= 1 /=> 

где  р = — можно  по  аналогии  назвать  приведенной  плотностью 

потока  уходов  из  опереди  (без  обслуживания).  В соответствии 
с нормировочным  условием  имеем 


т 

1 


аі  , ат  %ГЛ  , 

7Г  Рп  + V — Ро  = 1. 


1=0 

откуда  получаем 

Ро  = 


АмЛ  П дп  + /Р) 


2 


1 і іИ  \Л 

і\  ^ т\  > л 


га! 


«і  п <■ т + № 

г=і  /=  1 


Средняя  длина  очереди  гср  определяется  как  математическое 
ожидание  числа  находящихся  в очереди  требований,  т.  е. 

'ер  = у Грт+,  = ^ V — Ро  (Г>\). 

П (/п  + №) 

г=  I г=!  /=  1 

Так  как  некоторые  требования,  не  дождавшись  обслуживания, 
покидают  очередь  с интенсивностью  ѵ,  то  всего  будет  уходить  ѵгср 
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требований  единицу  времени,  и из  X поступивших  за  это  же  время 
требований  будет  обслужено  I - ѵгор.  Отсюда  находим  важные 
характеристики  системы  — относительную  пропускную  способ- 
ность и среднее  число  занятьи  каналов  /г,р: 


Величина  характеризуется  вероятностью  того,  что  поступив- 
шее в систему  требование  будет  обслужено  (при  отсутствии  очереди 
Тор  = 0 и 9 = 1,  т.  е.  все  заявки  обслуживаются).  Величину  6ср 
можно  также  определить  как  математическое  ожидание  числа 
занятых  каналов,  т.  е. 


т— ) оп 

= 2 ІР,  + 2 трт+г 

(=0  г=0 


чг-І  т — 1 

= .2  ІР,  +т[  1 -2р(), 

' =0  7=0 


где  использовано  нормировочное  условие  и то  обстоятельство,  что 
в состояниях  ,$„1-1-,  все  т каналов  заняты.  Это  выражение  более 
удобно,  так  как  ие  требуется  суммировать  бесконечный  ряд  (при 
определении  тор).  Поэтому  им  можно  воспользоваться  для  вычис- 
ления г с “ 


Гер  — 


_ *■  ■ 


ср 


<7=1  — 


Ѵ<а-^Р> 

ХЗ 


= -ср  = ? Ь 

а I КсѴ- 


Отсюда,  в частности,  следует,  что  относительную  пропускную 
способность  системы  можно  рассматривать  как  отношение  среднего 
числа  занятых  каналов  к приведенной  плотности  потока  требо- 
ваний. 

10.  Частные  случаи.  Из  предыдущего  рассмотрения  можно 
получить  ряд  важных  частных  случаев.  Другие  многочисленные 
варианты  систем  массового  оослуживания  исследуются  аналогично 
и подробно  описаны  в специальной  литературе. 

Чистая  систеліа  с ожиданием , в которой  требования  не  остав- 
ляют  очереди,  получается  при  ѵ -ѵ  0 ({3  — *•  0),  что  соответствует 
неограниченному  времени  ожидания.  При  этом 


аі 


Рі  * ;|  Ро  О ^ І ^ ^0» 


оі 

Т\ 

<=0 


у 


і 


ат+г  ( а У 

р"+'  = ) Рт  (Г>  1); 

і 

оо  ;П 

V1  I а \ I ат+| 

/шті  \ т ) 2ц  і\  п т\  (т  — а) 

г~  і і=п 


Выражение  для  р0  справедливо  при  а < т,  так  как  только  при 
этом  условии  бесконечная  сумма  в его  знаменателе  (геометрическая 

прогрессия)  сходится  к своему  значению  — — 

т п 
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Если  же  а > т,  т.  е.  с;  лч'  з число  требований,  приходящееся 
на  время  обслуживания  одной  заявки,  превышает  количество  каналов 
(пунктов)  системы,  то  знаменатель  будет  неограниченно  возрастать 
и р о = 0,  а значит,  и вероятность  любого  состояния  со  временем 
становится  равной  нулю.  Иначе  говоря,  такой  процесс  имеет  тен- 
денцию к неограниченному  переходу  в «старшие»  состояния,  что 
соответствует  неограниченному  возрастанию  очереди  и отсутствию 
стационарного  режима.  При  а < т среднее  число  заявок,  находя- 
щихся в очереди,  конечно  и выражается  формулой 

„ __  *т+1Р, і 

а \2  ”°  (т  — 1)!  (т  — а)2  1 

т 


Система  с отказами  принимает  требования  на  обслуживание 
только  при  наличии  свободных  каналов.  Требование,  поступившее 
в момент  времени,  когда  все  т каналы  заняты,  немедленно  полу- 
чает отказ,  покидает  систему  и в дальнейшем  процессе  обслужи- 
вания не  участвует.  Это  значит,  что  очередь  отсутствует  ( г = 0), 
и система  характеризуется  конечным  числом  уравнений,  соответ- 
ствующих состояниям  50,  ...,  зт.  Очевидно,  соотношения  для 

системы  с отказами  получаются  из  приведенных  в (9),  если  устремить 
к нулю  среднее  время  ожидания,  т.  е.  положить  ѵ -»■  оо  ф ->  со): 

Ро  = ; Рі  = тг  Ро  О < » < т). 

\ ^ а і 

1= о 


Эти  выражения  можно  преобразовать  к виду,  удобному  для 
вычислений  при  больших  і,  если  использовать  приближенную  фор- 
мулу, приведенную  в (3): 


/!  /I  Р ( і , а)  Я ((,  а)  — ■ Я (і  ■ — 1 , а) 

т т я (т,  а)  Я (т,  а) 

Ѵіі,- 

к]  к\ 

6=0  &=0 

Эти  выражения  называют  формулами  Эрланга,  который  впервые 
исследовал  систему  с отказами  применительно  к телефонной  связи. 
Полагая  к = т (все  каналы  заняты),  получаем  вероятность  отказа 


_ _ __  ат  1 

Рот  Рт  т\  Ро  т\  т 

V а>і 

і=0 


Я (т  — 1 , а) 
Я ( т , а) 
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Так  как  все  требования,  не  получившие  отказа,  обслуживаются 
то  вероятность  того,  что  попавшее  в систему  требование  будет 
обслужено,  т.  е.  относительная  пропускная  способность 


9=  1 Рт 


к (ІП  — \ а) 

к (т,  а) 


Среднее  число  занятых  каналов  кср  можно  вычислить  по  фор- 
муле кср  = 0 • р0  + 1 • Рх  + ...  + іпрт.  Однако  проще  выразить 
эту  величину  как  отношение  абсолютной  производительности  си- 
стемы (среднего  числа  требований,  обслуживаемых  системой  в еди- 
ницу времени)  к интенсивности  обслуживания  р (среднего  числа 
требований,  обслуживаемых  одним  каналом  в единицу  времени),  т.  е 


^ср  


Х — Рт) 


— рт)  = ад  = 


к (т  — 1 , а) 
К (;п,  а) 


Система  с ограниченной  длиной  очереди  характеризуется  тем 
что  поступившее^  требование  становится  в очередь  только  если 
число  требований  в ней  (длина  очереди)  не  превышает  заданного 
значения  г = ѵ.  При  этом  недопустимая  длина  очереди  является 
единственной  причиной,  которая  заставляет  требование  ее  поки- 
нуть, а время  ожидания  не  принимается  во  внимание  т е может 
считаться  сколь  угодно  большим  (ѵ  ->  0).  Очевидно  ’в  этом  слу- 
чае система  уравнений  будет  конечной,  так  как  уравнения  дтя 
г > ѵ теряют  смысл.  Соотношения  для  данной  системы  получаем 

И3  (У)п  °ГРа™  сУммиРование  по  г верхним  пределом  и и положив 
ѵ -»■  0 (р  ->  0): 


Рі  = -7ГР0  ( 1 < І < П)\ 


Рт+'  ~ т\ 


Ро 


( 1 < г < ѵ). 


Верояіность  того,  что  требование  покинет  систему  необслужен- 
ным,  равна  вероятности  рт+ѵ,  характеризующей  наличие  в очереди 
ѵ заявок,  а относительная  пропускная  способность  системы  выра- 
жается как  <7=1  — рт+ѵ. 

11.  Примеры  систем  массового  обслуживания.  Рассмотрим  не- 
сколько типичных  примеров,  иллюстрирующих  применение  полу- 
ченных соотношений. 

Регулирование  очереди.  На  автозаправочную  станцию  поступает 
пуассоновский  поток  с интенсивностью  К — 1,6  (автомашин  в ми- 
нуту).  Колонка  обслуживает  машину  в среднем  за  1,25  мин  (п  = 
0,о  1/мин).  Определить  условие,  при  котором  система  имеет  ста- 


716 


ционарный  режим;  среднее  число  гср  машин  в очереди  при  трех 
работающих  колонках  ( т = 3)  и вероятность  р (гср  < 3)  того,  что 
длина  очереди  не  превышает  количество  колонок;  необходимое  коли- 
чество колонок,  при  котором  вероятность  того,  что  длина  очереди 
превышает  число  колонок,  равна  или  меньше  0,01. 

Так  как  а =—  = 2,  то  из  условия  стационарности  а<т 

получаем  т > 2.  По  формулам  для  чистой  системы  с ожиданием  при 
т = 3 находим: 


Ро 


-^=1+2+І22  + 

г 0 * 

1 _ 2 _1_  _ 

— 9 ’ Рі  — і ' 


23  1 
Рз_1Г’  9 
4 

27  : 


Рь=  Т 


9 

4 . 

: 27  ’ 
_16  , 
243  ' 


1 

6 

9 

Рі 


23 


2* 


1 0(3-2) 

22 


Р«=  Т 


4 

’ 27  “ 
3 4 

’ 27 


= 9; 

1 

тг  - 

_8  , 

81  ’ 

32 

729  1 


На  основании  этих  данных  вычисляем: 


21  1 
Гср  — 2 (3  — 2)3  ‘ 9 


8_  . 

9 ’ 


Р (Г  < 3)  = 


в 


і~о 


0,912. 


Как  видно,  полученное  значение  вероятности  сильно  превышает 
заданное,  так  как  вероятность  нахождения  в очереди  больше  трех 
машин  равна  1 — 0,912  = 0,088.  Испытаем  случай  т — 4.  Ана- 
логично находим: 

д,  = 0,130;  ру  — 0,260;  — 0,260;  /73  — 0,173;  /?4  = 0,087; 

ръ  = 0,043;  рв  — 0,021;  /?7  = 0,011;  р8  — 0,005; 

8 

р (г  < 4)  = 2 Рі  =;  0,990. 

1=0 

Вероятность  нахождения  в очереди  более  четырех  машин  равна 
1 — 0,990  = 0,01,  и,  таким  образом,  для  удовлетворения  поставлен- 
ного условия  достаточно  четырех  колонок. 

Автоматическая  телефонная  станция.  Пусть  станция  обеспе- 
чивает не  более  120  переговоров  одновременно.  Средняя  длитель- 
ность разговора  1 мин,  а вызовы  поступают  в среднем  через  0,5  с. 
Рассматривая  станцию  как  систему  с отказами,  определим  сред- 
нее число  занятых  каналов  кср,  относительную  пропускную  способ- 
ность ц и среднее  время  пребывания  вызова  на  станции  (с  учетом 
того,  что  разговор  может  и не  состояться)  /Ср- 
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Параметры  станции  а = ; X = ^ 

(Л)  ІІ-Г 


X 


'СО’  л 0,5  2;  а~  120;  т “ 120. 

Так  как  число  состоянии  велико,  воспользуемся  соотношением 


где 


Ь _,*Нт-1,а)  1П„  /?(119,  120) 

СР  Я (и,  а)  «(120,  120)  ’ 


«(119.  120)  = Ф +0>5  = Ф ( — 0,046)  +0,5 


#(120,  120)  = Ф 


19  + 0,5—  120  \ 

ѵш 

= -Ф  (0,046)  +0,5; 
120  + 0,5—  120 


у= ^ +0,5  = Ф(0,046)  +0,5. 


По  табл,  9 с помощью  интерполирования  находим  Ф (0,046) 
= 0,018,  следовательно: 


#(119,120)  = —0,018  + 0,5  = 0,482; 
#(120,120)=  0,018  + 0,5  = 0,518. 

С учетом  полученных  значений  имеем: 


120+1=1,2;  ,_%_*4вІ; 


, /Сср  112 

‘ср  = + = -у  = 56  с. 


6* 


5Л 


«Я  ЗЛ 


2Л 


ІЦ 


2ц  2ц  2ц  2ц 


Обслуживание  станков.  Два  рабочих  обслуживают  группу  из 
шести  станков.  Остановка  каждого  работающего  станка  происходит 
в среднем  каждые  полчаса.  Процесс  наладки  занимает  в среднем 

10  мин.  Определить  среднюю  за- 
нятость рабочих,  абсолютную  про- 
пускную способность  и среднее 
количество  неисправных  станков. 

Возможные  состояния  системы 
обслуживания  следующие:  50  — все 
станки  работают,  рабочие  не  заня- 
ты; — один  станок  остановился 
и один  рабочий  занят;  52  — два  станка  остановились,  двое  рабочих 
заняты;  5,  і станков  остановились,  два  из  них  настраивают, 
г 2 ждут  очереди  (і  — 3,  4,  5,  6).  Граф  системы  показан  на  рис.  284, 

где  К = 2 интенсивность  потока  требований  (2  станка  в час);  ц,  = 
6 пн генсивность  обслуживания  (6  станков  в час),  а уравнения 
для  стационарного  режима  имеют  вид: 


Рис.  284.  Граф  системы  обслужи- 
вания станков. 


ЫРо  + + і = 0;  6 \рд  — (5Х  + (х)  рх  + 2,ар2  = 0; 

5Х/?і  — (4Х  + 2ц)  р.2  + 2+3  = 0;  4 \р2  — (ЗА  + 2а)  р,  + 2+4  = 0; 

ЗХ/?з  (2 л + 2а)  рі  + 2+6  — - 0;  2 ).р4  — (X  + 2р.)  ръ  + 2+6  = 0; 

>-Рь  — 2 +„  = 0. 
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Отсюда  находим  вероятности  состояний: 


6Х  5 

Рі  — Ро  — 2 р0;  р2  = р0 ; 


10 

Рз  — Ро> 


Рі  ~~  а Ро>  Ръ  ' — от  Ро! 


Ро 


1-С 


Ро; 


1 +2 

Ро 


,1,10,5  5.5,  , 

^ 3 ' 9 ^ 9 27  1 В9 ) Ро  ~ ^ > 


102 

1061 


0,153. 


Среднее  число  занятости  рабочих  определяется  математическим 
ожиданием  распределения  налаживаемых  станков,  т.  е. 

Рі  + 2 (р2  Ч + Ро)  = Рі  + 2 ( 1 — р0  — рі)  = 2 ( 1 — 2р0)  = 

= 2(1  —2  • 0,153)  = 1,388. 

При  интенсивности  обслуживания  ц = 6 среднее  число  стан- 
ков, обслуживаемых  в единицу  времени,  т.  е.  абсолютная  про- 
пускная способность  цср [г  = 1,388  . 6 = 8,328.  Среднее  число 
неисправных  станков  равно  математическому  ожиданию  распре- 
деления станков,  связанных  с процессом  обслуживания  (налажи- 
ваются или  ожидают  очереди): 

аУср  = 1 • Рі  + 2 р2  + Зрз  + 4 Рі  + 5р-0  И-  6 ра  = 12 р0  — 

= 12  • 0,153  = 1,836. 


Этот  пример  является  типичным  для  замкнутых  систем  массо- 
вого обслуживания  (интенсивность  потока  поступающих  требований 
зависит  от  состояний  самой  системы).  Графы  всех  процессов,  рас- 
смотренных в настоящей  главе,  имеют  одинаковую  структуру:  все 
состояния  можно  вытянуть  в цепочку,  в которой  соседние  состояния 
связаны  прямой  и обратной  связью.  Аналогичными  графами  пред- 
ставляются биологические  процессы  изменения  численности  вида 
(популяции)  животных.  Поэтому  их  часто  называют  процессами  « ги- 
бели и размножения» . 


П 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 


1.  Среднее  число  вызовов,  поступающих  на  телефонную  станцию  за 
минуту,  равно  2.  Найти  вероятность  того,  что  за  5 мин  поступит:  а)  2 вызова- 
о)  менее  двух  вызовов;  в)  не  менее  двух  вызовов. 

2.  Перед  станком  установлен  бункер,  в который  поступают  заготовки 

с интенсивностью  \ — 2 заготовки/мин.  Если  в бункере  уже  находятся  две 
заготовки,  то  очередная  заготовка  передается  на  другой  станок.  Вычислить 
основные  вероятностные  характеристики  системы,  если  среднее  время  обслу- 
живания 2 с.  ‘ 3 


3.  Система  обслуживания  состоит  из  к каналов,  причем  время  обслужи- 
вания в каждом  канале  распределено  по  экспоненциальному  закону,  харак- 
теризующимся интенсивностью  обслуживания  ц = 2 требования/мин.  В си- 
стему поступает  простейший  поток  требований  с интенсивностью  X = 4 тое- 
бования/мин.  ^ 
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а)  Определите  вероятность  того,  что  при  к = 3 число  требований  в оче- 
реди будет  равно  числу  каналов;  не  больше  числа  каналов? 

б)  Какое  должно  быть  число  каналов  обслуживания  к,  чтобы  длина 
очереди  не  больше,  чем  в одном  случае  из  100,  могла  превышать  к. 

4.  Линия  связи  содержит  три  канала, 
причем  вызовы  принимаются  при  наличии  хо- 
тя бы  одного  свободного  канала,  а если  все 
каналы  заняты,  то  вызов  получает  отказ. 
Интенсивность  потока  X = 0,8  вызовов/мин, 
средняя  продолжительность  разговора  1,5  мин. 
Найдите  вероятности  всех  состояний,  абсо- 
лютную вероятность  отказа  и среднее  число 
занятых  каналов. 

5.  Рабочий  обслуживает  группу  из  трех 
станков,  каждый  из  которых  останавливается 
в среднем  2 раза.  Среднее  время  наладки  стан- 
ка составляет  10  мин.  Определите: 

а)  вероятности  всех  состояний  системы; 

б)  абсолютную  пропускную  способность  рабочего; 

в)  среднее  количество  неисправных  станков. 

6.  Составьте  и решите  уравнения  Колмогорова  для  марковского  процесса, 
заданного  графом  на  рис.  285. 


Рис.  285.  Граф  марковского 
процесса  к задаче  6. 


6.  НАДЕЖНОСТЬ  И ВОССТАНОВЛЕНИЕ 

1.  Определение  надежности.  Проектирование  сложных  систем 
немыслимо  без  учета  и анализа  надежности.  Недостаточная  на- 
дежность может  привести  не  только  к чрезмерным  эксплуатацион- 
ным издержкам  (ремонт  и восстановление),  но  и к более  тяжким 
последствиям  (невыполнение  задачи,  опасные  ситуации,  аварии). 
Методы  теории  вероятностей  и математической  статистики  позво- 
ляют устанавливать  количественные  показатели  надежности, 
сравнивать  различные  варианты  по  этим  показателям,  упрощать 
и сокращать  процесс  выбора  лучшего  варианта  проектируемой 
системы. 

Надежность  — это  свойство  системы  сохранять  свое  качество 
(работоспособность).  Основными  составляющими  надежности  яв- 
ляются безотказность,  ремонтоспособность  (восстанавливаемость) 
и долговечность.  В качестве  количественных  характеристик  надеж- 
ности чаще  всего  используют  вероятность  и среднее  время  безотказ- 
ной работы,  коэффициент  готовности  и т.  п.  Надежность  системы  зави- 
сит от  ее  состава  и структуры,  т.  е.  от  количества  и качества  со- 
ставных элементов  и способов  их  объединения  в системе.  Источником 
ненадежности  являются  отказы  элементов  и системы  в целом.  Раз- 
личают отказы  постепенные,  внезапные,  самоустраняющиеся  (сбои). 

Очевидными  средствами  повышения  надежности  системы  явля- 
ются увеличение  надежности  элементов,  а также  резервирование 
(введение  в систему  избыточных  элементов,  которые  должны  заме- 
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нять  выходящие  из  строя,  или  функционировать  параллельно). 
В резервированных  системах  восстановление  (ремонт  отказавшего 
элемента  или  пополнение  резерва)  может  производиться  немедлен- 
но после  отказа  или  только  после  того,  как  все  резервные  элементы 
исчерпаны.  Соответственно  различают  восстанавливаемые  (обслужи- 
ваемые) и невосстанавливаемые  ( необслуживаемые ) системы. 

2.  Вероятность  безотказной  работы.  Вероятность  безотказной 
работы  в течение  времени  і определяется  некоторой  функцией 
р((),  которую  называют  законом  надежности.  Вероятность  того, 
что  за  время  I элемент  откажет,  характеризует  противоположное 
свойство  — ненадежность  и выражается  как  Р(і)  = 1 — р(і).  Оче- 
видно, р(()  можно  рассматривать  как  функцию  распределения 
отказов.  Ее  производная 


4р  (О 
си 


есть  плотность  распределения  времени  безотказной  работы  или, 
как  говорят,  плотность  отказов. 

Смысл  этой  терминологии  становится  ясным,  если  исходить  из 
определения  показателей  надежности  путем  наблюдения  и статис- 
тической обработки  отказов  достаточно  большого  числа  однородных 
элементов.  Регистрируя  время,  которое  каждый  элемент  проработал 
до  отказа,  можно  определить  число  всех  тех  элементов  п ,,  отказ 
которых  наступил  за  время  і.  Частное  от  деления  пс  на  число  всех 
испытуемых  элементов  п дает  приближенное  значение  функции 

распределения  Р(()  ^ ~ , которое  тем  более  точно,  чем  больше 

число  элементов  п участвовало  в испытании.  Отсюда  можно  пред- 
положить, что  если  в системе  имеется  п однородных  элементов,  то 
ожидаемое  число  отказов  за  время  і будет  равно  п Р((),  а ожидаемая 
частота  появления  отказов  — п[(().  Таким  образом,  ((()  можно 
рассматривать  как  частоту  отказов  однородных  элементов,  отне- 
сенную к общему  их  числу,  что  и выражается  термином  «плотность 
отказов». 

Чаще  всего  в качестве  показателя  надежности  принимают  ин- 
тенсивность отказов,  равную  отношению  ожидаемой  частоты  появ- 
ления отказов  к ожидаемому  числу  работоспособных  элементов, 
т.  е. 


Огсющ  можно  выразить  закон  надежности  р(1)  через  интенсив- 
ность отказов: 


о 


о 
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а также  плотность  отказов  [(()  и функцию  распределения  отказов: 

/ (0  = * (О  Р (0  ==  х (/)  /='(/)=  1 — Р (0  = 1 — е-л<Ф 

Интенсивность  отказов  определяют  также  как  условную  вероят- 
ность отказа  элемента  в момент  времени  I при  условии,  что  он  до 
этого  момента  работал  безотказно.  В дальнейшем  для’  краткости 
вероятность  р{і)  безотказной  работы  в течение  времени  I будем 

называть  просто  надежностью,  а вероятность  Р(()  = 1 — р(1) 

ненадежностью. 

3.  Экспоненциальный  закон  надежности.  Распределение  отка- 
зов является  важной  вероятностной  характеристикой,  для  полу- 
чения которой  существуют  два  пути.  Один  из  них  заключается  в об- 
работке экспериментальных  данных,  получаемых  при  испытаниях 
на  ^надежность  массовых  изделии  или  в результате  наблюдения  за 
работой  различного  оборудования  в реальных  условиях.  Другой 
сводится  к постулированию  на  основе  физических  соображений 
некоторого  закона  распределения  отказов,  который  с определенной 
степенью  приближения  отражает  истинное  положение  вещей. 
Чаще  всего  оба  пути  используются  совместно. 

В литературе  рассмотрены  многие  типы  распределений  отказов. 
Наиболее  простые  и легко  обозримые  соотношения  получаются,  если 
принять  интенсивность  отказов  постоянной,  т.  е считать  К(і)  = К 
Тогда:  Л(/)  = II  и 

р(()  = е~\  [(()  = \е~\  Р(1)  = 1 — в-*, 


і . е.  приходим  к экспоненциальному  закону  распределения  отка- 
зов. По  аналогии  с процессами  массового  обслуживания  можно 
говорить  о простейшем  потоке  отказов  с интенсивностью  К.  При 
этом  вероятность  появления  за  время  / точно  к отказов  определяется 
распределением  Пуассона  Рк{1),  а вероятность  появления  самое 
большее  к отказов  (к  < п ) - функцией  распределения  р(к,  I ), 
которые  были  рассмотрены  в (5.  2)  и (5.  3): 


Рк(() 


Р (к,  /)  = . 


Среднее  время  безотказной  раооты  (ср  равно  его  математичес- 
кому ожиданию,  т.  е.  обратно  интенсивности  отказов  X.  Поэтому 
если  закон  распределения  мало  отличается  от  экспоненциального, 
го  его  можно  рассматривать  как  экспоненциальный  с параметром 
л,  равным  обратной  величине  среднего  времени  безотказной  работы 
элемента  (это  время  определяется  испытанием  достаточно  большого 
числа  однородных  элементов). 

Хотя  для  определенных  элементов  экспоненциальный  закон 
может  и не  иметь  места,  но,  как  показали  проведенные  исследования, 
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при  замене  отказавших  элементов  новыми  сказывается  эффект 
перемешивания  возрастов,  и отказы  систем  в целом  будут  подчи- 
няться экспоненциальному  закону.  Можно  также  показать,  что 
при  экспоненциальном  распределении  отказов  условная  вероят- 
ность Л(/)  = %(,  как  для  восстанавливаемых,  так  и для  невосста- 
навливаемых  систем. 

4.  Простая  (нерезервированная)  система.  Рассмотрим  систему, 
в которой  отказ  каждого  элемента  происходит  независимо  и при- 
водит к отказу  всей  системы.  В смысле  надежности  ее  можно  пред- 
ставить как  последовательное  сое- 
динение элементов  (рис.  286), 
хотя  физически  они  могут  быть  ” I ѵ' 
соединены  как  угодно.  В соответ- 
ствии с правилом  умножения  веро-  Рис.  286.  Последовательное  соеди- 
ятностей  для  независимых  событий  нение  элементов  (простая  система) 
вероятность  безотказной  работы 

системы  р(()  равна  произведению  вероятностей  рі  безотказной  ра- 
боты ее  элементов  (і  = 1,  2,  ...,  п).  Используя  выражения  для  р 
из  (2),  имеем 


НИ — ЕЪ 


р(() =П  р‘  = П е л‘ш 


ехР  (—  х Л,  (о)  = ехр  (—  ѵ | X . (Я  *)  . 

'=1  [=і  /■=  1 '=10 

Отсюда  следует,  что  интенсивность  отказов  простой  системы 
равна  сумме  интенсивностей  отказов  ее  элементов,  т.  е. 

Х(/)  = І х,(0. 

/=і 

Рассмотрим  простое  устройство,  состоящее  из  двух  частей, 
причем  одна  из  них  имеет  экспоненциальное  распределение  (А,  = 
= сопзі),  а другая  характеризуется  интенсивностью  отказов 
Ці)  = Хі.  Тогда 

0 


А1(0=|хл  = хл1  Л2(0  = |х(^  = 


= (х,+і_хіг)  = 


р(()  — рі  (0  +Р2І0  = е 
При  экспоненциальном  распределении  интенсивность  отказов 
простой  системы  X — где  щ и — соответственно  количе- 

і 

ство  и интенсивность  отказов  элементов  данного  типа.  Среднее 
время  безотказной  работы  (вр  — ~ . 

Пусть,  например,  усилитель  промежуточной  частоты  радио- 
приемника содержит  следующий  набор  компонентов:  резисторы 
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(/*!  - 50;  = 0,30),  конденсаторы  (п2  = 75;  12  = 0,33),  подстро- 

ечные конденсаторы  ( п3  = 14;  Х3  = 0,20),  усилительные  электрон- 
ньіе  лампы  (п4  = 8,  14  = 0,12),  мощные  электронные  лампы  (л.  = 
“ о = М*  тРансФ°Рматоры  (л,  = 8;  = 0,30),  реле  (л,  = 

Г _ а оаГ  0,50)’  дросселн  ("в  = 20;  = 0,30),  разъемы  (л,  = 2; 
л9  — 0,20),  где  интенсивности  отказов  компонентов  даны  в 10_6 
отказов/час.  Рассматривая  усилитель  как  простую  систему  найдем 
для  него  интенсивность  отказов  К = (50  . 0,30  + 75-0  33  4-  14  у 
X 0 20  + 8 • 0, 12  + 2 • 0, 14  + 8 • 0,30  + 2 . 6,50  + 20  . 6,30  + 2 х 
X 0,20)10  0 — 53,59  • 10  5 отказов/час.  Среднее  время  безотказ- 
ной работы  /Ср  =у  = 1/53,59  • 10~5  = 1866  час.  Вероятность 

безотказной  работы  усилителя  в течение  100  час.  равна  Р(Ю0)  = 
= ехр( — %і)  = ехр(— 53,59  . 10~3)  = 0,95. 

Выполнив  аналогичные  расчеты  для  всех  блоков  радиоприем- 
ника, можно  найти  его  вероятностные  характеристики. 

5.  Резервирование  системы.  Простейший  способ  резервирования 
заключается  в параллельной  работе  п элементов  ѵъ  ѵъ  ...,  ѵп  (го- 
рячий резерв),  что  соответствует 
их  параллельному  соединению 
(рис.  287).  Отказ  системы  наступа- 
ет только  при  отказе  всех  элемен- 


Рис.  288.  Резервирование 
с помощью  переключателя. 


Рис.  287.  Параллельное  сое- 
динение элементов  системы 
(резервированная  система). 

тов.  Если  рі  — надежность  /-го  элемента  (/  = 1,  2,  ...,  п),  то  его 
ненадежность  выражается  как  1 — ріѣ  Следовательно,  ненадежность 
системы  1 Р = (1  рх)(1  — р2)...(  1 — рп),  а надежность 

р - 1 — П - л)  - 2 д — 2 рф,  + 2 ЙДА— .. 

1 1 І + І і + і + к 

Пусть  все  элементы  характеризуются  постоянной  интенсивнос- 
тью отказов  X,  т.  е.  рі  = е~и  — р (і  = 1,  2,  . . . , п);  тогда 


Р = 1 —(1  —РТ  =-'  2 (— 1 )к+1СУ  = 2 (— 1)*+1С*е-*х»; 

«•=і  *.=і 

п 

('.=І 


к= 1 
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Если  ввод  резервного  элемента  ѵ2  производится  с помощью  пе- 
реключателя ѵ0  (рис.  288),  то  общая  надежность  резерва  р0р2, 
а надежность  системы  Р — 1 — (1  — рх)  (1  — р0р2)  = р1  + р0рг  — 
РіРоРі- 

Эффективность  резервирования  на  различных  уровнях  можно 
проиллюстрировать  следующим  простым  примером.  Пусть  система 
состоит  из  двух  последовательных  блоков  ь\  и ѵ2  (рис  289,  а ) 


-0-Ш- 


положительна 
в 


так  как 


Рис.  289.  Резервирование  на  различных  уровнях: 
а — исходная  система;  б — резервирование  всей  системы;  в — резер- 
вирование блоков. 

с надежностями  рх  и р2.  Общая  надежность  системы  без  резер- 
вирования Р = рхр2.  При  резервировании  всей  системы  (рис. 
289,  б)  ее  надежность  Р'  = 1 — (1  — Р)2  = Р(2  — Р)  = рхр2( 2 — 
— рхр2 ).  Если  же  резервировать  отдельные  блоки  (рис.  289,  в), 
Т°Р"  = Рі  (2  — Рі)’Рі(2— р2)  — РіР2Н— 2(рі+р2)  + РіР2].  Разность 
Р — Р — 2ріРг(1  — рх)(1  — р2)  всегда 
Рі  < 1 и р2<  1,  следовательно, 

Р"  > Р' , т.  е.  эффективнее  всего 
резервирование  на  самом  низком 
уровне.  Этот  вывод  справедлив 
для  невосстанавливаемых  систем, 
если  в качестве  показателя  надеж- 
ности принята  вероятность  безот- 
казной работы. 

6.  Надежность  сложных  систем. 

Приведенные  результаты  легко 
распространяются  на  более  слож- 
ные структуры,  которые  можно 
представить  в виде  последователь- 
но-параллельного соединения  эле- 
ментов. Надежность  систем  произ- 
вольной структуры  с конечным  числом  состояний  просто  определя- 
ется с помощью  алгебры  событий  (1.  7). 

Отказ  рассматривается  как  событие,  нарушающее  работоспо- 
собность элементов  или  системы,  и ему  приписывается  значение  0. 
Отсутствие  отказа  означает  работоспособность,  которому  соответ- 
ствует значение  1.  Каждый  элемент,  как  и система  в целом,  может 
находиться  в одном  из  двух  положений,  и в этом  смысле  они  харак- 
теризуются логическими  переменными,  которые  способны  принимать 


уЧ, 

в 


(АѵВ)В 

/О 

(АѵС)Е 


Рис.  290.  Резервированная  система 
(а),  ее  орграф  (б)  и преобразование 
орграфа  (в). 
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значения  0 или  1.  Условие  надежной  работы  (или  отказов)  системы 
обычно  можно  установить  из  блок-схемы,  отражающей  реальные 
связи  между  элементами,  или  из  описания  ее  функционирования. 
Это  условие  можно  представить  в виде  логической  функции,  которая 
получается  либо  непосредственно  из  описания  функционирования, 
либо  путем  анализа  графа  системы. 

^Пусть,  например,  резервированная  система  задана  блок-схе- 
мой (рис.  290,  а),  которой  соответствует  ориентированный  граф 
(рис.  290,  б).  Матрица  непосредственных  связей  графа  (5.  3.  6)  имеет 


1 2 3 4 5 


1 

4 

В 

С 

1 

1 

1 

1 

О 

1 

Е 

1 

1 

2 

3 

4 

5 


Последовательным  исключением  узлов  2,  3 и 4 (5.  3.  7)  приводим 
ее  к матрице  полных  связей  относительно  узлов  1 и 5: 


1 3 4 


I 

А V В 

А У С 

1 

О 

I 

Е 

1 

1 

3 

4 

5 


і 4 


1 

А УС 

(А  у В)  Б 

1 

Е 

1 

1 5 


1 

(ЛуВ)Бу(АуС)Е 

1 
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Таким  образом,  логическая  функция,  определяющая  условие 
функционирования,  имеет  вид  (4  у 5)0  V V С)5.  К этому 
же  результату  можно  прийти  путем  последовательного  преобра- 
зования ориентированного  графа  (рис.  290,  в). 

Следующий  шаг  заключается  в приведении  логической  функ- 
ции к каноническому  многочлену  по  правилам  алгебры  событий: 

(А  у 5)0  V (А  V С)Е  = (А  + 5 — 45)0  +{А  + С — АС)  Е — 

— (А  +5  — АВ)  (А  +5  — АС)  ОЕ  = АО  -ф  50  + 45  +СЕ  — 

— (.450  + АСЕ  + 405)  — 5С05  + 45С05. 

Наконец,  замещая  каждую  переменную  соответствующими  функ- 
циями надежности,  получаем  выражение  для  надежности  системы: 

Р ~~  Р.лРв  + РвРэ  + Р лРр.  + РсРе  (РаРвРэ  + РаРсРе  + РаРоРе ) — 

- РвРсРоРе  + РаРвРсРоРб- 

Если  все  элементы  характеризуются  экспоненциальными  зако- 
нами надежности  с одинаковыми  интенсивностями  отказов  Я,  то 
Р — 4е~2Хі  — Зе~ 31‘  — е~ ІЬ  -ф  е~511. 

Рассмотрим  другой  пример,  когда  условия  безотказной  работы 
заданы  описанием  функционирования.  Пусть  в системе,  состоящей 
из  четырех  элементов  4,  5,  С,  О,  отказ  может  наступить  только 
при  отказе  не  менее  двух  ее  элементов,  причем  система  сохраняет 
работоспособность  при  следующих  комбинациях  двух  отказав- 
ших элементов:  (4,  5),  (4,  О),  (С,  О).  Логическая  функция  надеж- 
ного функционирования  получается  в виде:  45С5>  V АВС  у 
V 450  V АСО  V 5СО  у СО  у ВС  у АВ  = СО  у ВС  у АВ. 
Ей  соответствует  канонический  многочлен  (СО  + ВС  — ВСО)  + 
+ АВ  — ( СО  -ф  ВС  — ВСО)  А В = АВ  + ВС  + СО  — 50С  — 45С. 
Если  все  элементы  характеризуются  одинаковыми  интенсив- 
ностями отказов  Я,  то  надежность  системы 

Р = Зе~2^<  — 2е~ Зіф 

Сложные  системы  обычно  бывают  восстанавливаемыми  (вводят 
профилактику),  и поэтому  целесообразнее  говорить  об  эффектив- 
ности сложных  систем,  а не  о их  надежности.  В качестве  критериев 
эффективности  может  использоваться,  например,  вероятность  нор- 
мального функционирования,  определяемая  произведением  вероят- 
ности безотказной  работы  на  коэффициент  готовности  системы. 

7.  Резервирование  как  марковский  процесс.  До  сих  пор  рас- 
сматривались системы,  в которых  каждый  элемент  функционирует 
независимо  от  состояний  других  элементов  (горячий  резерв).  Иначе 
говоря,  не  делается  никаких  различий  между  основными  и резерв- 
ными элементами,  и вероятность  отказа  любого  из  них  определяется 
только  интенсивностью  отказов.  Более  сложные  условия  имеют 
место,  когда  резервное  оборудование  включают  только  при  отказе 
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дублируемого  им  элемента,  а сам  резервный  элемент  до  этого  те 
функционирует  (холодный  резерв),  или  же  находится  в состоянии  го- 
товностн  (облегченный  резерв) . При  холодном  резервировании  отказ 
резервного  элемента  до  его  вступления  в работу  не  может  насту- 
пить, а при  облегченном  резервировании  интенсивность  отказов 
резервного  элемента  до  его  введения  в рабочий  режим  ниже,  чем 
при  функционировании  взамен  отказавшего  элемента. 

Анализ  надежности  резервированных  систем  в подобных  слу- 
чаях требует  рассмотрения  процесса  замещения  отказавших  эле- 
ментов во  времени.  Эта  задача  упрощается,  если  исходить  из  гипо- 
тезы о пуассоновском  распределении  отказов,  и сводится  к рас- 
смотрению марковских  процессов  с дискретными  состояниями  и не- 
прерывным временем.  Предполагается,  что  система  переходит 
из  одного  состояния  в другое  мгновенно  при  наступлении  отказа 
и включении  резервных  элементов.  Переключатель  либо  считается 
абсолютно  надежным,  либо  рассматривается  как  постоянно  функцио- 
нирующий элемент  системы  с экспоненциальным  распределением 
отказов. 

Надежность  системы  без  восстановления  отказавших  элемен- 
тов с течением  времени  стремится  к нулю,  поэтому  такие  системы 
являются  существенно  нестационарными  (предельный  режим  озна- 
чает просто  выход  из  строя  системы).  Для  систем  с восстановлением 
представляет  интерес  и стационарный  режим,  который  характери- 
зует динамическое  равновесие  потоков  отказов  и восстановлений. 

Пусть  в системе  имеется  один  основной  и п — 1 элементов,  на- 
ходящихся в холодном  резерве.  Обозначим,  как  и ранее,  через  р- 
надежность  і-го  элемента  (і  — 1,  2,  ...  , п). 

Основной  элемент,  проработав  некоторое  случайное  время  тх, 
выходит  из  строя,  и на  его  место  становится  первый  резервный  эле- 
мент, который  работает  случайнее  время  т2,  и т.  д.  Последний  ре- 
зервный элемент,  проработав  случайное  время  іп>  тоже  выходит  из 
строя,  а с ним  выходит  из  строя  и вся  система. 

Пусть  надежности  элементов  подчинены  экспоненциальному  за- 
кону, т.  е.  рі  = е~Ѵ.  Тогда  надежность  всей  системы  определя- 
ется приближенным  выражением 

П(і-<гѴ) 

О 1 ‘=1 


которое  справедливо  при  малых  интенсивностях  отказов  Х(-.  Это 
выражение  дает  ясное  представление  о выигрыше,  которого  можно 
добиться,  применяя  холоднее  резервирование  (сравните  с (5)). 

Рассмотрим  теперь  систему,  состоящую  из  одного  основного  и 
л— 1 резервных  элементов,  находящихся  в облегченном  резерве. 
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Предположим,  что  надежности  элементов  и в рабочем  и в нерабо- 
чем состоянии  подчиняются  экспоненциальному  закону  и надежность 
элемента  в рабочем  состоянии  не  зависит  от  времени  пребывания  его 
в нерабочем  состоянии.  Пусть  также  надежности  всех  элементов 
одинаковы.  Обозначим  интенсивность  отказов  элемента  в облегчен- 
ном режиме  через  X,  а в рабочем  — через  Л.  При  этих  условиях 
для  надежности  системы  можно  получить  приближенное  выражение 

р ~ 1 _ Л(А  + Х)  ...  (А  + (п-  1)Х)  (П 


которое  справедливо  при  высоких  надежностях  элементов. 

Ниже  приводятся  характерные  примеры,  иллюстрирующие 
применение  теории  марковских  про- 
цессов к анализу  надежности  систем. 

Если  потоки  отказов  не  являются 
пуассоновскими,  то  задача  усложня- 
ется, хотя  часто  немарковский  про- 
цесс можно  свести  к марковскому  уве- 
личением числа  состояний  системы. 

8.  Включение  резервного  элемента 
замещением.  Рассмотрим  холодное 
резервирование  элемента  А путем 
его  замещения  элементом  В с помо- 
щью переключателя  5.  В зависимости  от  того,  какой  из  этих 
трех  элементов  выходит  из  строя,  система  может  нахо- 
диться в одном  из  шести  состояний,  для  которых  граф  системы 
показан  на  рис.  291  (А,  В,  8 означают  отказы  элементов,  а Ха,  Хв, 
Х5  — интенсивности  отказов).  Система  может  функционировать 
только  в трех  состояниях:  1)  Л5б,  2)  А8В,  3)  А8В,  а остальные 
состояния  соответствуют  отказу  системы,  из  которых  она  может 
выйти  только  путем  восстановления  оборудования.  Считая  систему 
невосстанавливаемой  и полагая  Хл  = Хв  — X,  записываем  урав- 
нения Колмогорова  для  рабочих  состояний: 


Рис.  291.  Граф  системы  с холод- 
ным резервированием  (элемент  Л 
замещается  элементом  В с по- 
мощью переключателя  5). 


ЛРі 

сП 


= — (X  +Х5)Рі; 


ЛР-2 

йі 


= Х5Рі  - Хр2;  ^ = У-Рі  - (X  + Х5)  р3. 


Решая  эти  уравнения  при  начальных  условиях  рх  (0)  = 1;  р2(0)= 
— Рз  (0)  — 0,  получаем: 


Рі  (0  = е (Х+Х8,/; 

^ = — Хр2  + Х5<Г(Х+х<и;  р2  (/)  = е~м  - е~(Х+Ч 
^ = - (х  + Рз  + Хе-<х+х^;  Рз  (0  = Х/е-(Х+Ѵ. 
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Надежность  системы  равна  сумме  надежностей  ее  рабочих  со- 
стояний, т.  е. 

Если  отказы  переключателя  практически  исключаются  = 
= 0),  то  Р — (1  + ’кі)е~х\  В сложных  системах  резервируемую 
замещением  часть  можно  выделить  и определить  отдельно  ее  надеж- 
ность, а затем  определить  надежность  всей  системы  изложенными 
ранее  методами.  Пусть,  например,  искусственный  спутник  обору- 
дован двумя  передатчиками,  один  из  которых  резервный.  Отказ 
системы  означает  потерю  радиосвязи  и возникает  при  выходе  из 
строя  обоих  передатчиков  (X)  или  при  наличии  радиопомех  из-за 
солнечной  активности  ( У ).  Если  X. — интенсив- 
ность отказов  радиопередатчиков,  то  р,\  — (1  + 
-В  Х1)ё~хі.  При  интенсивности  радиопомех  <р  веро- 
ятность того,  что  за  время  і помехи  не  возникнут 
равна  р~/  = е~ѵ1.  Поэтому  надежность  системы 
Р =рхрѵ  = (1  + У)~а 

9.  Система  с облегченным  резервом.  Пусть 
основной  элемент  А при  отказе  заменяется  ре- 
зервным элементом  В,  причем  интенсивность 
отказов  работающего  элемента  равна  X,  а ин- 
тенсивность отказов  резервного  элемента  до 
его  включения  Х0(Х0<Х).  Граф  состояний  системы  показан  на 
рис.  292,  а уравнения  Колмогорова  имеют  вид: 

? = - (Х„  + X)  Рі;  & = Хр,  - Х/ѵ,  = Х0р,  - \р,. 

Решая  эту  систему  при  начальных  условиях  рг(0)  = 1;  р2( 0)  = 
— р-6  (0)  = 0,  имеем: 

Рі(1)  — е~(Х*+х><; 

Ф = Х<?-<х°+х>'  - Хр.г]  р2  (I)  = (г-х<  - е-(Х»+х>9  ~ ; 

= X0е_■(X•+x,'  — Хр3;  Рз  (()  = е~к'  — е~іХ«+х>(. 

Надежность  системы  определяется  как  сумма  надежностей  ее 
рабочих  состояний,  т е 

Р { 0 = Р^  (I)  + Р2  (П  + Ря(()  = е~х'  — --  а-,х"+х>‘. 

При  Х0 0 этот  результат  совпадает  со  случаем  холодного 
резервирования  при  абсолютно  надежном  переключении  (8). 

!0.  Восстанавливаемые  системы.  В специальной  литературе 
рассмотрено  много  разнообразных  задач,  относящихся  к восста- 


Рис.  292.  Граф  си- 
стемы с облегчен- 
ным резервом. 
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навливаемым  системам.  Они  имеют  много  общего  с замкнутыми 
системами  массового  обслуживания  (5.  11),  причем  интенсивность 
восстановления  ц,  как  и интенсивность  обслуживания  (5.  5),  обыч- 


но принимается  постоянной,  а поток  отказов  рассматривается  как 
входящий  поток. 

Пусть,  например,  восстанавливаемая  система  состоит  из  двух 
параллельно  работающих  устройств.  Она  может  находиться  в трех 
состояниях:  1)  оба  устройства  работают;  2)  одно  устройство  рабо- 
тает, другое  ремонтируется;  3)  оба  устройства  ремонтируются 
(отказ  системы).  Граф  системы  показан  на  рис.  293,  а,  а система 
дифференциальных  уравнений 
имеет  вид: 

= — 2 \р1  -ф  рр2; 

^ = 2ХРі-(Х  -фр)р2+2рр3; 

йРз 
аі 
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= ЪРг  — 2\>-Рз 


<і0О> 

а & 

Рис.  293.  Граф  восстанавливаемой 
системы  (а)  и его  упрощение  при 
определении  надежности  (б). 


При  нулевых  начальных  условиях  рх(0)=1;  р2  (01  = р3  (0)  = 0 
находим  следующее  решение: 

Рі  (0  - І9-2  + 2Хр.е  + Хге-2<х+^]; 

р2  (О  = (Т^р  [2Хрі  + 2Х  (X  — р)  е~<х+^  - 2Х2е-2<х+^]; 

Рз  (/)  = (ГШЛХ2  ~ Ы2е~а+^  + Х2е~2<х+^]. 

Готовность  системы  А(і)  определяется  вероятностью  того, 
что  система  в некоторый  момент  времени  I находится  в рабочем 
состоянии.  Для  рассматриваемого  примера  такими  состояниями 
являются  1 и 2,  поэтому 

А (I)  = р\  (/)  + р2  (і)  = [р  (2Х  + і*)  -ф  2\*е-«+м  - х2<г-2<х+^]. 

В стационарном  режиме  (при  і оо)  готовность  А означает 
долю  времени,  в течение  которого  система  готова  к действию,  и на- 
зывается коэффициентом  готовности.  Для  нашего  примера 

л Г (2Х  + р) 

(X  + р)2  • 

Коэффициент  готовности  А можно  определить  решением  систе- 
мы алгебраических  уравнений  (одно  из  них  лишнее) 

—2  Хрх  + рр2  = 0;  2 Хрх  — (X  -ф  р)  р2  -ф  2рр3  = 0; 

Хр2  — 2рр3  = 0 

совместно  с нормировочным  условием  Рі  + р2  + Рз  = 1. 
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Надежность  восстанавливаемой  системы,  т.  е.  вероятность  от- 
сутствия отказа  в течение  интервала  времени  і,  определяется  при 
условии,  что  система  не  возвращается  из  состояния  отказа  в рабо- 
чее состояние.  Иначе  говоря,  учитываются  лишь  те  процессы  восста- 
новления . которые  не  нарушают  функционирования  системы 
(рис.  2УЗ,  о).  Дифференциальные  уравнения  для  определения  функ- 
ции надежности  принимают  вид: 

Ж = ^ = г)./?,  - (X  + р)  р2-  = Хр2. 

Решив  эти  уравнения,  найдем  функцию  надежности  как  сумму 
надежностей  в состояниях  1 и 2,  т.  е.  Р(і)  = рх(і)  -ф  р2((). 

ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

1.  Двигатели,  устанавливаемые  на  самолете,  характеризуются  вероят- 
ностью отказа  <?,  причем  отказ  одного  из  них  не  влияет  на  вероятность  отказа 
других  двигателей.  Для  успешного  осуществления  полета,  по  крайней  мере 
половина  из  общего  числа  двигателей  самолета  должна  быть  исправна. 

а)  Найдите  вероятность  успешного  полета  самолетов  с двумя  и четырьмя 

двигателями.  р 

б)  Покажите,  что  при  0 < <7  < — более  надежным  является  самолет 
с четырьмя  двигателями,  а при  -д-  < ? < 1 — самолет  с двумя  двигателями. 


Рис.  294.  Структурная  схема 
системы  к задаче  2. 


Рис.  295.  Структурная  схема  си- 
стемы к задаче  3. 


2.  Система  с резервированием  (рис.  294)  содержит  резервные  блоки 
С и й,  которые  включаются  по  необходимости  (блоки  А и В первоначально 
исправны).  Все  блоки  характеризуются  одинаковой  интенсивностью  отказов  X. 

а)  Определите  состояния  системы  и нарисуйте  ее  граф. 

б)  Запишите  и решите  уравнения  Колмогорова  для  всех  состояний. 

в)  Найдите  надежность  системы. 

3.  Найдите  надежность  системы  (рис.  295),  которая  состоит  из  блоков 
/і,  В,  С,  и с одинаковыми  надежностями  р и теряет  работоспособность  при 
отказе  двух  блоков  из  четырех  (в  случаях,  когда  отказывают  А п С или  В и С 
или  В и й),  а также  при  отказе  больше  двух  любых  блоков. 

4.  Радиопередатчик  характеризуется  интенсивностью  отказов  А0  = 
— 0,4  • 10  1/час.  Его  дублирует  такой  же  передатчик,  находящийся  до 
отказа  основного  в недогруженном  режиме,  в котором  интенсивность  отказов 
А 3,06  • 10  1/час.  Найдите  следующие  характеристики  всей  системы: 

а)  вероятность  безотказной  работы  в течение  I — 100  час; 

б)  среднюю  наработку  до  первого  отказа  и интенсивность  отказа. 
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7.  ИНФ0РЛ5АЦИЯ  И СВЯЗЬ 


1.  Сообщения.  Система  связи  (рис.  296)  предназначена  для 
передачи  сообщений  от  отправителя  к получателю.  Подлежащее 
передаче  сообщение  преобразуется  в сигнал,  который  поступает 
в канал  связи,  а после  приема  подвергается  обратному  преобразо- 
ванию в сообщение.  Внешние  помехи,  воздействующие  на  канал 
связи,  вносят  в передаваемые  сигналы  искажения.  Главная  задача 
системы  связи  состоит  в том,  чтобы  с достаточной  точностью  обеспе- 
чить взаимно-однозначное  соответствие  между  переданным  и приня- 
тым сообщением.  Типичными  примерами  систем  связи  являются:  те- 
лефонные сети,  радиорелейные  линии,  телеметрические  системы,  кос- 
мическая связь,  радиовещание,  телевидение.  В общем  случае  любая 
передача  сообщений  может  рассматриваться  как  система  связи. 

Сообщение  называется  дискретным,  если  оно  представляет  собой 
последовательность  отдельных  элементов  (букв,  цифр,  символов). 
Дискретное  сообщение,  состоящее  из  п элементов,  можно  рассмат- 
ривать как  слово  длины  п,  элементы  которого  принимают  значения 
из  конечного  алфавита  X = (лу,  х2,  ....  хт }.  Обычно  буквы  алфа- 
вита Хі,  х2,  ...,  хт  кодируются  числами,  преимущественно  в двоич- 
ной системе  счисления,  а соответствующие  им  сигналы  представляют 
собой  последовательности  импульсов  определенной  длительности. 
Используются  равномерные  коды,  в которых  буквы  алфавита  пред- 
ставляются комбинациями  из  одинакового  числа  элементов,  и 
неравномерные  коды,  составленные  из  комбинаций  различной  дли- 
ны. Примером  равномерного  кода  может  служить  телетайпный 
код  Бодо,  а неравномерного  — азбука  Морзе,  которые  для  пер- 
вых семи  русских  букв  имеют  вид: 


Буква 

А 

Б 

В 

г 

д 

Е 

ж 

Код  Бодо 

10000 

00110 

01101 

01010 

11110 

01000 

00011 

Азбука  Морзе 

— 

— 

— 

— 

— • 

— 

Непрерывное  сообщение,  в отличие  от  дискретного,  представля- 
ется непрерывной  функцией  времени  (например,  при  передаче  зву- 
ков или  изображений).  Однако  на  практике  спектр  функций  обыч- 
но ограничивается,  т.  е.  считается,  что  спектральное  разложение 
не  содержит  частот  выше  некоторой  граничной  частоты  со.  В соот- 
ветствии с теоремой  Котельникова  такие  функции  вполне  определя- 
ются конечным  числом  значений,  отсчитанных  через  интервалы 
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времени  А(  — Таким  образом,  передача  непрерывного  сообще- 
ния в том  практически^  важном  случае,  когда  оно  может  быть 
представлено  функцией  с ограниченным  спектром,  сводится,  как 
и в случае  дискретного  сообщения,  к передаче  последователь- 
ности чисел. 


Рис.  296.  Структурная  схема  системы  связи 


Из-за  неизбежных  помех  передаваемая  последовательность  зна- 
чений непрерывной  функции  претерпевает  в системе  связи  искаже- 
ния. Поэтому  обычно  используют  дискретную  шкалу  передаваемых 
значений  с таким  расчетом,  чтобы  помеха  не  превосходила  половины 
интервала  между  двумя  соседними  уровнями  (рис.  297).  Замена 
непрерывной  шкалы  дискретной  называется  квантованием,  а 

представляемый  последователь- 
ностью дискретных  значений  сиг- 
нал называется  квантованным. 

2.  Статистическая  мера  информа- 
ции. В качестве  основной  характе- 
ристики сообщения  теория  связи 
принимает  величину,  называемую 
количеством  информации.  Это  по- 
нятие не  затрагивает  смысла  и 
важности  передаваемого  сообще- 
ния, а связано  со  степенью  его 
неопределенности. 

Пусть  алфавит  состоит  из  т букв,  каждая  из  которых  может 
служить  элементом  сообщения.  Количество  возможных  сообщений 
длины  п равно  числу  перестановок  с неограниченными  повторе- 
ниями (2.  10.  3),  т.  е. 

Л/  = тп. 

Для  получателя  все  1 V сообщений  являются  равновероятными, 
а получение  конкретного  сообщения  равносильно  для  него  случай- 


Рис.  297.  Квантование  непрерыв 
ного  сигнала. 
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ному  выбору  одного  из  N объектов  с вероятностью  -у  .Ясно,  что  чем 

больше  Л/ , тем  большая  степень  неопределенности  характеризует 
этот  выбор  и тем  более  информативным  можно  считать  сообщение. 
Итак,  число  N могло  бы  служить  мерой  информации.  Однако  с по- 
зиций техники  связи  естественно  наделить  эту  меру  свойством 
аддитивности,  т.  е.  определить  ее  так,  чтобы  она  была  пропорцио- 
нальна длине  п сообщения  (ведь  при  передаче  и оплате  сообщения, 
например  телеграммы,  важно  не  его  содержание,  а общее  число 
элементов).  Этому  требованию  отвечает  логарифмическая  функция, 
которая  н принимается  в качестве  количества  информации 

I — 1о§УѴ  = п Іо §т. 

Количество  информации,  приходящееся  на  один  элемент  сооб- 
щения, называется  энтропией : 

И = 7Г  = 1о§т- 

В принципе  безразлично,  какое  основание  логарифма  исполь- 
зуется для  определения  количества  информации  и энтропии,  так  как 
в силу  соотношения  1о§лт  = 1оёа&1о§йтпереходотодного  основания 
к другому  сводится  лишь  к изменению  единицы  измерения.  Чаще 
всего  используют  двоичные  логарифмы,  т.  е.  энтропию  выражают 
как  //„  = Іодгт.  При  этом  единицу  количества  информации  па 
один  элемент  сообщения  называют  двоичной  единицей  или  битом. 
Так  как  из  Іо = 1 следует  т = 2,  то  ясно,  что  1 бит  — это 
количество  информации,  которым  характеризуется  один  двоич- 
ный элемент  при  равновероятных  состояниях  0 и 1.  Двоичное  сооб- 
щение длины  п содержит  п бит  информации.  Единица  количества 
информации,  равная  8 битам,  называется  байтом.  Если  основание 
логарифма  выбрать  равным  десяти,  то  энтропия  выражается  в деся- 
тичных единицах  на  элемент  сообщения  (дитах),  причем  1 дит  = 
= 1о§102  бит  = 3,32  бит. 

Определим,  например,  количество  информации,  которое  со- 
держится в телевизионном  сигнале,  соответствующем  одному  кадру 
развертки.  В кадре  625  строк,  а сигнал,  соответствующий  одной 
строке,  представляет  собой  последовательность  из  600  случайных 
по  амплитуде  импульсов,  причем  амплитуда  каждого  импульса 
может  принять  любое  из  8 значений  с шагом  в 1 В.  Искомое  коли- 
чество информации 

/ = 625  • 600  1о8  8 = 1,125  • 10е  бит. 

Приведенная  выше  количественная  оценка  информации  осно- 
вана на  предположении  о равновероятности  всех  букв  алфави- 
та. В общем  случае  каждая  из  букв  появляется  в сообщениях 
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с различной  вероятностью.  Пусть  на  основании  статистического  ана- 
лиза известно,  что  в сообщениях  длины  п буква  хі  появляется  щ раз, 

т.  е.  вероятность  ее  появления  р(  = (і  = 1,  2,  ...,  т).  Все 

буквы  алфавита  составляют  полную  систему  случайных  событий, 
называемую  ансамблем,  поэтому  2 рі  = 1.  Число  всех  возможных 

і=і 

сообщений  длины  п,  в которые  буква  дг,- входит  пс  раз  (і  = 1,  2,... 

т)  определяется  как  число  перестановок  с повторениями  из  п 
элементов,  спецификация  которых  {пи  п2,  пт).  В соответствии 
с (2.  10.  3)  имеем: 


" п1!п2!...пт!  ' 

Действуя  аналогично  предыдущему,  находим  количество  инфор- 
мации 

/ = 1о§УѴ  = 1оё«!  — (1ое«х!  + 1о§ п2 ! Н + 1о§лт!). 

При  достаточно  больших  п это  выражение  можно  преобразовать 
с помощью  приближенной  формулы  Стирлинга: 

Іпп!  ^ п (1п  п — 1). 


Воспользовавшись  этой  формулой  и соотношением 
получим: 


2 щ 

і=і 


= п, 


/ = ІпЛ/  = /г(1пга  — 1)  — 2 л,(1п  п,  — 1)  = 

і=і 

т т 

«=п1пп  — ^пДпп,  = — п — Іпп  +1пй)1  =-- 

1=1  1=1  П ^ 

т т 


Переходя  к вероятностям  и произвольным  основаниям  логариф- 
мов, получаем  формулы  Шеннона  для  количества  информации 
и энтропии: 


т т 

1 *=  — п 2 Рі  1о§  рс;  Н = — 2 Рі  1о§  р[. 

і=і 

В дальнейшем  в выражениях  для  / и Н всегда  будем  использо- 
вать логарифмы  с основанием  2. 
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3.  Свойства  энтропии.  При  равновероятности  букв  алфавита 
р.  = -і-  и из  общей  формулы  получаем 


т 

«=-Е4-|«вФ--г-Ф)(-|°в  = !°8 т- 

/=і 

В этом  случае  энтропия  определяется  исключительно  числом 
букв  т и по  существу  является  характеристикой  только  алфавита. 
Если  же  буквы  неравновероятны,  то  алфавит  можно  рассматривать 
как  дискретную  случайную  величину,  заданную  статистическим 

распределением  частот  пс  ( или  вероятностей  рс  = |: 


Буквы  о/ 

а2 

... 

ат 

Частоты  пс 

«а 

Пт 

ОЛ 


Такие  распределения  получают  обычно  на  основе  статистичес- 
кого анализа  конкретных  типов  сообщений  (например,  русских 
или  английских  текстов,  числен- 
ных значений  результатов  измере- 
ний и т.  п.).  Поэтому,  хотя  фор- 
мально в выражение  для  энтропии 
входят  только  характеристики  ал- 
фавита, оно  отражает  статисти- 
ческие свойства  некоторой  сово- 
купности сообщений. 

На  основании  выражения 


т т 

Н = — У]  Рс  1о§  Рі  - 5]  Рі  1о§-^- 


0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 


іод 

1 

Рі 

\ 

0 - 

1 

1 

1 

. 1 

I 

г 

1 

1 

г 

і\ 

<=1 


0 аі  о,2  аз  ом  0,5  о,б  ол  Ов  ор  р. 


величину  1о§^  можно  рассмат- 
ривать как  частную  энтропию, 
характеризующую  информатив- 
ность буквы  хі,  а энтропию  Н — 
как  среднее  значение  частных  энтропий.  При  малых  рс  частная 
энтропия  велика,  а с приближением  р,  к единице  она  стремится 
к нулю  (рис.  298).  Функция  — рс\о&рс  отражает  вклад  буквы  х( 
в энтропию  Я.  Как  видно,  при  р с = 1 эта  функция  равна  нулю, 


Рис.  298.  Графики  функций  1о§  — 

Рс 

и — рі  1о§  р{. 


24* 
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затем  возрастает  до  своего  максимума  и при  уменьшении  р 
стремится  к нулю.  Из  условия 

&Рі  ^ ~Рі  1о§  = —1о§  Рі  — 1о§  е = — 1о§  р<е  = О 

находим  рсе—\,  где  е — основание  натуральных  логарифмов. 
Таким  образом,  функция  — рс  1о§  Рі  при  Рі  = ~ = 0,37  имеет  мак- 
симум ~ 1о§е  = 0,531. 

Энтропия  Я — величина  вещественная,  неотрицательная  и ог- 
раниченная, т.  е.  Я>  0 ^это  свойство  следует  из  того,  что  та- 
кими же  качествами  обладают  все 
ее  слагаемые  р(  1о§-^-| , Энтро- 
пия равна  нулю,  если  сообщение 
известно  заранее  (в  этом  случае 
каждый  элемент  сообщения  заме- 
щается некоторой  буквой  с веро- 
ятностью, равной  единице,  а ве- 
роятности остальных  букв  равны 
нулю).  Можно  также  показать, 
что  энтропия  максимальна,  если 
все  буквы  алфавита  равновероят- 
и ны,  т.  е.  Нтях  ” Іо^ні. 

Особый  интерес  представляют  бинарные  сообщения,  использую- 
щие двухбуквенный  алфавит  (0,1).  Так  как  при  т = 2 вероятности 
букв  алфавита  р1-\-р2=\,  то  можно  положить  рг  — р и р2  — 
= 1 — р.  Тогда  энтропия  определяется  соотношением: 

Я=  — р,  Іо  ёРі  — Рі  1о§р2  = — Р 1о§  р ( 1 — р)  1о§(1  — р), 

график  которого  показан  на  рис.  299.  Он  может  быть  суммирован 
из  двух  графиков,  определяющих  вклад  каждой  из  двух  букв. 
Как  видно,  энтропия  бинарных  сообщений  достигает  максимального 
значения,  равного  1 биту,  при  р = 0,5,  и ее  график  симметричен 
относительно  этого  значения. 

4.  Энтропия  при  непрерывном  распределении  состояний  элемен- 
тов. Если  элементы  сообщения  могут  принимать  значения  на  непре- 
рывном интервале,  то  вместо  конечного  алфавита  необходимо  рас- 
сматривать бесконечное  множество  возможных  состояний  элементов, 
определяемое  непрерывным  распределением  плотности  вероятнос- 
тей ю(х).  Для  обобщения  формулы  Шеннона  разобьем  интервал  воз- 
можных состояний  на  равные  непересекающиеся  отрезки  Ах  и рас- 


Рис.  299.  График  энтропии  двоичных 
сообщений  и ее  составляющих. 
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смотрим  множество  дискретных  состояний  я,,  я,,’...,  хт  с вероят- 
ностями р1  = = 1,2,  т).  Тогда 


т 

И — — У]  Ы)  (х()  Дя  1о§  ІЮ  (х()  Дя  = 


гп 

ію  {х,)  Дя  1о§  до  (я,)  — 2 до  (%і ) Л*  Д-*- 


В пределе  при  Дя->0  с учетом  соотношения  ] до(я)гія=1 

00 

полечим: 

00 

Н (х)  — — \ до  (я)  1о§  до  (я)  гія — 1о§Дя 

— оо 

Первое  слагаемое  в этой  сумме,  называемое  приведенной  энтро- 
пией, целиком  определяет  информативность  сообщений,  обуслов- 
ленных статистикой  состояний  их  элементов.  Величина  1о§  Ля 
зависит  только  от  выбранного  интервала  Ля,  определяющего  точ- 
ность квантования  состояний,  и при  Ля  = сопз!  она  постоянна. 

Итак,  энтропия  и количество  информации  зависят  от  распре- 
деления до(я).  В теории  связи  большое  значение  имеет  решение 
вопроса  о том,  при  каком  распределении  обеспечивается  макси- 
мальная энтропия  #(я).  Можно  показать,  что  при  заданной 
дисперсии 

оо 

а2  = [ я2до  (я)  Ах  — сопзі 


наибольшей  информативностью  сообщение  обладает  тогда,  когда 
состояния  элементов  распределены  по  нормальному  закону: 


до  (я)  = 


2а* 


Так  как  дисперсия  определяет  среднюю  мощность  сигнала,  то 
отсюда  следуют  практически  важные  выводы.  Передача  наиболь- 
шего количества  информации  при  заданной  мощности  сигнала  (или 
наиболее  экономичная  передача  данного  количества  информации) 
достигается  при  такой  обработке  сигнала,  которая  приближает 
распределение  к нормальному.  В то  же  время,  приписывая  нор- 
мальное распределение  помехе,  обеспечивают  ее  наибольшую 
«информативность»,  т.  е.  учитывают  ее  пагубное  воздействие  на 
прохождение  сигналов  в самом  худшем  случае. 
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Если  дисперсия  о2  не  ограничена,  то,  как  показывает  анализ, 
энтропия  максимальна  при  условии,  что  состояния  элементов  внутри 
интервала  их  существования  а < х < Ь распределены  по  равно- 
мерному закону,  т.  е. 

ш(*)=  и?11  ж* <6; 

I 0 при  а > х,  х > Ъ. 

Найдем  значения  энтропии  в рассмотренных  двух  случаях  При 
заданной  дисперсии 


Н(х) 


С 2 Л 


ТЕ  е 201 108 


1 — — 
1 2 о2 


' У 2л 


сіх  — 1о§  Дх 


е ЛХ  ~ І02  А*  = 


о®  2 со 

- 1о8  (о  ѴЩ  ' Г е~&(1х+^ Г 

0 V 2л  ^ о 2л 

•—00  — 00 

= і° в(іѵ^г). 

При  неограниченной  дисперсии 

ь 

= 11о§  1о§^- 


но  так  как^  дисперсия  равномерного  распределения  (см.  табл.  10) 
°р  — ~ "12  ^ > то  ^ — а = 2 КЗ  ор,  и,  следовательно, 

#р(х;  = 1ое(^21/з). 

Сравнивая  между  собой  сообщения  с равномерным  и нормальным 
распределением  вероятностей  при  условии  #(х)  = Нв(х),  получаем 
соотношение 


с*  = |о2^1,42а2. 

Это  значит,  что  при  одинаковой  информативности  сообщений 
средняя  мощность  сигналов  для  равновероятного  распределения 
их  амплитуд  должна  быть  на  42%  больше,  чем  при  нормальном  рас- 
пределении. ^ 

5.  Условная  энтропия.  До  сих  пор  предполагалось,  что  все 
элементы  сообщения  независимы,  т.  е.  появление  каждого  данного 
элемента  никак  не  связано  с предшествующими  элементами  Рас- 
смотрим теперь  два  ансамбля  Х = {хъ  х2 хГ)  и У = (Уі,  уъ 
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....  у$),  которые  определяются  не  только  собственными  вероятнос- 
тями р(хь)  и р{уі),  но  и условными  вероятностями  рХіІУі)  = Ру,(Хі), 
где  і=1,  2 г и /=  1,  2,  , 5.  Так  как  вероятность  сов- 

местного появления  совокупности  состояний  р (хІУ  у,)  = р (. Хі ) р ( у/ ), 
то  общая  энтропия  зависимых  ансамблей  X и У определяется  по 
формуле  Шеннона 

Н (X,  У)  = — 2 2 Р (хі,  Уі)  І08  р {хі,  у/)  = 

і=і  /=  і 

= — І]  2 Р (Хі)  Рх,  (Уі)  1о§  [Р  (Хі)  рХі  (у,)]  = 

/=1 

= — 2 Р(*і)  І0§  Р(Х{)  2 Рх,  (Уі)  — 2 Р (Хі)  2 Рх,  (Р/)  1о§  Рхі  (Уі). 

І=1  1=1  (=1  1=1 

$ 

С учетам  соотношения  2 Рх,  (уі)  = 1 имеем 

/=і 

Я(Х,  У)  = Я(Х)  +Нх(У), 

где  Я (X)  — энтропия  ансамбля  X;  Я х (У)  — условная  энтропия 
ансамбля  V при  условии,  что  сообщения  ансамбля  X известны: 

Ях  (У)  — — 2 Р (Хі)  2 Рхі  (УІ)  1о§  Рхь  (у,). 

<•= 1 /=1 

Если  X и К независимы,  то  НХ(У)  — Я (У)  и,  следовательно, 
#(Х,  У)  = Я (X)  -У  Я (У).  Если  X и У полностью  зависимы,  т.  е. 
при  появлении  хс  неизбежно  следует  у,,  то  р (хіу  у,)  равна  единице 
при  і = / и нулю  при  і ф }.  Поэтому  Ях  (У)  = 0 и,  следовательно, 
Я (X,  У)  = Я (X),  т.  е.  при  полной  зависимости  двух  ансамблей 
один  из  них  не  вносит  никакой  информации. 

Полученное  выражение  для  условной  энтропии  можно  исполь- 
зовать и как  информативную  характеристику  одного  ансамбля  X, 
элементы  которого  взаимно  зависимы.  Положив  У = X,  получим 

Н'  = — 2 Р (хд  2 Рх,  (хі  І08  рХі  (Хі). 

і=і  /=і 

Пусть,  например,  алфавит  состоит  из  двух  элементов  0 и 1. 
Если  эти  элементы  равновероятны,  то  Н0  = 1о§т  = 1о§2  = 1.  При 

Р (0)  ==  и р(1)  = -^  имеем 

Я =-  —р(  0)  1о§  р(0)  — р(1)  1о§р(1)  = — 1о§~  + 

+ | 108  4)  = 0,815. 
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В случае  взаимной  зависимости  элементов,  определяемой,  на- 
пример, условными  вероятностями  р0  (0)  = ~ ; р0  (1)  = _!_ . (О)  = 1 

и Рі ( 1 ) = 0 , условная  энтропия 

н‘ ' = —Р  (0)  ІА»  (0)  1о§  Р0  (0)  + р0  ( 1 ) ]об  Ро  ( 1 )]  _ 

— Р(1)  ІА  (0)  1о§  А (0)  + Рг  (1)  1о§  Рі(1)]  =—1(1.  іо8!  + 

\ ^ \ ^ 3 

+ "3  І0§  з]  = 0,685. 


Легко  показать,  что  энтропия  при  взаимно  зависимых  элементах 
всегда  меньше,  чем  при  независимых,  т.  е.  Н'  < И 

6.  Взаимная  энтропия.  Пусть  ансамбли  X и У относятся  соответ- 
ственно к передаваемым  и принимаемым  сообщениям.  Различия 
между  лиг  обусловливаются  искажениями  сигналов  и пои  отсут- 
ствии помех  Н(Ѵ)  = Н(Х).  Воздействие  помех  характеризуется 
условной  энтропией  НУ(Х),  так  что  получаемое  потребителем  коли- 
чество информации  на  один  элемент  сообщения 

Е (X,  У)  — Н(Х)  — Ну  (X). 

Величину  К)  называют  взаимной  энтропией.  Очевидно, 
Мл,  Ѵ)  — Ь(У,  X).  Если  X и У независимы  (шумы  в канале  при- 
водят к полному  искажению  сообщений),  то  Ну  (X)  = Н (X)  и 
МХ,  У)  = 0.  Если  ансамбли  X и У полностью  зависимы  (шумы 
в канале  отсутствуют),  то  НУ(Х)  = 0 и Е(Х,  У)  = Н(Х)  = Н (У\ 
Так  как  Ну(Х)  = Я(Х,  У)  — Н(У),  то  ' 


или 


Е (X,  У)  = Н(Х)  + Н (У)  — Н (X,  У), 


Е(Х,  П = У/>  ІоМ 


(*д 


«= і /=і 


Р (Хі) 


7.  Избыточность  сообщений.  Чем  больше  энтропия,  тем  большее 
количество  информации  содержит  в среднем  каждый  элемент  сооб- 
щения.  Пусть  < #2)  тогда  / = п1Н1  = «2Я2  иц  = пг/пх  = 
— пхт г,  т.  е.  при  передаче  одинакового  количества  информации 
сообщение  тем  длиннее,  чем  меньше  его  энтропия.  Величина  р 
называемая  коэффициентом  сжатия , характеризует  степень  уко- 
рочения сообщении  при  переходе  к кодированию  состояний  эле- 
ментов, характеризующимся  большей  энтропией.  При  этом  доля 
излишних  элементов  оценивается  коэффициентом  избыточности 

г ~ ~л  - 1 - — = 1 — і*. 


Н, 


744 


Так  как  И'  < Я < Н0,  то  обычно  используют  три  коэффициента 
избыточности 


г'  = 1 — 


г"  = 1 — 


Я„’ 


''0=1  — 


ёі 

Но’ 


называемые  соответственно:  г'  — частная  избыточность,  обуслов- 
ленная взаимосвязью;  г"  — частная  избыточность,  зависящая  от 
распределения  и г„  — полная  избыточность.  Эти  три  величины  свя- 
заны зависимостью: 

г0  = г'  +г"-г'г". 

Так,  для  примера  из  (5)  на  основании  полученных  значений 
энтропий  Н0  = 1;  Н = 0,815;  Я'  = 0,685  имеем: 

г'  = 1-2^  = 0,16;  г"  = 1 — 0,815  = 0,18;  г„  = 1 - 0,685  = 0,31. 

и,оіо 


Русский  алфавит,  включая  пропуск  между  словами,  содержит 
32  элемента,  следовательно,  Н0  = 1о§32  = 5 бит.  Анализ  показы- 
вает, что  с учетом  неравномерности  появления  различных  букв 
алфавита  Н = 4,35  бит,  а с учетом  зависимости  двухбуквенных 
сочетаний  Н'  = 3,52  бит.  На  основании  этих  данных  получаем: 


г'  = 1-Ц  = 0,19;  г"  = \ — = 0, 13; 


б)  = 1 — Щ-  — 0,30. 


На  самом  деле  вследствие  зависимости  между  сочетаниями, 
содержащими  две  и больше  букв,  а также  смысловой  зависимости 
между  словами,  избыточность  русского  языка  (как  и других  евро- 
пейских языков)  превышает  50%.  Избыточность  устраняется  по- 
строением оптимальных  кодов,  которые  укорачивают  сообщения  по 
сравнению  с равномерными  кодами.  В то  же  время  избыточность 
играет  и положительную  роль,  так  как  благодаря  ей  сообщения 
менее  уязвимы  со  стороны  помех.  Это  обстоятельство  используется 
при  помехоустойчивом  кодировании. 

8.  Эффективное  кодирование.  При  кодировании  каждая  буква 
исходного  алфавита  представляется  различимыми  последователь- 
ностями, состоящими  из  кодовых  букв  (цифр).  Если  исходный  ал- 
фавит содержит  т букв,  то  для  построения  равномерного  кода 
с использованием  к кодовых  букв  необходимо  удовлетворить  соот- 
ношение ш где  ц — количество  элементов  в кодовой  после- 

довательности. Отсюда 


Іой  т 
1°8  к 


Іо &кт. 


Для  построения  равномерного  кода  достаточно  пронумеровать 
буквы  исходного  алфавита  и записать  их  коды  как  ^-разрядные 
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числа  в 6-ичной  системе  счисления.  Например,  при  двоичном  коди- 
ровании 61  букв  русского  алфавита  используется  ц = І0П2З2  = 5 
разрядов,  на  чем  и основан  телетайпный  код.  Кроме  двоичных 
наибольшее  распространение  получили  восьмеричные  коды.  Пусть’ 
например,  необходимо  закодировать  алфавит,  состоящий  из  64 
букв.  Для  этого  потребуется  6 двоичных  или  2 восьмеричных  раз- 
ряда  Ьуквас  номером  13  получит  соответственно  коды  001 101  или 
1 . асто  исіюльзуются  также  двоично-десятичные  коды,  в которых 
цифры  десятичного  номера  буквы  представляются  двоичными  ко- 
ка к ООО Г 00 ПЛЯ  нашег°  пРимеРа  буква  С номером  13  кодируется 

Ясно,  что  при  различной  вероятности  появления  букв  исход- 
ного алфавита  равномерный  код  является  избыточным,  так  как  его 
энтропия  Іо ёкт  = Н0  всегда  больше  энтропии  Н данного  алфавита 
т.  е.  информационные  возможности  такого  кода  используются  не 
полностью.  Устранение  избыточности  достигается  применением 
неравномерных  кодов,  в которых  буквы,  имеющие  наибольшую 
вероятность,  кодируются  наиболее  короткими  кодовыми  последова- 
тельностями, а более  длинные  комбинации  присваиваются  редким 
буквам.  Если  г-я  буква,  вероятность  которой  Рі,  получает  кодовую 
комбинацию  длины  <&•,  то  средняя  длина  комбинации 


<7ср  — 2 РіРі 
1—1 

С™  кодовые  буквы  равновероятными,  определяем  наиболь- 
>ю  энтропию  закодированного  алфавита  как  ^сріо^т,  которая 
не  может  быть  меньше  энтропии  исходного  алфавита  Н т е 
дсрЮ(?  гп  Н . Отсюда  имеем 


<7ср  5* 


1о§  гп  ' 


При  двоичном  кодировании  (ш  = 2)  приходим  к соотношению 

Уср  Г1  ИЛИ 

т т 

> — 2 Рі  1о§  рс. 

1 — 1 і=1 

Чем  ближе  значение  <?ср  к энтропии  Н,  тем  более  эффективно 

КЩЬектитым  СЛуЧЭе’  К0ГДЗ  9ср  ~ Я-  К°Д  называют 

эффективным.  Эффективное  кодирование,  устраняя  избыточность 

сообщении,  приводит  к сокращению  длины  сообщений,  а значит 
позволяет  уменьшить  время  их  передачи  или  объем  памяти  необ- 
ходимой для  их  хранения. 

При  построении  неравномерных  кодов  необходимо  обеспечить 
возможность  их  однозначной  расшифровки.  В равномерных  кодах 
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такая  проблема  не  возникает,  так  как  при  расшифровке  достаточно 
кодовую  последовательность  разделить  на  группы,  каждая  из  кото- 
рых состоит  из  <7  элементов.  В неравномерных  кодах  можно  использо- 
вать разделительный  символ  между  буквами  алфавита  (так  посту- 
пают, например,  при  передаче  сообщений  с помощью  азбуки  Морзе). 
Если  же  отказаться  от  разделительных  символов,  то  следует  запре- 
тить такие  кодовые  комбинации,  начальные  части  которых  уже 
использованы  в качестве  самостоятельной  комбинации.  Например, 
если  101  означает  код  какой-то  буквы,  то  нельзя  использовать  ком- 
бинации 1,  10  или  10101. 

Практические  методы  оптимального  кодирования  просты  и ос- 
нованы на  очевидных  соображениях.  Прежде  всего,  буквы  (или 
любые  сообщения,  подлежащие  ко- 
дированию) исходного  алфавита 
записываются  в порядке  убываю- 
щей вероятности.  Упорядоченное 
таким  образом  множество  букв 
разбивается  на  два  подмножества 
так,  чтобы  суммарные  вероятности 
этих  подмножеств  были  пример- 
но равны.  Затем  каждое  подмно- 
жество снова  разбивается  на  два 

подмножества  с соблюдением  того  же  условия  равенства  вероят- 
ностей. Такое  разбиение  продолжается  до  тех  пор,  пока  в под- 
множествах не  окажется  только  по  одной  букве  кодируемого  ал- 
фавита. При  каждом  разбиении  буквам  верхнего  подмножества 
присваивается  кодовый  элемент  1,  а буквам  нижнего  подмноже- 
ства — 0.  Например, 


Рис.  300.  Релейное  дерево  опти- 
мального кода. 


Буква 

хі 

Вероятность 

рс 

Код 

Длина 

<>і 

Рі«і 

-Рі  Іоер,- 

Х\ 

025 

1 1 

2 

0,5 

0,50 

Х2 

0,25 

1 0 

2 

05 

0,50 

х3 

0,15 

0 1 1 

3 

0 45 

0,41 

х4 

0,15 

0 1 0 

3 

0,45 

0,41 

хъ 

0,05 

0 0 11 

4 

0,2 

0,22 

хв 

0,05 

0 0 10 

4 

0,2 

0 22 

х7 

0,05 

0 0 0 1 

4 

0.2 

0 22 

*8 

0,05 

0 0 0 0 

4 

0,2 

0,22 

т гп 

9ср  = 2 РѢ  = 2,7;  Н = - 2 Рі  1о§  Рі  = 2,7. 

6=1  1=1 

Как  видно,  <?ср  ~ #,  следовательно,  полученный  код  является 
оптимальным.  Рассмотренный  метод  известен  как  метод  Шеннона — 
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Фано.  Процесс  его  построения  иллюстрируется  с помощью  релей- 
ного дерева,  показанного  на  рис.  300.  р 

9.  Корректирующие  коды.  Для  защиты  от  помех  в связи  и вы- 
числительной технике  используются  корректирующие  коды  ко- 
торые основаны  на  введении  избыточности.  Обычно  корректирую- 
щис  коды  являются  двоичными  и равномерными 

Ошибка  в кодовой  комбинации  появляется  вследствие  замены 
одних  элементов  другими,  причем  г-кратная  ошибка  возникает 
приискажении  г элементов  Например,  если  кодовая  комбинация 
0110111  принята  как  ОіООПО.то  имеет  место  двукратная  ошибка 
Вообще  различие  между  парой  кодовых  комбинаций  выражается 
расстоянием,  которое  равно  числу  несовпадающих  двоичных  раз- 
рядов Нго  можно  также  определить  как  число  единиц  в сумме  этих 
комбинации  по  модулю  два:  0110111  + 0100110  = 0010001.  Если 
двоичным  комбинациям  длины  ц (равномерный  код)  сопоставить 
вершины  ^-мерного  куба,  то  расстояние  означает  число  ребер  оі- 
деляющих  одну  вершину  от  другой.  Р р’ 

Корректирующие  коды  позволяют  обнаруживать  и исправлять 
ошибки  Ясно,  что  при  использовании  для  кодирования  букв  исход- 
ного алфавита  (или  люоых  сообщений)  всех  2»- комбинаций  любая 
ошибка  останется  незамеченной,  так  как  искажающая  буква  будет 
воспринята  как  некоторая  другая  буква  алфавита.  Поэтому  необ- 
ходимо располагать  избыточным  набором  кодовых  комбинаций  что 
обычно  достигается  применением  кодов  большей  длины  по  сравне- 
нию с минимально  необходимой.  Использованные  для  кодирования 
комбинации  называют  разрешенными,  а избыточные— запрещенным  и 

Наименьшее  расстояние  между  комбинациями  данного  кота 
называют  кодовым  расстоянием.  Более  полное  представление  о 
свойствах  кода  дает  матрица  расстояний  О,  элементы  </„  которой 
(і,  I 1,2,  ...,  т)  равны  расстояниям  между  каждой  парой  из  всех 
т разрешенных  комбинаций.  Например,  код  лг3  = 000;  хг  = 001' 
х3  = 010;  х4  = 111,  кодовое  расстояние  которого  д = \ пцедстав- 
ляется  симметричной  матрицей  четвертого  порядка:  ’ н 


ХІ *8 


і 

1 

3 

1 

2 

2 

] 

2 

Г 

;■< 

2 

О 

иь 


Представление  этого  кода  на  трехмерном  кубе  показано  на 
рис.  301,  а,  где  зачерненные  вершины  соответствуют  разрешенным 
комбинациям. 

Ошибка  может  быть  обнаружена,  если  разрешенная  комбинация 
вследствие  ее  искажения  переходит  в запрещенную  и не  может 
совпасть  с какой-либо  другой  разрешенной  комбинацией.  Ясно, что 
для  обнаружения  однократной  ошибки  данной  комбинации  необхо- 
димо, чтобы  ее  расстояние  от  любой  другой  комбинации  было  не  мень- 
ше двух.  В приведенном  выше  примере  этому  требованию  отвечает 
только  комбинация  х4,  а ошибки,  вызываемые  переходами  х4  хг 
и хх  ?=г  хэ,  код  не  обнаруживает.  Для  обнаружения  всех  г-кратных 
ошибок  необходимо  обеспечить  условие  сі  > г + 1.  Так,  код  на  рис. 
301,  б будет  обнаруживать  все  од,  ю/ 

однократные  ошибки. 

Ошибка  будет  не  только  об- 
наружена, но  и исправлена, если 

искаженная  комбинация  остает-  — — уюо  ииу> — — ~^юо 

ся  ближе  к первоначальной,  чем 

к любой  другой  разрешенной  ОГо  но  т _ по 

комбинации,  т.  е.  должно  быть 

1 


00 / 


Ю! 


Д7 

оп 

И 

* 

У 

000 

100 

000 

— 

И 

г<  -к  й или  й > 2г  + 1.  В об- 


Рнс.  301.  Представление  кода  на  трех- 
мерном кубе. 


щем  случае  для  того,  чтобы  код 
позволял  обнаруживать  все  ошибки  кратности  г <5  г0  и исправлять 
все  ошибки  кратности  г <5  гс,  его  кодовое  расстояние  должно 
удовлетворять  неравенству 

^ ^ Ло  "Г  гс  1 (бэ  > гс). 

Проиллюстрируем  построение  корректирующего  кода  на  сле- 
дующем примере.  Пусть  исходный  алфавит,  состоящий  из  четырех 
букв,  закодирован  двоичным  кодом:  хх  = 00;  лг2  = 01;  х3  = 10; 
хх  = 11.  Этот  код  использует  все  возможные  комбинации  длины  2, 
и поэтому  не  может  обнаруживать  ошибки  (й  = 1).  Припишем  к каж- 
дой кодовой  комбинации  один  элемент  0 или  1 так,  чтобы  число 
единиц  в нем  было  четное,  т.  е. 

хх  = 000,  дс2  = 011,  лгв  = 101,  х4  = ПО. 


Для  этого  кода  й = 2,  и,  следовательно,  он  способен  обнаружи- 
вать все  однократные  ошибки.  Так  как  любая  запрещенная  комби- 
нация содержит  нечетное  число  единиц,  то  для  обнаружения  ошибки 
достаточно  проверить  комбинацию  на  четность  (например,  сумми- 
рованием по  модулю  2 цифр  кодовой  комбинации). 

Чтобы  код  был  способен  и исправлять  однократные  ошибки, 
необходимо  добавить  еще  не  менее  двух  разрядов.  Это  можно  сделать 
различными  способами,  например  повторить  первые  две  цифры: 

= 00000, *2  = 01101,  *з  = 101 10;  х4  = ПОП. 
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Матрица  расстояний  этого  кода 

т.  е.  іі  > 3,  что  отвечает  при- 
веденному выше  неравенству. 
х±  Принцип  проверки  на  четность 

можно  распространить  и на  про- 
цедуру исправления  ошибок,  но 
хг  соответствующие  методы  осно- 

, ваны  на  более  глубоких  иссле- 

х дованиях.  Разработаны  также 

3 методы  построения  корректи- 

рующих кодов  с учетом  вероят- 
ностей  появления  букв  алфави- 
та, а значит,  и вероятностей 
ошибок  различных  кратностей. 


ЗАДАЧИ  И УПРАЖНЕНИЯ 

нпй  ЭНТР°Ш1Ю  непрерывной  случайной  величины,  распределен- 

ной  по  экспоненциальному  закону,  у ѵ 

х>°; 

' I 0 , х<0. 

2.  Найдите  энтропию  случайной  величины,  распределенной  по  закону 


Р(х) 


0; 

0<л:<  1; 
х > 1. 


Уі)  0.2; 


3.  Определите  ЩХ)  и НХ(Ѵ),  если  Р(хъ  Уі)  = 0,3;  Р(хх 
Р(-х2'Уз)==  °.25;  Р(х з,  У2)  = 0,15;  Р(х о,  уЛ  = 0,1. 

Ѵ)" - 0А  р<'-  »■>  - 0А 

~ о!й;  = °'3:  = °'2; 

_ Л распРедаление  вероятностей  случайной  величины  х имеет  вид:  р(х :,)  = 
0,1,  р(х2)  0,1;  р(хя ) = 0,1;  р(лг4)  = 0,7.  Определите  число  п значений 

случайной  величины,  при  котором  энтропия  равномерного  распределения 
будет  равна  энтропии  Н(х)  заданного  распределения. 

7.  Постройте  код  Шеннона — Фано,  если  известны  вероятности:  р(хл)  = 
= 0,5;  р(х2)  = 0,25;  р(х3)  = 0,125;  р(Хі)  = 0,125.  1 

о.  Постройте  корректирующий  код  для  передачи  двух  сообщений: 
а)  обнаруживающий  одну  ошибку;  б)  обнаруживающий  и исправляющий 
одну  ошибку;  в)  обнаруживающий  две  и исправляющий  одну  ошибку. 
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статистика»  (М.,  «Высшая  школа»,  1972).  Основные  положения  теории  вероят- 
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тистика» (М.,  «Высшая  школа»,  1975).  В приведенных  работах  можно  найти 
таблицы  распределений  и функций,  используемых  при  вычислениях. 

По  методам  обработки  наблюдений  можно  рекомендовать  следующие 
книги:  Т.  А.  Агекян  «Основы  теории  ошибок  для  астрономов  и физиков» 
(М.,  «Наука»,  1972),  Е.  И.  Пустыльник  «Статистические  методы  анализа 
и обработки  наблюдений»  (М.,  «Наука»,  1968),  В.  Д.  Большаков  «Теория  оши- 
бок наблюдений  с основами  теории  вероятностей»  (М.,  «Недра»,  1965), 
А.  Д.  Бродский,  В.  Л.  Кан  «Краткий  справочник  по  математической  обра- 
ботке измерений»  (М.,  Стандартгиз,  1960).  Среди  работ,  посвященных  кон- 
тролю качества,  особого  внимания  заслуживает  монография  Д.  Коудена 
«Статистические  методы  контроля  качества»  (М.,  Физматгиз,  1961). 

Процессы  массового  обслуживания  подробно  рассмотрены  в книгах: 
Б.  В.  Гнеденко,  И.  Н.  Коваленко  «Введение  в теорию  массового  обслужива- 
ния» (М.,  «Наука»,  1966),  Т.  Л.  Саати  «Элементы  теории  массового  обслужи- 
вания и ее  приложения»  (М.,  «Советское  радио»,  1971),  Л.  А.  Овчаров  «При- 
кладные задачи  теории  массового  обслуживания»  (М.,  «Машиностроение», 
1969),  Д.  Кокс,  У.  Смит  «Теория  очередей»  (М.,  «Мир»,  1966).  С математичес- 
ким аппаратом  теории  надежности  и его  применением  к практическим  зада- 
чам можно  ознакомиться  по  книгам:  «Справочник  по  надежности».  Т.  I (М., 
«Мир»,  1969),  Дж.  Сандлер  «Техника  надежности  систем»  (М.,  «Наука», 
1966),  В.  И.  Нечипоренко  «Структурный  анализ  и методы  построения  надеж- 
ных систем»  (М.,  «Советское  радио»,  1968).  С единых  позиций  вопросы  теории 
массового  обслуживания  и надежности  изложены  в монографии  Е.  С.  Вент- 
цель  «Исследование  операций»  (М.,  «Советское  радио»,  1972). 

Для  первоначального  знакомства  с проблемами  теории  информации 
и связи  можно  рекомендовать  монографии  А.  А.  Харкевича  «Очерки  общей 
теории  связи»  (М.,  Гостехиздат,  1957)  и «Борьба  с помехами»  (М.,  «Наука», 

1965) ,  которые  вошли  в том  3 «Избранных  трудов»  А.  А.  Харкевича  (М., 

«Наука»,  1973).  Популярному  изложению  основ  теории  информации  посвя- 
щены книги:  А.  М.  Яглом  и И.  М.  Яглом  «Вероятность  и информация»  (М., 
«Наука»,  1973)  и"Л.  Бриллюэн  «Наука  и теория  информации»  (М.,  Физмат- 
гиз, 1960).  Специальные  вопросы  теории  информации  и связи  рассматрива- 
ются во  многих  учебных  пособиях  и монографиях,  например:  Галагер 

«Теория  информации  и надежная  связь»  (М.,  «Советское  радио»,  1974),  Н.  И. 
Клюев  «Информационные  основы  передачи  сообщений»  (М.,  «Советское  радио», 

1966) ,  Л.  Френке  «Теория  сигналов»  (М.,  «Советское  радио»,  1974),  С.  Стейн 
и Дж.  Джонс  «Принципы  современной  теории  связи  и их  применение  к пере- 
даче дискретных  сообщений»  (М.,  «Связь»,  1971). 

Много  полезных  задач  по  теории  вероятностей  и ее  приложениям  можно 
найти  в книгах:  Б.  Г.  Володин  и др.  «Руководство  для  инженеров  по  решению 
задач  теории  вероятностей»  (Л.,  Судпромгиэ,  1962),  В.  Е.  Гмурман  «Руко- 
водство к решению  задач  по  теории  вероятностей  и математической  статисти- 
ке» (М.,  «Высшая  школа»,  1975),  В.  И.  Тихонов  и др.  «Примеры  и задачи  по 
статистической  радиотехнике»  (М.,  «Советское  радио»,  1970). 
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ПРЕДМЕТНЫЙ  УКАЗАТЕЛЬ 


Абелева  группа  143 
Абстрактное  пространство  157 
Автоматическая  телефонная  станция 
719 

Автомат  с памятью  566 
Аддитивные  обозначения  141 
Аддитивный  закон  141 
Азбука  Морзе  735 
Аксиома  непрерывности  637 
Аксиомы  исчисления  высказываний  604 

— теории  вероятностей  637 
Алгебра  167 

— Жегалкина  517 

— линейная  167 
с делением  168 

— множеств  86 

— событий  644 

Алгебраически  дополнительные  под- 
пространства 167 
Алгебраические  системы  141 
Алгебраический  метод  минимизации 
554 

Алгебраическое  дополнение  38 
Алгоритм  621 

— Гаусса  230 

— Гаусса — Жордана  232 

— Евклида  621 

— Фаддеева  290 
Алгоритмический  язык  632 
Алфавит  504 

Анализ  конечных  автоматов  569 

— контактных  схем  524 
Аннулирующий  многочлен  278 
Антипротиворечивое  высказывание  611 
Антирефлексивность  отношения  102 
Антисимметричность  отношения  103 
Априорная  вероятность  643 
Апостериорная  вероятность  643 
Аргумент  функции  107 
Арифметика  по  модулю  два  71 
Асимметричность  отношения  102 
Асимметрия  распределения  667 
Ассоциативное  исчисление  624 
Аффикс  154 

Базис  линейного  пространства  164 
Базисный  полюс  397 
Байт  737 

Безгранично  делимое  распределение 
683 

Безразличный  набор  559 
Бесконечный  лабиринт  625 
Бесповторная  выборка  668 


Бета-распределение  662 
Биграф  49 
Биекция  108 

Бинарное  отношение  25,  97 

— сообщение  740 
Биномиальное  распределение  652 
Биномиальные  коэффициенты  174 
Бином  Ньютона  173 
Биортонормированные  базисы  311 

— совокупности  векторов  312 
Бит  737 

Бицентр  дерева  352 
Бицентроид  дерева  352 
Блок  405 

Большая  посылка  613 
Большой  термин  613 
Борелевское  поле  637 
Буквы  алфавита  504 
Булева  алгебра  64,  521 

— матрица  528 
Булев  базис  539 
Булевы  переменные  62 
Булевы  функции  63,  506 

— — вырожденные  507 

— — двух  переменных  507 
линейные  519 

многих  переменных  510 

— — монотонные  519 
невырожденные  509 

— — одной  переменной  507 

самодвойственные  518 

сохраняющие  константу  518 

Варианта  668 

Вариационный  ряд  668 

Введение  узлов  контактной  схемы  530 

Ведущий  элемент  207 

Вектор  31,  162 

— вероятностей  состояний  712 
Векторное  пространство  162 
Векторный  кватернион  151 
Вентильная  схема  532 
Вероятная  ошибка  690 
Вероятностная  бумага  656 
Вероятностный  алгоритм  632 
Вероятность  74 

— безотказной  работы  723 

— отказа  717 

— статистическая  76 

— условная  79  ( 

Вершина  графа  45 

— граничная  48 

Верхняя  грань  (супремум)  126 


752 


Весовая  функция  123 
Ветвь  графа  57 
Взаимная  индуктивность  403 

— энтропия  744 
Взаимоопределенная  дуга  383 
Включение  нестрогое  22 

— строгое  22 

Внешнее  произведение  векторов  194 
Внешние  параметры  четырехполюсни- 
ка 442 

Внешний  алфавит  628 
Внутреннее  сопротивление  400 
Внутренний  алфавит  628 

— закон  композиции  138 
Внутренняя  память  629 

— проводимость  400 
Восстанавливаемая  система  732 
Восьмеричный  код  746 
Вращательная  упругость  388 
Вращательное  сопротивление  388 
Вращающаяся  масса  388 
Вращение  твердого  тела  151 
Время  ожидания  704,  709 
Входной  алфавит  564 

Входные  переменные  322 
Входящий  поток  требований  703 
Выборка  668 

— элементов  169 

— — с возвращением  170 
Выборочный  стандарт  694 
Выполнимая  формула  516 
Высказывание  67 
Высказывательная  формула  598 
Высота  вершины  352 
Выходное  уравнение  323,  464 
Выходной  алфавит  564 
Выходные  переменные  322 
Выходящий  поток  требований  703 

Гамма-распределение  662 
Гамма-функция  693 
Гауссово  распределение  655 
Генеральная  совокупность  668 
Геометрическая  инцидентность  131 

— реализация  графа  52 
Геометрическое  распределение  652 
Гидравлический  исполнительный  ме- 
ханизм 409 

Гидромеханическая  система  446 
Гидроусилитель  410 
Гибкость  386 

Г ипергеометрическое  распределение 
652 

Гипотезы  643 
Гистограмма  частот  670 
Главная  диагональ  матрицы  31 
Главный  минор  203 


Главные  разрезы  370 

— циклы  371 
Гомоморфизм  155 
Горизонтали  125 
Горячий  резерв  726 
Готовность  системы  733 
Граф  45 

— автомата  568 

— ациклический  53 

— взвешенный  47 

— группоида  139 

— двудольный  49 

— композиции  отношений  102 

— конечный  48 

— контактной  схемы  67 

— кубический  49 

— матрицы  200 

— неразделимый  55 

— несвязный  53,  375 

— обыкновенный  49 

— однородный  49 

— ориентированный  46 

— отношения  58,  99 
порядка  127 

— — толерантности  135 
эквивалентности  118 

— плоский  57 

— полный  49 

— простой  49 

— пустой  49 

— регулярный  49 

— редукции  103 

— связный  53 

— сепарабельный  55 

— сигнальный  48 

— смешанный  47 

— циклический  52 

— циклически  связный  54 
График  функции  1 10 
Графы  гомеоморфные  58 

— изоморфные  51 

— Понтрягина-Куратовского  57 
Группа  143 

Группоид  138 
Группы  подстановок  145 

Двигатель  постоянного  тока  325,  407 
Двоичная  арифметика  69 

— единица  информации  737 
Двоично-десятичный  код  746 
Двоичный  код  746 
Двойственные  символы  87 

— соотношения  87 

— формулы  514 
Двузначная  логика  62 

— функция  506 

Двузначный  структурный  алфавит  564 
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Двухполюсная  контактная  схема  523 
Двухполюсник  380 
Дедуктивные  инварианты  626 
Действительная  часть  кватерниона  150 
Декартово  произведение  94 
Декремент  подстановки  113 
Деление  многочленов  148 
Делители  нуля  143 
Дельта-функция  329 
Дерево  55,  345 

— графа  56,  354 
покрывающее  56 

— — фундаментальное  373 

— звездное  56 

— корневое  349 

— нормальное  476 

— последовательное  56 

— экстремальное  348 
Детерминированность  алгоритма  623 
Дефект  матрицы  230 
Диаграмма  Венна  91 
Дизъюнктивная  нормальная  форма  514 

— сумма  множеств  24 
Дизъюнкция  63,  508 
Динамическая  емкость  394 

— индуктивность  395 

— проводимость  394 
Динамическое  сопротивление  394 
Дискретная  случайная  величина  649 

— топология  161 
Дискретное  распределение  649 

— сообщение  735 
Дискретность  алгоритма  623 
Дискриминантный  критерий  318 
Дискриминанты  матрицы  318 
Дисперсия  666 

Дит  737 

Дифференциальная  функция  распре- 
деления 654 

Дифференциальное  уравнение  248 

однородное  248 

л-го  порядка  266 

Дифференциальный  редуктор  406 
Дифференцирование  матриц  194 

— определителей  213 
Длина  слова  505 
Доверительная  вероятность  690 
Доверительный  интервал  690 
Дополнение  24 

— дерева  57,  364 

— подграфа  53 
Дополнительный  минор  203 
Допустимая  последовательность  578 
Дуальные  термины  422 

Дуга  графа  46 

Евклидово  пространство  163 


Единичная  группа  146 

— импульсная  функция  329 

— ступенчатая  функция  330 
Единичный  вектор  164 

— куб  511 

Единица  в линейной  алгебре  168 
Емкость  384 

Жесткость  386 

Жорданова  форма  матрицы  303 

— цепочка  векторов  307 
Жорданов  базис  307 

Зависимые  источники  410 

Задача  Коши  249 

Закон  двойного  отрицания  601 

— добавления  антецедента  001 

— исключения  третьего  596,  601 

— композиции  137 

— контрапозишш  602 

— надежности  723 
— - отделения  601 

— противоречия  596,  601 
— - распределения  650 

— Симпсона  681 

— тождества  601 
Законы  де  Моргана  64,  86 

— идемпотентности  64,  86 

— Кирхгофа  385 

— логики  высказываний  601 

— поглощения  64,  86 

Замкнутая  система  обслуживания  721 
Замкнутое  множество  161 
Запрещенная  кодовая  комбинация  748 
Знакопеременная  группа  146 
Значение  функции  107 
Зубчатая  передача  404 
г-дуга  382 

Идеал  143 

Идеальный  трансформатор  403 
Идентификация  элементов  117 
Иерархия  дуг  448 
Избыточность  сообщения  744 
Измерение  119 

Изолированное  состояние  автомата 
570 

Изолированный  подавтомат  570 
Изоморфизм  155 

— графов  51 
Импликация  67,  509 
Импульсная  характеристика  328 
Инверсия  507 

— в перестановке  1 12 
Инверсная  емкость  384 

— индуктивность  384 

— масса  386 
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Инвертор  536 
Индекс  матрицы  311 
Индуктивность  384 
Инертность  390 
Инженерное  дело  9 
Интеграл  вероятности  660 

— Лапласа  657 

— свертывания  (суперпозиции)  323, 
331 

— совмещения  339 

Интегральная  функция  распределения 
649 

Интегрирование  матрицы  196 
Интенсивность  (плотность  потока)  706 

— обслуживания  709 
Интерполяционный  многочлен  279, 

283 

Лагранжа — Сильвестра  284 

Инфинум  126 
Информация  735 

Инцидентность  вершин  и ребер  графа 
50 

Инъекция  108 

Исключение  зависимых  переменных 
487 

— узлов  контактной  схемы  529 
Испытания  Бернулли  650 
Истинностная  функция  598 
Источник  давления  391 

— момента  389 

— напряжения  384 

— потока  391 

— силы  387 

— скорости  387 

— тока  384 

— угловой  скорости  389 
Исчисление  высказываний  604 
у-дуга  382 

Каноническая  задача  синтеза  539 

— матрица  Жордана  303 

— система  сечений  435 
Канонический  многочлен  513 
Кардинальное  число  108 
Карта  Вейча  544 

— Карно  542 

— отношения  толерантности  135 
Категорические  высказывания  610 

— силлогизму  613 
Квазилинейный  режим  394 
Квазипорядок  123 

Квазиэквивалентность  автоматов  578 
Квадратичная  форма  315 

каноническая  316 

неопределенная  318 

положительно  определенная  318 

Квантование  сигнала  736 


Кванторы  608 
Кватернионы  150 

Классическое  определение  вероятно- 
сти 74 

Классы  вычетов  по  модулю  116 

— толерантности  133 

— эквивалентности  115 
Клетка  Жордана  304 

— матрицы  29 
Ковариация  674 
Код  Бодо  735 
Кодовое  расстояние  748 
Количество  информации  736 
Кольцо  143 

— многочленов  147 

— множеств  149 

— целостности  144 
Комбинаторика  169 
Комбинационная  схема  564 
Комбинирование  матричных  сомножи- 
телей 187 

Коммутативная  диаграмма  НО 
Компактная  схема  234 
Комплекс  кубов  544 
Комплексное  число  153 
Комплексный  показатель  качества  125 
Композиция  объектов  137 

— отношений  100 

— отображений  109 

— подстановок  112 
Компонента  графа  54 
Компонентные  уравнения  413,  418 
Компоненты  вектора  158 

— матрицы  288,  294 
Конгруэнтное  преобразование  298,310 
Конечный  автомат  564 

без  памяти  567 

Мили  567 

Мура  567 

— — неполный  567,  577 

— — полный  по  переходам  567 
Константа  1 (0)  509  (508) 

Контактная  схема  522 
Контакты  522 

Континуум  109 
Контур  графа  52 
Контурные  переменные  438 

— уравнения  438 

Конъюнктивная  нормальная  форма 
514 

Конъюнктивное  преобразование  313 
Конъюнкция  63,  508 
Координаты  точки  158 

— упорядоченной  пары  97 
Корневая  форма  351 
Корневое  дерево  349 
Корректирующий  код  748 
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Кортеж  95 

Косвенные  наблюдения  699 
Коэффициент  весомости  125 

— избыточности  744 

— корреляции  675 

— связи  403 

— сжатия  744 

— трансформации  403 
Коэффициенты  многочлена  147 
Кратная  вырожденность  матрицы  230, 

302 

Кратность  нуля  многочлена  148 
Криотрон  534 
Криотронная  схема  533 

— — с инверсными  выходами  534 
Критерий  Рауса  — Гурвица  337 
Кронекерово  произведение  матриц  193 
Круги  Эйлера  25 

Крутизна  400 
Крутильная  жесткость  388 
Крутильное  сопротивление  388 
й-дерево  358 

й-значная  дизъюнкция  585 

— конъюнкция 

— функция  Шеффера  — Вебба  585 

сложения  по  модулю  к 585 

умножения  по  модулю  к 585 

Лабиринт  622 
Левое  обратное  168 
Лес  графа  56 

Линейная  зависимость  векторов  164 
Линейная  алгебра  167 

коммутативная  168 

Линейное  пространство  162 

матриц  над  числовым  полем  184 

Линейность  определителя  202 
Линейные  булевы  функции  519 

— преобразования  37 

— системы  453 
Логарифм  156 

Логарифмически  нормальное  распре- 
деление 662 

Логика  потенциально-импульсных  схем 
594 

Логическая  эквивалентность  602 
Логические  операции  63 

— схемы  535 

— формулы  63 

— функции  504 

— элементы  535 
Логический  алгоритм  622 

— квадрат  61 1 
Логическое  пространство  51 1 

— следствие  603,  619 

— сложение  65 

— умножение  65 


/.//-разложение  232 
й-матрица  277 

Мажоранта  126 
Мажоритарная  логика  593 
Максимальное  покрытие  булевой  функ- 
ции 546 

Максимум  множества  126 
Макстерм  515 
Малая  посылка  613 
Малый  термин  613 
Марковский  процесс  710,  729 
Маршрут  графа  52 
Масса  386 

Массовость  алгоритма  624 
Масштабный  множитель  679 
Математика  8 
Математическая  логика  61 

— модель  12 
системы  413 

Математический  аппарат  инженера  11 
Математическое  ожидание  661 
Матрица  29 

— ассоциированная  с квадратичной 
формой  316 

— блочная  41 

— взаимная  40 

— входа  323 

— выхода  323 

— выходов  530 

— группоида  139 

— диагональная  31 

— единичная  31 

— Жордана  306 

— инцидентности  графа  50,  362 

— квадратичной  формы  316 

— квадратная  31 

— коммутирующая  34 

— комплексно-сопряженная  30 

— контуров  372 

— кососимметричная  35 

— косоэрмитова  36 

— многочленная  277 

— модальная  252,  261 

— непосредственных  связей  528 

— нильпотентная  191 

— нулевая  32 

— обратная  38 

— особенная  40 

— отношения  98 
порядка  126 

эквивалентности  118 

— плотностей  вероятностей  712 

— полных  связей  528 

— положительного  определения  318 

— преобразования  37 

— присоединенная  40 
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— сечений  369 

— симметричная  35 

— системы  323 
уравнений  38 

— скалярная  190 

— смежности  графа  50 

— соединения  автомата  569 

— сопряженная  36 

— столбцевая  30 

— строчная  30 

— толерантности  135 

— транспонированная  34 

— треугольная  32 

— унитарная  314 

— фундаментальная  252 

— характеристическая  251 

— эрмитова  36 
Матрициант  339 

Матричная  запись  системы  уравнений 
35 

Матрично-векторные  параметры  478 
Матричный  многочлен  277 
Машина  Тьюринга  628 
Метаматематика  8 
Метод  Блейка-Порецкого  555 

— исключения  218 

— Квайна  — Мак-Класки  55! 

— максимального  правдоподобия  692 

— Монте-Карло  681 , 686 

— наименьших  квадратов  700 

— окаймления  224 

— опорного  элемента  208 
Методы  аналитические  15 

— графические  15 

— численные  16 
Метрика  I б ! 

Метрическое  пространстве!  161 
Механическая  вращательная  система 
388 

— поступательная  система  385 
Механическое  сопротивление  386 
Микростатистика  696 
Минимальная  форма  539 

— — автомата  575 
Минимальное  подпространство  166 

— покрытие  булевой  функции  541 
Минимальный  многочлен  280 
Минимизация  автоматов  572 

— булевых  функций  525,  550,  562 

— многозначных  функций  588 
Минимум  множества  126 
Минитерм  515 

Миноранта  126 
Минор  *-го  порядка  203 

— обратной  матрицы  226 
Многовыходная  контактная  схема  526 

— логическая  схема  547 


Многозначная  логика  62 
Многозначные  элементы  590 
Многократное  алгебраическое  допол- 
нение 227 

Многомерное  распределение  672 
Многомерный  куб  540 

— симплекс  131 
Многоместное  отношение  103 
Многополюсник  380 
Многочлен  (полином)  1 47 

— интерполяционный  279,  283 

— матричный  277 

— от  матрицы  191,  276 

— скалярный  277 
Многочленная  матрица  277 
Множество  20 

— замкнутое  161 

— классов  вычетов  152 

— многочленов  147 

— одноэлементное  21 

— операторов  138 

— основное  24 

— открытое  161 

— подмножеств  22 

— пустое  21 

— симметризуемое  141 

— состояний  565 

— счетное  108 

— упорядоченное  122 

— частично  упорядоченное  122 

— элементарных  событий  75,  637 
Модальная  матрица  252,  261 
Модуль  комплексного  числа  154 
Модус  611 

Момент  инерции  388 
Моменты  распределения  665 

— совокупности  случайных  величин 
674 

Монотонные  булевы  функции  519 
Мост  графа  54 
Мультиграф  49 

Мультиномиальное  распределение  652 
Мультипликативный  закон  141 

Наблюдаемость  336 
Наблюдение  688 
Надграф  53 

Наддиагональ  матрицы  191 
Надежность  722 

— восстанавливаемой  системы  734 
— ■ сложной  системы  727 
Направленность  алгоритма  623 
Натуральная  шкала  119 
Натяжной  ролик  405 

Начальный  момент  распределения 
665,  674 

— — я-го  порядка  665,  674 
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Невосстанавливаемая  система  723 
Независимость  совокупности  событий 
82 

Независимые  события  78 

— циклы  1 13 
Нейронная  логика  594 
Нейтральный  элемент  140 
Неоднородная  система  уравнений  229 
Неоднородный  координатный  базис 

444 

Неопределенная  система  уравнений 
230,  238 

Неполный  автомат  577 
Непосредственное  заключение  611 
Непрерывная  случайная  величина  654 
Непрерывное  сообщение  735 
Неравенство  Чебышева  666 
Неравнозначность  536 
Неравномерный  код  735 
Неравноточные  наблюдения  697 
Несовместная  система  уравнений  230 
Несовместные  события  77 
Несравнимые  элементы  122 
Нижняя  грань  (инфинум)  126 
Нильпотентная  матрица  191 
Норма  вектора  164 

— кватерниона  151 
Нормальная  кривая  656 
• — форма  514 

6-значной  логики  586 

совершенная  515 

Нормальное  дерево  476 

— распределение  655 
Нормальные  координаты  258 
Нормальный  алгоритм  Маркова  627 
Нормирующее  условие  77 

Нули  многочлена  148 
Нуль-граф  49 

п-мерная  функция  распределения  673 
п-мерный  нормальный  закон  распре- 
деления 674 

/і-местная  операция  505 
«-местный  предикат  512 

Области  уровня  124 
Область  значений  97 

— определения  97 

— применимости  алгоритма  627 

— целостности  144 
Облегченный  резерв  730 
Обобщенная  процедура  формирования 

модели  493 

Обработка  равноточных  наблюдений 
695 

Образ  функции  107 
Обратная  импликация  509 

— матрица  38,  216 


Обращение  матрицы  217 

методом  исключения  218 

окаймления  224 

разбиением  на  блоки  221 

— симметричных  матриц  225 
Обслуживание  станков  720 
Общая  таблица  переходов  568 
Общезначимость  617 
Общеотрицательное  высказывание  610 
Общеутвердительное  высказывание 

610 

Объединение  множеств  24,  88 

— событий  79 

Ограничение  (сужение)  функции  109 
Ограниченная  проблема  слов  625 
Однородная  система  уравнений  229, 
241 

Однотактная  схема  523 

Операнды  137 

Оператор  438 

Операторный  индекс  141 

Операции  над  столбцами  матриц  483 

Операция  137 

— поглощения  539 

— склеивания  539 
Опорный  элемент  207 
Определенная  система  уравнений  230 
Определитель  Вандермонда  268 

— матрицы  39,  199 

— произведения  матриц  212 
■ — системы  уравнений  38 

— суммы  матриц  210 
Определяющая  ветвь  371 

— хорда  372 

Определяющее  свойство  23 
Оптимальное  разбиение  дуг  графа 
480 

Орграф  47,  376 

— обратный  47 

— сильно  связный  54 
Ординарность  потока  требований  704 
Орт  158 

Ортогонализация  Грама-Шмидта  165 
Ортогональное  преобразование  298, 
312 

Ортогональность  векторов  164 
Ортонормированная  система  векторов 
165 

Ортонормированный  базис  165 
Основные  переменные  239 
Особые  сечения  и контуры  450 
Остов  графа  56 
Открытое  множество  161 
Открытый  интервал  ПО 
Отмеченная  вершина  550 
Относительная  пропускная  способ- 
ность 716 
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— частота  варианты  668 
Отношение  25 

— антирефлексивное  102 

— антисимметричное  103 

— асимметричное  102 

— бинарное  25,  97 

— в множестве  97 

— включения  22 

— многоместное  103 

— на  множестве  97 

— обратное  100 

— полное  (универсальное)  98 

— порядка  121 

— принадлежности  21 

— пустое  98 

— рефлексивное  102 

— симметричное  102 

— строгого  порядка  122 

— тождественное  98 

— толерантности  129 

— транзитивное  103 

— унарное  (одноместное)  104 

— функциональное  106 

— эквивалентности  115 
Отображение  107 

— взаимно-однозначное  108 

— множества  на  себя  108 

— тождественное  108 
Отрезок  1 10 
Отрицание  63,  507 

— импликации  508 

— обратной  импликации  508 
Оценочная  процедура  616 

Очередь  в системе  обслуживания  703 

Перевод  десятичного  числа  в двоич- 
ное 69 

Передаточная  матричная  функция  333 
Передача  дуги  графа  48 
Переключательная  схема  65 
Переменные  состояния  322,  449 
Пересечение  множеств  24 

— подпространств  166 

— совокупности  множеств  88 
Перестановка  111,  171 
Переходная  характеристика  328,  330 
Петля  48 

Плоскость  комплексной  переменной 
154 

Плотность  вероятности  654,  673 
перехода  71 1 

— отказов  723 

— потока  требований  706 
приведенная  715 

— распределения  654 

— частоты  670 
Пневматическая  емкость  391 


— индуктивность  391 

— инертность  390 

— проводимость  390 

— система  389 

— упругость  390 

Пневматическое  сопротивление  390 

Повторение  508 

Повторная  выборка  668 

Податливость  386 

Подграф  53 

Подгруппа  143 

Поддиагональ  матрицы  191 

Подкольцо  143 

Подмножество  22 

Подобие  матриц  228 

Подпространство  166 

Подсистема  143 

Подстановка  1 1 1 

— круговая  (циклическая)  [12 
Покоординатное  произведение  557 
Покрывающее  дерево  56 
Покрытие  булевой  функции  541 
Поле  143 

— Галуа  154 

— комплексных  чисел  153 

— событий  637 
Полигон  частот  668 
Полиномиальная  производящая  функ- 
ция 174 

Полная  матрица  соединений  528 

— связь  403 

— система  событий  77 

Полное  отношение  эквивалентности 
1 16 

— релейное  дерево  526 

Полнота  исчисления  высказываний  604 
Полный  прообраз  109 
Положительная  определенность  318 
Полугруппа  142 
Полуинтервал  ПО 
Полюсные  переменные  397 

— уравнения  381,  398 
Полюсный  граф  382 

многополюсника  397 

Поперечные  (последовательные)  пере- 
менные 382 

Пороговая  логика  593 

— функция  593 
Пороговый  элемент  593 
Порядок  121 

Последовательностная  машина  566 

— схема  564 

Последовательность  95,  122 
Правила  вывода  604 
Правило  заключения  604 

— подстановки  604 

— произведения  170 
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— суммы  170 

— трех  сигм  660 

— универсального  обобщения  618 

— универсальной  конкретизации  618 

— экзистенционального  обобщения 
619 

— экзистенциональной  конкретизации 
618 

Правильный  модус  612 

— силлогизм  613 
Правое  обратное  168 
Прадерево  орграфа  56 
Предикат  68 

Предкласс  толерантности  132 
Предметные  переменные  608 

— постоянные  608 
Предпорядок  124 
Преобразование  источников  423 

— квадратичных  форм  315 

— конгруэнтное  298,  310 

— конъюнктивное  313 

— Лапласа  331 

— подобия  256,  298,  301 

— унитарное  314 

— эквивалентное  298 
Преобразователь  кодов  559 
Преходящее  состояние  автомата  570 
Приведенная  присоединенная  матрица 

280 

Примитивная  матрица  соединения  528 
Принцип  включения  и исключения  177 

— Даламбера  388 

— двойственности  в булевой  алгебре 
514 

— Лежандра  701 

— практической  уверенности  646 
Присоединенная  матрица  40,  217,  291 
Проблема  слов  в ассоциативном  ис- 
числении 625 

— собственных  значений  252 

— четырех  красок  58,  631 
Проводимость  384 
Продолжение  функции  109 
Продольные  (параллельные)  перемен- 
ные 382 

Произведение  векторов  193 

— матриц  33 

— матрицы  на  число  32 

— многочленов  148 
Производная  матрицы  195 
Промахи  689 

Простая  вырожденность  матрицы  230 

— импликанта  550 

— (нерезервированная)  система  725 
Простейший  поток  704 

Простой  нуль  148 

— разрез  368 


Пространственный  вектор  158 
Пространство  160 

— абстрактное  157 

— бесконечномерное  159 

— векторное  162 

— линейное  162 

— логическое  511 

— метрическое  161 

— нормированное  164 

— переменных  состояния  160 

— разрезов  375 

— слипшихся  точек  161 

— суграфов  374 

— толерантности  160 

— топологическое  161 

— точечное  159 

— функциональное  159 

— цветовое  159 

— циклов  375 

Противоположные  высказывания  610 
Противоречивые  высказывания  611 
Противоречие  600 

Процесс  «гибели  и размножения»  721 
Прямая  сумма  квадратных  матриц  192 

подпространств  167 

Прямое  произведение  пространств  166 
Псевдоалгоритм  631 
Путь  52 

Равнозначность  536 
Равномерное  распределение  662 
Равномерный  код  735 
Равномощные  множества  108 
Равноотстоящие  варианты  669 
Равносильность  602 
Равносильные  формулы  64 
Равноточные  наблюдения  691 
Разбиения  179 
Разделение  536 

— переменных  498 

— с двумя  запретами  537 

— с запретом  536 

Различимые  состояния  автомата  573 
Разложение  Лапласа  204 

— определителя  204 
Размерность  (ранг)  базиса  164 
Разность  множеств  24 
Разрез  графа  368 

Разрешенная  кодовая  комбинация  748 
Ранг  графа  364 

— линейной  алгебры  168 

— матрицы  230 

— системы  уравнений  230 
Распределение  Вейбулла  664 

— Паскаля  652 

— Пуассона  652,  706 

— Стьюдента  696 
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Расстояние  164 

Реализация  логических  функций  536, 
546 

в булевом  базисе  538 

Ребро  графа  45 

Регулярный  элемент  140 

Режим  оперативного  взаимодействия 

17 

— пакетной  обработки  данных  17 
Резервирование  722 
Резервирование  систем  726 
Рефлексивность  отношения  102 
Ряд  номинальных  значений  117 
Рычаг  404 

Самодвойственная  булева  функция 

Самодвойственное  тождество  87 
Сведение  6-значной  функции  к дву- 
значной 589 
Свертка  функций  328 
Сверхграф  53 

Свободные  переменные  239,  545,  609 
Свойства  определителей  202 
Связанные  переменные  545,  609 
Сентенциональные  связки  597 
Сечение  графа  370 

— отношения  98 
Сигма-пи  форма  587 
Сигнал  вершины  графа  48 
Сигнатура  матрицы  311 
Силлогизм  613 
Силовой  цилиндр  408 
Символ  Венна  91 

— дерева  346 

— Кронекера  165 
Символическая  логика  61 
Симметризация  (обращение)  отноше- 
ния 100 

Симметрическая  группа  146 

— разность  множеств  24 
Симметричная  подстановка  111 
Симметричность  отношения  102 
Симметричный  элемент  140 
Синапс  нейрона  594 

Синтез  конечных  автоматов  571 

— контактных  схем  525 
Синхронизирующие  сигналы  565 
Система  322 

— асимптотически  устойчивая  336 

— Вебба  587 

— дифференциальных  уравнений  249 

в нормальной  форме  249,  271 

— в матричной  форме  251 

■ неоднородная  249,  259 

— — — однородная  248 

— допустимых  подстановок  624 


— координат  165,  413 

— массового  обслуживания  703 
— замкнутая  721 

с ограниченной  длиной  оче- 
реди 718 

с ожиданием  713 

с отказами  717 

— — с регулированием  очереди 

— наблюдаемая  336 

— нелинейная  324,  458 

— обслуживания  703 

— образующих  пространства  166 

— параметрическая  (нестационарная) 
323,  338 

— Поста  587 

— представителей  116 

— Россера  и Тыокетта  587 

— с двумя  сторонами  440 

— с облегченным  резервом  732 

— стационарная  (линейная)  326,  453 

— уравнений  229 

неоднородная  229 

неопределенная  230,  238 

несовместная  230 

однородная  229,  241 

совместная  230 

— управляемая  335 

— устойчивая  по  Ляпунову  336 
Систематические  ошибки  689 
Скаляр  162 

Скалярное  (внутреннее)  произведение 
163,  193 

Скалярный  многочлен  277 
Склеивание  и поглощение  кубов  556 
След  матрицы  290 
Слово  505 

Случайная  величина  дискретная  649 

непрерывная  654 

Случайное  событие  73,  637 
Случайные  сшибки  689 
Случайный  вектор  672 
Смежность  вершин  графа  49 
Собственные  векторы  251 

— значения  251 
Событие  достоверное  73 

— невозможное  73 

— случайное  73,  637 
События  независимые  78 

— несовместные  77 
Совершенные  нормальные  формы  515 
Совершенный  порядок  1 22 

— • трансформатор  403 
Совместимые  состояния  автомата  578 
Совместная  плотность  вероятности  673 
Совпадение  536 

— с двумя  запретами  537 
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— с запретом  536 

Сокращенная  нормальная  форма  550 

— форма  неполного  автомата  578 
Сокращенный  координатный  базис 

475,  492 
Сообщение  735 
Соответствие  97 
Соотношение  25 
Сопротивление  383 
Состояния  логической  схемы  565 
Сочетания  169,  171 

— с повторениями  172 
Сравнение  по  модулю  т 116 
Среднее  квадратическое  отклонение 

666 

Среднее  число  занятых  каналов  716 
Средний  термин  613 
Средняя  ошибка  690 
Статистическая  вероятность  76 
Статистическое  распределение  выбор- 
ки 668 

Статистический  коэффициент  усиле- 
ния 400 

Стационарность  потока  требований  704 
Стационарный  режим  системы  обслу- 
живания 714 

Степень  вершины  графа  49 

— матрицы  190 

— многочлена  147 
Стоп -состояние  628 
Сторона  системы  414 
Стрелка  Пирса  508 
Структурное  число  графа  358 
Субъект  608 

Субъективная  вероятность  647 
Суграф  53 

Сумма  комплексных  чисел  153 

— матриц  32 

— многочленов  148 

— по  модулю  два  71,  508 

— подпространств  166 

— суграфов  374 
Сумматор  560 

Суперпозиция  логических  элементов 
535 

Супремум  126 

Существенная  импликанта  550 
Схема  единственного  деления  206 

— замещения  410 

— с сосредоточенными  компонентами 
380 

Схемная  модель  381 
Сходство  132 

Сюръекция  (накрытие)  107 
«-куб  541 
а-алгебра  637 


Таблица  выходов  автомата  568 

— Кэли  137 

— пар  состояний  автомата  575 

— переходов  автомата  568 

— соответствия  506 
Тавтология  600 
Такт  565 

Тактовые  моменты  565 
Тело  143 

— кватернионов  150 
Теорема  Бине  — Коши  213 

— Гаусса — Маркова  701 

— дедукции  605 

— Котельникова  735 

— Кронекера  — Капелли  240 

— Кэли  146 

— о функциональной  полноте  519 

— Пифагора  164 

— Сильвестра  289 

— сложения  вероятностей  639 

— Трента  354 

— Ферма  587 

— Якоби  227 

Термин  высказывания  61 1 
Тождественная  подстановка  1 1 1 
Тождественное  отображение  108 
Тождественность  множеств  21 
Тождественные  преобразования  89 
Тождественный  нуль  (единица)  511 
Толерантность  129 

— числовых  функций  130 
Топологически  зависимые  переменные 

450 

Топологические  матрицы  373 

— уравнения  415 
Топологическое  пространство  161 
Топология  в множестве  161 
Точечное  пространство  159 
Точечные  оценки  692 

Точка  сочленения  графа  54 
Транзистор  401 
Транзисторная  схема  426 
Транзитивность  отношения  103 
Транслятор  632 
Трансформатор  402 

— идеальный  403 

— совершенный  403 
Требование  (заявка)  703 
Тригонометрическая  форма  комплекс- 
ного числа  154 

Тупиковая  форма  540 
Тупиковое  состояние  автомата  570 
Тупиковый  подавтомат  570 

Узловые  уравнения  436 
— - продольные  переменные  435 
Умножение  комплексных  чисел  153 
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— матриц  185 
слева  186 

■ — — справа  187 
Унарное  отношение  104 
Универсум  24 

Унимодулярная  матрица  377 
Унитарное  кольцо  142 

— преобразование  314 
Упорядоченная  пара  26,  97 
Управление  по  производной  465 
Управляемая  дуга  411 

— ракета  324 
Управляемость  335 
Управляющая  дуга  411 
Управляющий  золотник  408 

— параметр  41 1 
Упругость  386 
Уравнения  Колмогорова  711 

— контуров  422 

— переменных  состояний  415,  451, 
486 

— связей  381 

— сечений  419 

— ячеек  438 

Условия  детерминированности  системы 
465 

Условная  варианта  671 

— вероятность  79,  640 

отказа  724 

— энтропия  742 

Условные  эмпирические  моменты  671 
Устойчивость  336 

— матрицы  выходов  530 

— распределения  683 

Фазоимпульсная  логика  595 
Фазоимпульсные  многозначные  эле- 
менты 590 
Фактор  дерева  350 
Фактор-множество  98 
Факторы  графа  202 
Фигура  силлогизма  613 
Формальный  нейрон  594 
Формула  Бейеса  642 

— Бесселя  694 

— Коши  259 

— полной  вероятности  641 

— Фробениуса  222 
Формулы  де  Моргана  89 

— логики  предикатов  609 

— Ньютона  297 

— Шеннона  738 

— Эрланга  717 
Фундаментальная  матрица  252 
Фундаментальное  дерево  373 
Функции  6-значной  логики  583 
Функциональная  полнота  519 


— “В  6-значной  логике  586 

— шкала  1 19 

Функциональное  отношение  106 
Функция  26,  107 

— вероятностей  649 

— выходов  566 

— Дирака  329 

— инверсии  584 

— от  матрицы  276 
Жордана  307 

— плотности  654 

— случайной  величины  678 

— Хевисайда  330 

— циклического  отрицания  584 

Характеристическая  дизъюнкция  586 

— конъюнкция  586 

— матрица  251 

Характеристические  функции  6-знач- 
ной логики  584 

— — конечного  автомата  506 

— числа  251 

Характеристическое  подмножество  512 

— уравнение  251 
Химические  изомеры  353 
Химический  реактор  326 
Холодный  резерв  730 
Хорда  57 

Цена  покрытия  550 

Центральная  предельная  теорема 
А.  М.  Ляпунова  661 
Центральный  момент  распределения 
665 

6-го  порядка  675 

— разрез  368 
Центр  дерева  352 
Центрирующая  постоянная  679 
Центроид  дерева  352 

Центр  распределения  661 
Цепь  52 

— простая  52 
Цикл  52 

— гамильтонов  52 

— подстановки  112 

— простой  52 

— эйлеров  52 

Частично  определенная  функция  559 
Частная  энтропия  739 
Частное  слева  (справа)  143 
Частноотрицательное  высказывание 
610 

Частноутвердительное  высказывание 
610 

Частотно-гармонические  элементы 
592 
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Часть  графа  53 
Четырехполк)'  ник  440 
Численный  алгоритм  621 
Чистая  система  с ожиданием  716 
Член  определителя  199 

Широтно-импульсные  многозначные 
элементы  592 
Штрих  Шеффера  509 

Эвристический  алгоритм  632 
Эквивалентная  схема  410 
Эквивалентное  преобразование  298 
Эквивалентность  115 

— автоматов  573 

— алгоритмов  627 

— логических  схем  539 

— слов  625 
Эквиваленция  68,  509 
Экспоненциальная  форма  комплексно- 
го числа  154 

— функция  от  матрицы  254 
Экспоненциальное  распределение  662 
Экспоненциальные  производящие 

функции  176 

Экспоненциальный  закон  надежности 

724 

Экстремаль  550 


Экстремальное  дерево  348 
Эксцесс  667 

Электрическая  цепь  383 
Электрические  аналогии  391 
Электромеханическая  система  432 
Электронная  лампа  400 

— схема  325 
Элемент  матрицы  30 

— определителя  199 
Элементарность  шагов  алгоритма  624 
Элементарные  матрицы  299 
Эмпирическая  функция  распределения 

670 

Эмпирические  моменты  670 
Энтропия  737,  739 
Энумератор  175 
Эталон  116 
Эффективный  код  746 

Явно  различимые  состояния  автомата 

573 

— эквивалентные  состояния  автомата 
573 

Ядро  покрытия  551 
Языки  естественные  11 

— формальные  II 
Ячейки  графа  373 
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